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PøedmluvaVá¾ení ètenáøi,ji¾ od 1. roèníku fyzikální olympiády je souèástí práce úèastníka soutì¾enejen vyøe¹ení pøedlo¾ených úloh, ale také studium tzv. studijního textu. V nìmponìkud jiným zpùsobem ne¾ v uèebnicích fyziky autoøi zpracovávají urèitéfyzikální téma. Zpravidla vycházejí ze znalostí støedo¹kolské fyziky, doplòujíje v¹ak o dal¹í poznatky, ukazují jiná, zatím nevzpomínaná vyu¾ití, øe¹í dal¹ífyzikální problémy s vybraným tématem spojené.Ètenáø { øe¹itel olympiády by mìl pøeèíst v¾dy danou kapitolu. Ta pøiná¹íbuï pøehled faktù ji¾ známých, tøeba v jiném uspoøádání, nebo nové informace,V ka¾dé kapitole jsou pak uvedeny pøíklady , u kterých je rùznì podrobné øe¹ení.Ètenáø by se mìl s tu¾kou v ruce po prostudování ka¾dého pøíkladu pokusito rekonstrukci jeho øe¹ení { provést algebraické operace, ovìøit, zda mu je øe¹enízcela srozumitelné, zkusit si konstruovat grafy : : : . Na závìr ka¾dé kapitolyjsou uvedeny úlohy urèené k samostatnému øe¹ení. Výsledky úloh uvedené naposledních stránkách slou¾í k tomu, aby se ètenáø pøesvìdèil, zda úlohu dovedlke správnému konci.Tato bro¾urka se nedá èíst jako román; spí¹e byste mìli text þlu¹titÿ jakodetektivku a sna¾it se sami zjistit, zda problémy vyøe¹íte. A hlavnì nezapo-meòte: ve va¹í kategorii jsou vám pøedkládány i takové úlohy, k jejich¾ øe¹enívám studijní text podává pomocnou ruku.A teï u¾ vzhùru do práce. Autoøi
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ÚvodPohyby tìles a jejich soustav se øídí Newtonovými zákony. Z nich mù¾emepro ka¾dý konkrétní pøípad pohybu, u kterého známe vlastnosti pùsobícíchsil, odvodit pohybové rovnice a jejich øe¹ením zjistit pøesné prùbìhy pohybùv závislosti na èase. Øe¹ení pohybových rovnic v¹ak mù¾e být v praxi dostiobtí¾né a nás èasto ani nezajímá detailní prùbìh pohybu jednotlivých tìles, alepotøebujeme spí¹e porovnat jejich poèáteèní a koneèný pohybový stav. V tako-vých pøípadech dojdeme k výsledku jednodu¹eji úvahami o mechanické práci aenergii.V tomto studijním textu si zopakujeme a doplníme poznatky o výpoètu me-chanické práce a o zmìnách mechanické energie a vnitøní energie v soustaváchtìles pøi konání mechanické práce. Pøedev¹ím se v¹ak pøi øe¹ení pohybovýchúloh zamìøíme na vyu¾ití jednoho ze základních fyzikálních zákonù { zákonazachování energie.Pøi v¹ech úvahách budeme pøedpokládat pou¾ití inerciální vzta¾né soustavya rychlosti mnohem men¹í ne¾ rychlost svìtla ve vakuu. Pro tíhové zrychlenívolíme hodnotu g = 9;8 m�s�2.
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1 Výpoèet mechanické práce1.1 Práce vykonaná stálou silou pøi pøímoèarém pohybuPùsobí-li na tìleso, které se pohybuje pøímoèarým posuvným pohybem, stálásíla F , svírající s vektorem posunutí �r úhel � (obr. 1.1), pak síla F vykonámechanickou práci W = F j�r j cos� = Fs cos� : (1)Velikost vektoru posunutí j�r j je rovna dráze s, kterou tìleso urazí. Jednotkapráce v soustavì SI je [W ] = N �m = J (joule) :Podle velikosti úhlu � mù¾e býtW > 0 pro 0 � � < 90�W = 0 pro � = 90�W < 0 pro 90� < � � 180�Ze vztahu (1) a obr. 1.1 je zøejmé, ¾e práci koná jen slo¾ka F1 síly F , kteráje rovnobì¾ná s vektorem posunutí a její velikost je F j cos�j. Slo¾ka F2 kolmák vektoru posunutí práci nekoná.
�rs

F2 F1F�
Obr. 1.1Jestli¾e W < 0, tj. � > 90�, øíkáme také, ¾e síla F práci spotøebovává ajW j de�nujeme jako práci spotøebovanou.Pøíklad 1. Práce rùzných silSánì, které i s nákladem mají hmotnost 15 kg a nacházejí se v klidu naúpatí svahu se sklonem � = 15�, vytáhneme silou F o velikosti 70 N vzhùrudo vzdálenosti s = 8 m pomocí provazu rovnobì¾ného se svahem (obr. 1.2).Souèinitel smykového tøení mezi sánìmi a svahem je f = 0;12. Urèete prácekteré vykonají jednotlivé síly pùsobící na sánì: a) síla provazu, b) tíhová síla,c) reakce svahu. 5



� �FG F2
F1 FR R2

R1=Ft Obr. 1.2Øe¹eníSíla provazu pùsobí ve smìru pohybu a vykoná práci W = Fs = 560 J.Tíhová síla pùsobí ¹ikmo proti smìru pohybu. Od vektoru posunutí je od-chýlena o úhel 90� + �. Vykoná tedy práciWG = FGs cos(90� + �) = �FGs sin� = �F1s = �mgs sin� = �304 J :(Spotøebuje práci 304 J.) Uplatní se jen pohybová slo¾ka F1 tíhové síly. Prácetlakové slo¾ky F2 kolmé ke smìru pohybu je nulová.Reakce svahu R má slo¾ku R2, která je kolmá ke svahu a ru¹í pohybovýúèinek síly F2, a slo¾ku R1 namíøenou proti pohybu. Slo¾ka R1 je tøecí síla,kterým svah sánì brzdí. PlatíR1 = Ft = fR2 = fF2 = fmg cos� :Síla R tedy vykoná práci WR = �R1s = �fmgs cos� = �136 J : (Spotøe-buje práci 136 J.)Vra»me se je¹tì ke vztahu (1). Nìkdy je úèelné zapsat jej jednodu¹eji u¾itímskalárního souèinu vektoru síly F a vektoru posunutí �r jakoW = F ��r : (2)1.2 Skalární souèin dvou vektorù
ab'Obr. 1.3

V trojrozmìrném prostoru je skalární souèin a � b dvouvektorù a = axi + ayj + azk = (ax; ay; az);b = bxi + byj + bzk = (bx; by; bz)de�nován vztahema � b = axbx + ayby + azbz : (3)6



Pro vektory báze i = (1; 0; 0), j = (0; 1; 0) a k = (0; 0; 1) platíi 2 = j 2 = k2 = 1 ; i � j = j � k = k � i = 0 :Skalární souèin dvou stejných vektorù a zapisujeme výrazem a 2. Platíja j = a =qa2x + a2y + a2z ; a 2 = a � a = a2x + a2y + a2z = a2 : (4)Pro skalární souèin vektorù platí zákon komutativní a � b = b � a a zákondistributivní a � (b + c) = a � b + a � c . Platí také a � (kb) = k(a � b); kde kje skalár.Jestli¾e dva nenulové vektory a , b svírají úhel ', mù¾eme urèit velikostjejich vektorového souètu podle obr. 1.4:(a + b)2 = (a+ b cos')2 + (b sin')2 == a2 + b2(cos2 '+ sin2 ') + 2ab cos' = a2 + b2 + 2ab cos' :Souèasnì platí(a + b)2 = a 2 + 2(a � b) + b2 = a2 + 2(a � b) + b2 :Srovnáním obou vztahù dostanemea � b = ab cos' : (5)Skalární souèin dvou nenulových vektorù je tedy roven souèinu jejich velikostía kosinu jimi sevøeného úhlu. Je roven nule právì tehdy, kdy¾ ' = 90�. Pro' < 90� je kladný a pro ' > 90� je záporný.b aa+b' 'b cos'b sin' Obr. 1.4Úhel ' mù¾eme urèit u¾itím vztahucos' = a � bab = axbx + ayby + azbzqa2x + a2y + a2zqb2x + b2y + b2z : (6)U¾itím skalárního souèinu mù¾eme øe¹it i úlohy o pohybech v rovinì. V nízvolíme poèátek a osy x, y vzta¾né soustavy. Osa z je pak kolmá k rovinì,7



v¹echny z-ové souøadnice vektorù jsou nulové a pøedcházející vzorce se zjedno-du¹í.Pøíklad 2Vypoètìte práci, kterou vykoná síla F = (20 N;�8 N), její¾ pùsobi¹tì sepøímoèaøe posune z bodu A = [�1 m; 1 m] do bodu B = [5 m; 3 m] (obr. 1.5).Jaký úhel svírá vektor síly s vektorem posunutí?
'A B

F
y

x Obr. 1.5Øe¹eníUrèíme nejprve vektor posunutí �r = rB � rA = (6 m; 2 m).Hledaná práce jeW = F ��r = Fx�x+ Fy�y = (20 � 6 + (�8) � 2) J = 104 J :Pro odchylku vektoru síly od vektoru posunutí platí:cos' = F ��rF � j�r j = 104p464 � p40 = 0;7634 ; ' = 40;2� :
1.3 Výpoèet práce vykonané mìnící se silou1.3.1 Jednorozmìrný pøípadBudeme uva¾ovat o tìlese pohybujícím se ve smìru osy x vzta¾né soustavy, nakteré pùsobí ve smìru této osy síla F (x) (obr. 1.6). Pou¾itím výrazu F (x) vyja-døujeme závislost síly na souøadnici x jejího pùsobi¹tì. Takováto síla je urèenajejí souøadnicí Fx a mù¾eme ji zapsat jako F (x) = Fx(x)i a charakterizovatgrafem, jaký vidíme na obr. 1.7. 8



ijk F (x) xx1 x2
y

z A B Obr. 1.6Pohyb mezi poèáteèním bodem A o souøadnici x1 a koneèným bodem Bo souøadnici x2 mù¾eme rozdìlit na velký poèet elementárních posunutí o délce�x, tak malých, aby v ka¾dém z nich byla zmìna souøadnice Fx mnohem men¹íne¾ její hodnota Fx(x) ve støedu x daného elementárního posunutí. Elementárnípráci �W , kterou vykoná síla F (x) bìhem tohoto elementárního posunutí,mù¾eme s dostateènou pøesností urèit jako�W � F (x) ��r = [Fx(x)i ] � (�xi ) = Fx(x)�xi 2 = Fx(x)�x : (7)Na obr. 1.7 jí èíselnì odpovídá plo¹ný obsah zvýraznìného obdélníèku.Fx
xx1 x2x

�x�W Fx(x) Fx
xx1 x2WObr. 1.7 Obr. 1.8Celkovou práci WAB vykonanou silou F (x) mezi body A a B urèíme pøi-bli¾nì jako souèet v¹ech elementárních pøíspìvkùWAB �XFx(x)�x :Výpoèet mù¾eme libovolnì zpøesnit zvìt¹ováním poètu elementárních posu-nutí N , èím¾ se zmen¹í jejich velikost �x = (x2 � x1)=N . To mù¾eme vyjádøitzápisem WAB = limN!1XFx(x)�x : (8)Výraz na pravé stranì nazýváme urèitý integrál. Abychom ho nemuseli za-pisovat tak slo¾itì, pí¹eme krátceWAB = Z x2x1 F (x) dx :9



Hodnota velièiny WAB , tj. urèitý integrál, má jednoduchý gra�cký význam.Èíselnì dává souèet plo¹ných obsahù v¹ech elementárních obdélníèkù podleobr. 1.7 pøi velmi jemném dìlení intervalu hx1; x2i, co¾ je plo¹ný obsah obrazceomezeného grafem síly podle obr. 1.8. To umo¾òuje v jednodu¹¹ích pøípadechvýpoèítat urèitý integrál i bez znalosti integrálního poètu.Pøíklad 3Kvádr o hmotnosti m, vý¹ce v a hustotì % je ponoøen v kapalinì o hustotì%1 < % tak, ¾e jeho horní podstava je v hloubce h1 pod hladinou (obr. 1.9).Jakou práci musíme vykonat, chceme-li jej zvednout tak, ¾e dolní podstava budeve vý¹ce h2 nad hladinou? Nádoba je tak velká, ¾e se vý¹ka hladiny vyta¾enímkvádru z vody nezmìní.Øe¹eníZvolme osu x vzta¾né soustavy podle obr. 1.9. Pod hladinou bude kvádrnadlehèovat hydrostatická vztlaková síla. Budeme tedy muset pùsobit silouo velikosti FG � Fvz = mg � V %1g = mg�1� %1% � :Bìhem vynoøování kvádru se bude síla rovnomìrnì zvy¹ovat a¾ v okam¾ikuúplného vynoøení dosáhne velikosti FG = mg. Závislost svislé souøadnice sílyna souøadnici x dna podstavy znázoròuje graf na obr. 1.10. Obrazec omezenýgrafem se skládá z lichobì¾níku a dvou obdélníkù a celkovou práci vykonanoupøi zvednutí kvádru z nìj urèíme jakoW = (FG � Fvz)h1 + (FG � Fvz) + FG2 v + FGh2 == mg ��1� %1% �h1 +�1� %12%� v + h2� :x
vh1h2

FxFGFG�Fvz xvh1 h2Obr. 1.9 Obr. 1.1010



1.3.2 Obecný vztah pro výpoèet prácePohybuje-li se pùsobi¹tì síly pùsobící na nìjaké tìleso po køivoèaré trajektoriimezi body A a B o polohových vektorech r1 a r2, rozdìlíme ji na velký poèetvelmi malých úsekù. V ka¾dém z nich mù¾eme pova¾ovat sílu za konstantnía pohyb nahradit pøímoèarým posunutím �r (obr. 1.11). Elementární prácevykonaná silou F na takovémto úseku je �W � F ��r a celou práci mezi bodyA a B mù¾eme pøibli¾nì urèit jakoWAB �XF ��r :Výpoèet mù¾eme libovolnì zpøesnit zvìt¹ováním poètu úsekù a zmen¹ovánímjejich délky. Tak dostaneme dráhový integrál síly F , pro který pou¾íváme zápisWAB = Z r2r1 F � dr : (9)Ve slo¾itìj¹ích pøípadech se tedy pøi výpoètu práce neobejdeme bez znalostiintegrálního poètu, co¾ ale pøekraèuje rámec tohoto studijního textu.
yx

z
A B
r1 r2�r �rFF

Obr. 1.11
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Úlohy1. Bedna byla posunuta po podlaze do vzdálenosti 2 m. Jedna ze sil , které nani pùsobily, mìla velikost 12 N a stálý smìr. Jaký úhel svírala se smìremposunutí, jestli¾e vykonala práci a) 24 J, b) 12 J, c) 0 J, d) �12 J, e) �20 J?2. Vypoètìte práci, kterou vykoná stálá síla F = (5 N; 4 N; 3 N) pøi pøímo-èarém posunutí z bodu A = [�1 m; 3 m; 5 m] do bodu B = [3 m; 7 m; 9 m].Jaký úhel svírá síla s vektorem posunutí?3. Lano o délce 24 m a hmotnosti 12 kg, které visí volnì dolù z le¹ení, chcemevytáhnout k místu upevnìní. Nakreslete graf závislosti síly F (x) na délce xvyta¾eného lana a urèete práci, kterou musíme pøi vyta¾ení vykonat.
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2 Mechanická energieKa¾dé tìleso, jeho¾ pohyb chceme studovat, je souèástí nìjaké soustavy tìles.Do ní zahrnujeme v¹echna tìlesa, která na uva¾ované tìleso pùsobí silami apohyb nìjak ovlivòují. Tak napøíklad vr¾ené tìleso se nachází v tíhovém poliZemì a je brzdìno okolním vzduchem. Kmitavý pohyb záva¾í zavì¹eného napru¾inì popisujeme v soustavì, do které je¹tì patøí Zemì, stojan, pru¾ina aokolní vzduch. Takovou soustavu tìles pova¾ujeme za izolovanou, mù¾eme-lipùsobení ostatních tìles na tìlesa soustavy zanedbat.Soustavám tìles pøiøazujeme dùle¾itou, ale dosti abstraktní velièinu, kteráse nazývá celková energie soustavy a má dùle¾itou vlastnost:Celková energie izolované soustavy tìles je konstantní.Tento zákon zachování energie patøí mezi nejdùle¾itìj¹í fyzikální zákonya uplatòuje se v celém vesmíru a ka¾dé jeho èásti.Není-li soustava tìles izolovaná, pak práce vykonaná pùsobením vnìj¹ích silna tìlesa soustavy je rovna zmìnì celkové energie soustavy. Jednotka energiev soustavì SI je proto stejná jako jednotka práce { J (joule).Energie mù¾e mít rùzné formy. Energie potenciální (polohová) je urèenavzájemnou polohou tìles soustavy. Energie kinetická (pohybová) jednotli-vých tìles soustavy je urèena rychlostí jejich pohybu. Celková mechanickáenergie soustavy je souètem v¹ech potenciálních a kinetických energií v¹echjejich èástí. Souvisí tedy s uspoøádáním tìles a jejich pohyby, jak je mù¾emepøímo pozorovat v makroskopickém mìøítku. Kromì mechanické energie majítìlesa vnitøní energii která je dána uspoøádáním a chaotickým pohybem jejichmolekul. Nositelem energie jsou i silová pole (gravitaèní, elektromagnetické).2.1 Práce vykonaná tíhovou silou v homogenním tíhovémpoli Zemì. Potenciální energie tíhováV homogenním tíhovém poli Zemì zvolme vzta¾nou soustavu tak, ¾e rovinaOxyje vodorovná a kladná poloosa z smìøuje vzhùru. Uva¾ujme o tìlese o hmotnostim, jeho¾ tì¾i¹tì se pohybuje z bodu A, který je ve vý¹ce h1 = zA do bodu B,který je ve vý¹ce h2 = zB (obr. 2.1), pøièem¾ h1 > h2. Takový pohyb mù¾emeopìt nahradit øadou velmi malých posunutí �r . Elementární práce, kteroubìhem jednoho takového posunutí vykoná tíhová síla, urèíme jako�W = FG ��r = (0; 0;�mg) � (�x;�y;�z) = �mg�z :13



Celková práce tíhové síly je pakWAB =X�W = �mgX�z = �mg(h2 � h1) = mgh1 �mgh2 : (10)
yx

zA B(1)(2) h2h1 �rFGO Obr. 2.1Velièinu Ep = mgh (11)nazýváme potenciální energie tíhová tìlesa. (Pøesnìj¹í by bylo, kdybychommluvili o potenciální energii soustavy Zemì { tìleso). Je rovna práci, kterou bytíhová síla vykonala, kdyby se tì¾i¹tì tìlesa pøemístilo z bodu ve vý¹ce h dobodu v rovinì os Oxy, kde je vý¹ka nulová.Práce vykonaná tíhovou silou je rovna úbytku tíhové potenciální energietìlesa: WAB = Ep1 �Ep2 : (12)Z toho je zøejmé, ¾e nezávisí na trajektorii, po které se tì¾i¹tì pøemístí z vý-chozího bodu A do koneèného bodu B.Pokud se tì¾i¹tì vrátí z bodu B zpìt do bodu A, vykoná tíhová síla práciWBA = Ep2 �Ep1 = mgh2 �mgh1 = �WAB : (13)Mù¾eme také øíci, ¾e práce spotøebovaná tíhovou silou je rovna pøírùstku tíhovépotenciální energie tìlesa: �WBA = Ep1 �Ep2.Celková práce tíhové síly po uzavøené cestì z bodu A do bodu B po trajek-torii (1) a zpìt po trajektorii (2) je WAB +WBA = 0.V na¹í úvaze jsme mìøili vý¹ku tì¾i¹tì od roviny Oxy, kterou jsme tím zvo-lili jako hladinu nulové potenciální energie. Nad ní je potenciální energie14



kladná, pod ní záporná. Pokud bychom zvolili jinou vodorovnou rovinu za hla-dinu nulové potenciální energie a mìøili vý¹ky od ní, zmìnily by se Ep1, Ep2 vevztahu (12) o tuté¾ hodnotu a platnost vztahu by zùstala zachována.Pøíklad 4Urèete, jakou práci musí vykonat lodník pøi vyta¾ení lana na palubu. Lanomá délku l = 45 m, visí volnì z paluby ve vý¹ce h = 15 m a zbytek je stoèenna molu. Hmotnost lana je m = 36 kg.Øe¹eníVisící èást lana má délku l1 = 15 m, hmotnost m1 = 12 kg a vzhledemk molu má potenciální energii Ep1 = m1gh=2. Zbytek lana má vzhledem k molupotenciální energii Ep2 = 0. Po vyta¾ení má celé lano vzhledem k molu poten-ciální energii Ep3 = mgh. Práce vykonaná lodníkem je rovna pøírùstku poten-ciální energie lana:W = Ep3 �Ep1 �Ep2 = mgh�m1gh2 � 4400 J :2.2 Práce vykonaná pru¾inou pøi pru¾né deformaci. Po-tenciální energie elastickáNezatí¾ená vodorovná pru¾ina je jedním koncem pøipevnìna ke svislé stìnìa druhým ke kvádru, který le¾í na vodorovné podlo¾ce (obr. 2.2a). Osu xvzta¾né soustavy zvolíme rovnobì¾nou s osou pru¾iny, poèátek O je v místìupevnìní pru¾iny ke kvádru. Vychýlíme-li kvádr ve smìru osy x, pùsobí na nìjpru¾ina silou F , která má opaèný smìr ne¾ výchylka. Velikost síly je pøímoúmìrná velikosti výchylky. Pøi nata¾ení pru¾iny (obr. 2.2b) i pøi jejím stlaèení(obr. 2.2c) platí Fx = �kx ; (14)kde k je tuhost pru¾iny, která se udává v jednotkách N �m�1.Pøedpokládejme nejprve, ¾e pru¾ina je nata¾ena, a výchylku kvádru zmen-¹íme z x1 na x2. V takovém pøípadì je práce W vykonaná pru¾inou kladná,nebo» síla pru¾iny má stejný smìr jako vektor posunutí. Práci urèíme z grafuna obr. 2.2d jako plo¹ný obsah zvýraznìného lichobì¾níku. Platí tedyW12 = kx1 + kx22 (x1 � x2) = 12kx21 � 12kx22 : (15)
15
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Obr. 2.2Velièinu Ep = 12kx2 (16)nazýváme potenciální energie elastická pru¾iny. Je rovna práci, kterou bypru¾ina vykonala pøi pøechodu ze zatí¾eného stavu (x1 = x) do nezatí¾enéhostavu (x2 = 0). Obecnì je práce vykonaná pru¾inou rovna úbytku její potenci-ální energie: W12 = Ep1 �Ep2 : (17)Ke stejnému výsledku dojdeme z grafu na obr. 2.2e i v pøípadì, ¾e pru¾inabude stlaèena a výchylku kvádru zmen¹íme z jx1j na jx2j. Také v tomto pøípadìbude mít síla pru¾iny stejný smìr jako vektor posunutí a práce vykonaná siloupru¾iny bude kladná.Budeme-li deformaci pru¾iny zvìt¹ovat a její výchylku zvìt¹íme z x2 na x1v pøípadì podle obr. 2.2d nebo z jx2j na jx1j v pøípadì podle obr. 2.2e, budesíla pru¾iny pùsobit proti pohybu a práce vykonaná pru¾inou bude záporná.Pru¾ina spotøebuje práci rovnou pøírùstku její potenciální energie:W21 = Ep2 �Ep1 = �W12 :Celková práce vykonaná pøi zmìnì výchylky z x1 na x2 a zpìt z x2 na x1bude nulová. 16



2.3 Práce vykonaná výslednicí sil pùsobících na hmotnýbod. Kinetická energie posuvného pohybuSledujme pohyb vozíku o hmotnosti m, který je ta¾en bez tøení po vodorovnévzduchové dráze vláknem, na kterém je zavì¹eno záva¾íèko o hmotnosti o hmot-nostim0 (obr. 2.3). Na vozík pùsobí tíhová síla FG, reakce vzduchového pol¹táøeR a síla vlákna F . Ta je výslednicí v¹ech uvedených sil, nebo» síly FG a R sevzájemnì ru¹í. Z druhého pohybového zákona plyne, ¾e vozík koná rovnomìrnìzrychlený posuvný pohyb.m m0RFG v1 v2F a s Obr. 2.3Na dráze s vykoná síla F práciW = Fs = mas = mv2 � v1t � v1 + v22 t = 12mv22 � 12mv21 ; (18)kde v1, v2 jsou velikosti rychlosti vozíku na zaèátku a na konci sledovanéhoúseku. Velièina Ek = 12mv2 (19)se nazývá kinetická energie posuvného pohybu tìlesa. Pøi na¹em pokusuplatí, ¾e práce vykonaná výslednicí sil pùsobících na vozík je rovna zmìnì jehokinetické energie: W = �Ek = Ek2 �Ek1 : (20)Bude-li poèáteèní rychlost vozíku nulová (v1 = 0), pakW = 12mv22 � 0 = Ek2 :Kinetická energie vozíku je tedy rovna práci potøebné k jeho uvedení z klidudo pohybu s danou okam¾itou rychlostí.V na¹í úvaze jsme se zabývali rovnomìrnì zrychleným posuvným pohybemtìlesa, pøi kterém se neuplatòují jeho rozmìry a tvar. Mù¾eme se na nìj dívat17



jako na rovnomìrnì zrychlený pohyb hmotného bodu. Vztah (20), který jsmeodvodili, platí pro pohyby hmotných bodù obecnì.Práce vykonaná výslednicí sil pùsobících na hmotný bod je rovnazmìnì jeho kinetické energie.Dùkaz je v¹ak ponìkud obtí¾nìj¹í a vy¾aduje pou¾ití in�nitezimálního po-ètu. Uvedeme jej pro matematicky zdatnìj¹í ètenáøe.Vyjdeme z obr. 2.4. Pùsobí-li na hmotný bod o hmotnostim výsledná síla F ,která svírá s vektorem okam¾ité rychlosti v úhel �, platíF = ma ; F cos� = ma cos� = mat = mdvdt ;kde at je teèné zrychlení. Na úseku dráhy ds vykoná síla F elementární prácidW = F � dr = F cos� ds = matds = mdvdt � vdt = mv dv :Na celé trajektorii s výchozím bodem A o polohovém vektoru r1 a koncovýmbodem B o polohovém vektoru r2 dostaneme integrací:W = Z r2r1 F � dr = m Z v2v1 v dv = m�v222 � v212 � = Ek2 �Ek1 : (21)
�m atan a F

v
Obr. 2.4Pøíklad 5Urèete rychlost, kterou udìlíme saním v pøíkladu 1 na str. 5.Øe¹eníNa sanì pùsobí síla provazu F , tíhová síla FG a reakce svahu R . Výslednicetìchto sil pùsobí ve smìru pohybu a má velikostFvýs = F � F1 �R1 = F �mg sin� � fmg cos� = 15 N :18



Sanì získají kinetickou energii, která je rovna práci výsledné síly na dráze sEk = 12mv2 = Fvýs � s = 120 Ja budou se pohybovat rychlostív =s2Ekm = 4;0 m�s�1 :Poznámka: Práci výsledné síly jsme mohli také urèit jako souèetWvýs =W +WG +WR = (560� 304� 136) J = 120 J :2.4 Kinetická energie tuhého tìlesa otáèejícího se kolempevné osy. Moment setrvaènostiTuhé tìleso o hmotnosti m, které se otáèí kolem pevné osy, si mù¾eme pøed-stavit slo¾ené z velkého poètu hmotných bodù o hmotnostech m1, m2 : : : mN ,obíhajících se stejnou úhlovou rychlostí ! po kru¾nicích o polomìrech r1, r2: : : rN v rovinách kolmých k ose (obr. 2.5).!
m1 m2

m3r2r1 r3v3
v1 v2 J F2r s
Obr. 2.5 Obr. 2.619



Kinetická energie tìlesa je souètem kinetických energií v¹ech tìchto hmotnýchbodù: Ek =X 12miv2i =X 12mir2i !2 = 12!2Xmir2i = 12J!2 : (22)Velièina J =Xmir2ise nazývá moment setrvaènosti tìlesa vzhledem k dané ose a závisí nejenna hmotnosti tìlesa, ale i na rozlo¾ení látky vzhledem k ose. Na obr. 2.7 jsoupøehlednì uvedeny momenty setrvaènosti nìkterých homogenních tìles vzhle-dem k vyznaèené ose. Vzorce se odvozují u¾itím integrálního poètu, napø. vestudijním textu [4].Roztáèíme-li setrvaèník motouzem (obr. 2.6), je to obdobný dìj jako roz-jí¾dìní vozíku na vzduchové dráze a platí vztahy analogické k (18, 20). Prácevykonaná silou motouzu je rovna pøírùstku kinetické energie setrvaèníku:W = Fs = Fr ' =M' = Ek2 �Ek1 = 12J!22 � 12J!21 ; (23)kde ' je úhlová dráha setrvaèníku a M je velikost momentu síly F vzhledemk ose otáèení.
J = mr2 J = 12mr2 J = 25mr2 J = 112ml2
prstenec rot. válec koule tyè

Obr. 2.72.5 Kinetická energie tuhého tìlesa konajícího valivý po-hyb. Steinerova vìtaValivý pohyb rotaèního tuhého tìlesa mù¾eme popsat buï jako pohyb slo¾enýz otáèivého pohybu kolem osy procházející tì¾i¹tìm a z posuvného pohybu této20



osy v kolmém smìru (obr. 2.8) nebo jako sled malých pootoèení kolem oka-m¾itých os rotace, které vznikají v místì dotyku tìlesa s podlo¾kou (obr. 2.9).Mezi velikostí v okam¾ité rychlosti v osy tìlesa, úhlovou rychlostí tìlesa ! apolomìrem tìlesa R je vztah v = !R :
v!R O v!PObr. 2.8 Obr. 2.9V prvním pøípadì urèíme kinetickou energii tìlesa jako souèet energie po-suvného pohybu a pohybu otáèivého:Ek = Ekpos +Ekrot = 12mv2 + 12J0!2 = 12 �m+ J0R2� v2 = 12(mR2 + J0)!2 ;(24)kde J0 je moment setrvaènosti vzhledem k ose jdoucí tì¾i¹tìm. V druhém pøí-padì urèíme kinetickou energii otáèivého pohybu kolem okam¾ité osy rotace:Ek = 12J!2 ; (25)kde J je moment setrvaènosti tìlesa vzhledem k okam¾ité ose rotace. Porovná-ním obou vztahù dostaneme Steinerovu vìtu: Jestli¾e J0 je moment setrvaènostitìlesa vzhledem k ose procházející jeho tì¾i¹tìm, pak vzhledem k rovnobì¾néose procházející ve vzdálenosti R od tì¾i¹tì má tìleso moment setrvaènostiJ = J0 +mR2 : (26)2.6 Obecný vzorec pro výpoèet kinetické energie tuhéhotìlesaPokud pohyb tuhého tìlesa není posuvný nebo otáèivý kolem pevné osy, mù-¾eme ho v krátkém èasovém intervalu pova¾ovat za slo¾ený z posuvného pohybu21



urèeného pohybem tì¾i¹tì a otáèivého kolem okam¾ité osy jdoucí tì¾i¹tìm. Je-li vT okam¾itá rychlost tì¾i¹tì a ! okam¾itá úhlová rychlost tìlesa, má tìlesokinetickou energii Ek = 12mv2T + 12J0!2 : (27)Pøíklad 6Zemì obíhá kolem Slunce po pøibli¾nì kru¾nicové trajektorii o polomìrur = 1;5 � 1011 m s periodou T1 = 3;156 � 107 s a souèasnì se otáèí kolem osyprocházející jejím støedem s periodou T2 = 86 164 s. Porovnejte kinetickouenergii posuvného a otáèivého pohybu za pøedpokladu, ¾e se jedná o homogenníkouli o hmotnosti m = 6;0 � 1024 kg a polomìru R = 6;37 � 106 m.Øe¹ení Ekpos = 12mv2 = 12m�2�rT1 �2 = 2;7 � 1033 J ;Ekrot = 12J!2 = 12 � 25mR2�2�T2�2 = 2;6 � 1029 J ; Ekpos � 104Ekrot :
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Úlohy4. Tìleso o hmotnosti m = 3 kg se pohybovalo pøímoèaøe podél osy x avýslednice F (x) sil, které na nìj pùsobily, se mìnila s polohou tìlesa podlenásledující tabulky:x/m 0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,0 1,20 1,40 1,60 1,80 2,00Fx/N 130 110 92 76 62 50 40 32 26 22 20a) Sestrojte graf závislosti Fx na x a urèete práci, kterou síla F (x) vykonalamezi body o souøadnicích x1 = 0;00 m a x2 = 2;00 m.b) Jakou rychlostí se tìleso pohybovalo v bodì o souøadnici x2, jestli¾ev bodì o souøadnici x1 mìlo rychlost 4;0 m�s�1?5. Pru¾ina má tuhost k = 250 N � m�1. Porovnejte práci, kterou musímevykonat a) abychom ji natáhli o 15 cm, b) abychom prodlou¾ení zvìt¹iliz 15 cm na 30 cm.6. S jakou frekvencí musíme roztoèit ocelovou kulièku o polomìru 16 mmkolem osy jdoucí jejím støedem, aby mìla kinetickou energii 1 J? Hustotaoceli je % = 7800 kg�m�3.7. Moment setrvaènosti homogenní tyèe o hmotnosti m a délce l vzhledemk ose procházející kolmo k tyèi jejím støedem je J0 = ml2=12. PomocíSteinerovy vìty odvoïte, ¾e moment setrvaènosti té¾e tyèe vzhledem k oseprocházející koncem tyèe kolmo k tyèi je J = ml2=3.
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3 Pøemìny mechanické energie3.1 Konzervativní síly. Zákon zachování mechanické ener-gieJako konzervativní síly oznaèujeme takové, u nich¾ celková práce vykonanápo uzavøené trajektorii je nulová. V èláncích 2.1 a 2.2 jsme poznali, ¾e tutovlastnost má síla tíhová a síla pru¾nosti (elastická). Mezi konzervativní sílynepatøí síla smykového tøení nebo síla odporu prostøedí, které pùsobí protipohybu tìlesa a jimi vykonaná práce je v¾dy záporná.Uva¾ujme o tìlese vr¾eném ve vakuu v tíhovém poli Zemì (obr. 3.1), nakteré pùsobí jen tíhová síla. V bodì A ve vý¹ce h1 má rychlost v1, potenciálníenergii tíhovou Ep1 a kinetickou energii Ek1, V bodì B ve vý¹ce h2 má rychlostv2, potenciální energii tíhovou Ep2 a kinetickou energii Ek2. Podle (12) je prácetíhové síly rovna úbytku tíhové potenciální energie tìlesa a podle (21) je prácetíhové síly rovna zmìnì kinetické energie tìlesa:WAB = Ep1 �Ep2 = Ek2 �Ek1 : (28)Z toho plyne pro celkovou mechanickou energii Em = Ep +Ek tìlesa:Em1 = Ep1 +Ek1 = Ep2 +Ek2 = Em2 : (29)Pøitom nezále¾í na volbì bodù A a B trajektorie. Celková mechanická energietìlesa je bìhem celého vrhu konstantní.A Bv1 v2FG FGh1 h2 Obr. 3.1Ke stejnému výsledku dojdeme i u kulièky, která kývá zavì¹ena na pev-ném vláknì (obr. 3.2), nebo u kusu ledu, který klou¾e po zledovatìlém svahu(obr. 3.3), ov¹em za pøedpokladu, ¾e odpor vzduchu a tøení ledu o svah jsouzanedbatelné. Na kulièku sice pùsobí kromì tíhové síly vazebná síla vlákna,která ji udr¾uje na kruhové trajektorii, ale ta je stále kolmá ke smìru pohybu apráci nekoná. Také reakce svahu pùsobící na klouzající kus ledu je stále kolmáke smìru pohybu a práci nekoná. Výsledná práce je v obou pøípadech rovnapráci tíhové síly a proto opìt platí vztahy (28) a (29).24



FG FGFv1 Fv2v1 v2h2h1A B FG FG
R1 R2v1 v2h2h1A BObr. 3.2 Obr. 3.3Zobecnìním tìchto poznatkù dostáváme zákon zachování celkové me-chanické energie:Celková mechanická energie izolované soustavy tìles, ve kterékonají práci jen konzervativní síly, je konstantní.Pøíklad 7Jaká musí být poèáteèní vý¹ka H horské dráhy na obr, 3.4, má-li vozíkbezpeènì projet vertikálním kruhovým obloukem o polomìru R? Valivý odporkol, tøení v lo¾iskách a odpor vzduchu zanedbejte. Vozík pova¾ujte za hmotnýbod.

H Rv
m Obr. 3.4
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Øe¹eníDostøedivá síla pùsobící na vozík v nejvy¹¹ím bodì kruhového oblouku, tedyve vý¹ce 2R, je výslednicí síly tíhové a síly, kterou na vozík pùsobí kolejnicehorské dráhy. Má-li síla kolejnic smìøovat dolù, musí být rychlost vozíku takvelká, aby dostøedivá síla byla vìt¹í ne¾ síla tíhová:mv2R > mg ; z toho 12mv2 > mgR2 :Hladinu nulové potenciální energie prolo¾íme dolním bodem kruhového ob-louku. Podle zákona zachování mechanické energie musí být poèáteèní poten-ciální energie vozíku rovna souètu potenciální a kinetické energie v nejvy¹¹ímbodì oblouku: Ep1 = Ep2 +Ek2,mgH = mg � 2R+ 12mv2 > mg � 2R+ mgR2 = 52mgR ; H > 2;5R :Poèáteèní vý¹ka vozíku musí být vìt¹í ne¾ 2;5R.3.2 Pøemìny energie pøi pùsobení nekonzervativních sil.Disipace mechanické energieVra»me se k situacím na obr. 3.1 a¾ 3.3. Není-li pøi vrhu tìlesa ve vzduchu nebopøi kývání kulièky zavì¹ené na vláknì odporová síla vzduchu zanedbatelná avznikne-li pøi klouzání kousku ledu po svahu navíc nezanedbatelné smykovétøení, je výsledná práce dána souètem práce konzervativní tíhové sílyWk, kteráje rovna úbytku potenciální energie tíhové, a práce nekonzervativních odporo-vých sil Wnk, která je záporná. Vztah (28) musíme pøepsat na tvar:WAB =Wk +Wnk = Ep1 �Ep2 +Wnk = Ek2 �Ek1 : (30)Z toho plyneEm1 +Wnk = Ep1 +Ek1 +Wnk = Ep2 + Ek2 = Em2 : (31)Proto¾e Wnk < 0, je Em1 < Em2. Celková mechanická energie soustavy sepùsobením odporových sil zmen¹uje. Vzájemným pùsobením povrchù pohybu-jících se tìles s okolním prostøedím nebo s povrchy jiných tìles v místech, kdepo sobì klouzají nebo na sebe nará¾ejí, dochází k rozkmitání jejich molekul.Tìlesa i prostøedí se zahøívají a mù¾e docházet i k deformacím tìles. Energieuspoøádaného pohybu tìles jako celku se tak rozptyluje na jejich èástice. Tentoproces se nazývá disipace energie a síly, které jej zpùsobují oznaèujeme jako26



síly disipativní. Vnitøní energie soustavy se zvìt¹í o stejnou hodnotu, o jakouse zmen¹í její energie mechanická, v souladu s obecným zákonem zachováníenergie.Dìje, pøi kterých dochází k disipaci energie jsou nevratné. Míèek, kterýposkakuje po podlaze, ztrácí postupnì svou mechanickou energii, pøièem¾ se oni ostatní tìlesa soustavy nepatrnì zahøejí. Nikdy se nestane, ¾e by tentý¾ míèek,le¾ící klidnì na podlaze, zaèal po nepatrném zahøátí sám od sebe poskakovat,pøièem¾ by se jeho mechanická energie zvìt¹ovala pùsobením disipativních silna úkor vnitøní energie soustavy.Pøíklad 8Ly¾aø sjel po svahu délky l = 20 m se sklonem � = 18� na vodorovnou loukua zastavil se ve vzdálenosti d = 30 m od úpatí svahu (obr. 3.5). Souèinitel fsmykového tøení mezi ly¾emi a svahem byl po celou dobu jízdy konstantní {urèete jeho velikost. Jak velkou rychlostí se ly¾aø pohyboval na konci svahu?Odpor vzduchu zanedbejte.
Obr. 3.5Øe¹eníLouku zvolíme za hladinu nulové potenciální energie. Na zaèátku pohybu sely¾aø nachází ve vý¹ce h = l sin� a má potenciální energii tíhovou. Na konci po-hybu je jeho mechanická energie nulová. Práce spotøebovaná tøecí silou bìhemcelé jízdy je tedy rovna poèáteèní potenciální energii. Tøecí síla na vodorovnérovinì má velikost Ft = fmg, na svahu jen F 0t = fmg cos�. Platímgh = F 0t l + Ftd ; mgl sin� = fmgl cos�+ fmgd ;f = l sin�l cos�+ d = 0;13 :Kinetická energie ly¾aøe pøi vjezdu na louku je rovna práci spotøebované tøecísilou bìhem jízdy po louce. Jestli¾e rychlost ly¾aøe na zaèátku louky mìlavelikost v, platí 12mv2 = fmgd ; v =p2fgd = 8;6 m�s�127



3.3 Stabilní rovnová¾ná poloha tìlesa v poli konzervativ-ních silV rovnová¾né poloze je výslednice v¹ech sil pùsobících na tìleso nulová a takévýsledný moment tìchto sil je nulový. Rovnová¾ná poloha je stabilní, jestli¾e pøimalém vychýlení tìlesa na kteroukoliv stranu vznikne výsledná síla namíøenáproti výchylce { zpìt do rovnová¾né polohy. Práce vykonaná touto výslednicíbìhem vychýlení tìlesa je tedy záporná. V soustavì, kde konají práci jen kon-zervativní síly, to znamená, ¾e se potenciální energie soustavy se vychýlenímtìlesa z rovnová¾né polohy zvìt¹uje.Stabilní rovnová¾ná poloha je stavem s minimální potenciálníenergií.Pøíklad 9Záva¾í o hmotnosti m zvedneme do vý¹e H a zavìsíme je na pru¾inu o tu-hosti k (obr. 3.6). Vyjádøete potenciální energii soustavy jako funkci prodlou-¾ení �l pru¾iny a ovìøte, ¾e je minimální v rovnová¾né poloze.Øe¹ení Celková potenciální energie soustavy je souètem potenciální energietíhové a potenciální energie elastické. Její závislost na prodlou¾ení pru¾iny �lje popsáno kvadratickou funkcí, jejím¾ grafem je parabola (obr. 3.7):Ep = mgh+ 12k(�l)2 = mg(H ��l) + 12k(�l)2 == mgH � 12k�mgk �2 + 12k��l � mgk �2 :Funkce dosáhne minima pro �l = mg=k. To je splnìno v rovnová¾né poloze,kde tíhová síla je stejná jako síla pru¾iny:mg = k�l :Nad rovnová¾nou polohou pøevládne síla tíhová, pod rovnová¾nou polohou sílaelastická. Výsledná síla v obou pøípadech smìøuje do rovnová¾né polohy.Rozkmitáme-li záva¾í vychýlením z rovnová¾né polohy, bude soustava pù-sobením odporu vzduchu ztrácet mechanickou energii, a¾ se kinetická energiezmen¹í na nulu a potenciální energie klesne na minimum. Záva¾í se zastavív rovnová¾né poloze.
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Obr. 3.6 Obr. 3.73.4 Vnitøní práceDosud jsme se zabývali pouze zmìnami energie v soustavách tìles zpùsobenýmisilami, kterými na sebe vzájemnì pùsobila rùzná tìlesa soustavy. Pro ka¾dý jed-notlivý objekt to byly síly vnìj¹í, které mìnily jen jeho pohybový stav a polohu,pøípadnì vyvolaly jeho zahøátí, ale vlastní struktura objektu se nemìnila.
FG R

v
Obr. 3.8

Uva¾ujme nyní o èlovìku, který stoupá poschodi¹ti stálou rychlostí (obr. 3.8). Celková me-chanická energie soustavy se zvìt¹uje, nebo» ki-netická energie èlovìka se nemìní a potenciálníroste s ka¾dým nový krokem. Zanedbáme-li od-por vzduchu, pùsobí na èlovìka pouze konzerva-tivní tíhová síla Zemì FG a reakce R schodu, nakterém se právì nachází. Reakce schodu práci ne-koná, proto¾e po celou dobu jednoho kroku jejejí pùsobi¹tì na místì. Co tedy zvìt¹uje celkovoumechanickou energii soustavy? Jsou to vnitønísíly svalù které pohybují kostrou èlovìka a ko-nají vnitøní práci potøebnou k vystoupení najednotlivé schody. Pøitom spotøebovávají vnitøníenergii získanou z potravy.Podobnì je pøi pohybu motorového vozidla k zachování nebo zvìt¹ení jehomechanické energie nutná vnitøní práce motoru konaná na úkor vnitøní energie29



obsa¾ené v palivu. Mezi obìma pøíklady je v¹ak urèitý rozdíl. Pøíènì pruhovanésvalstvo, které vyu¾íváme k pohybu, potøebuje k udr¾ení svého napìtí pøijímatvnitøní energii i kdy¾ stojíme a svaly mechanickou práci nekonají, nebo kdy¾jdeme z kopce a svaly mechanickou práci spotøebovávají. þFyziologická práceÿa s ní související pocit únavy odpovídá spí¹e spotøebované vnitøní energii ne¾vykonané mechanické práci.Úlohy8. Míèek hozený svisle vzhùru z balkonu ve vý¹i h0 = 12 m vystoupil do vý¹eh = 20 m a spadl na zem. Urèete jeho poèáteèní rychlost, rychlost ve vý¹ceh1 = 10 m a rychlost dopadu na zem. Odpor vzduchu zanedbejte; h a h1 jemìøeno od zemì.9. Cyklista jedoucí do kopce se sklonem 5� rychlostí 22 km=h pøestane ¹lapat.Jak daleko je¹tì dojede? Odporové síly zanedbejte.10. Kámen byl vr¾en z vý¹ky h0 = 5 m pod elevaèním úhlem " = 40� rychlostív0 = 15 m � s�1. Do jaké vý¹ky vystoupí? Odpor vzduchu zanedbejte. (Ná-vod: V nejvy¹¹ím bodì trajektorie je velikost rychlosti kamene v = v0 cos ".)11. Na vodorovném válcovém trnu je navléknuta pru¾ina délky l0 = 10;0 cm.Pru¾inu stlaèíme na délku l1 = 2;5 cm pomocí dutého váleèku o hmotnostim = 50 g, který zachytíme zará¾kou (obr. 3.9). Jakou rychlost získá váleèekpo uvolnìní, pùsobí-li na nìj pru¾ina pøed uvolnìním silou F = 35 N?Hmotnost pru¾iny a tøení váleèku o trn zanedbejte.l0 l1 mObr. 3.912. Automobil jedoucí rychlostí 90 km=h zaèal brzdit a pùsobením stálé sílyse zastavil na dráze 150 m. Jakou rychlost mìl ve vzdálenosti 10 m pøedmístem zastavení?13. Kulièku zavì¹enou na vláknì tìsnì u stìny vychýlíme o úhel � = 60� auvolníme. Po odrazu od stìny se vychýlí o úhel � = 40� (obr. 3.10). V jakémpomìru jsou velikosti rychlostí tìsnì pøed dopadem na stìnu a tìsnì poodrazu od stìny? 30



14. ©palík le¾ící na dolním konci naklonìné roviny se sklonem � = 30� bylnárazem uveden do pohybu a zastavil se na dráze s = 1;2 m (obr. 3.11). Jakábyla jeho poèáteèní rychlost a jakou rychlost mìl pøi návratu do poèáteènípolohy, je-li souèinitel smykového tøení mezi ¹palíkem a naklonìnou rovinouf = 0;34? 12 3�� �sObr. 3.10 Obr. 3.11
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4 Výkon, pøíkon a úèinnostVelièina výkon P vyjadøuje, jak rychle nìjaký stroj nebo jiný objekt konápráci. Urèíme jej jako podíl práce �W vykonané ve velmi malém èasovémintervalu a doby �t, za kterou byla vykonána:P = lim�t!0 �W�t = dWdt : (32)Takto de�novanou velièinu nìkdy také nazýváme okam¾itý výkon.Jednotkou výkonu v soustavì SI je [P ] = J � s�1 = W (watt).Jestli¾e práci koná síla F , její¾ pùsobi¹tì se pohybuje rychlostí v , mù¾emepsát P = lim�t!0 F ��r�t = F � lim�t!0 �r�t = F � v = Fv cos� ; (33)kde � je úhel který svírá síla F se smìrem pohybu. Pùsobí-li síla ve smìrupohybu, platí P = Fv : (34)Nìkdy vystaèíme s velièinou prùmìrný výkon. Jestli¾e se za dobu t vy-koná práce W , je prùmìrný výkonP = Wt : (35)Vodní, tepelné a elektrické motory pøijímají z rùzných zdrojù energii a ko-nají mechanickou práci. Pøitom se èást energie spotøebuje na zvý¹ení vnitøníenergie zaøízení a je tepelnou výmìnou odvedena do okolí a práceW vykonanámotorem je men¹í ne¾ pøijatá energie E0. Podíl� = WE0 (36)se nazývá úèinnost motoru. Mù¾eme ji také urèit jako podíl výkonu motorua pøíkonu P0 de�novaného jako podíl energie �E0 pøijaté za velmi krátkoudobu a této doby �t:P0 = lim�t!0 �E0�t = dE0dt ; � = PP0 : (37)Rùzná zaøízení v energetice posuzujeme právì podle jejich pøíkonu. Spotøe-bovanou energii pak nejèastìji vyjadøujeme v kilowatthodinách, kde1 kWh = 1 000 W � 3 600 s = 3;6 � 106 J :32



Úlohy15. Jaký pøíkon musí mít elektromotor jeøábu, který zvedne panel o hmotnosti2 400 kg za 1,5 minuty do vý¹ky 36 m, pracuje-li jeøáb s úèinností 75 %?16. Sanì, které mají i s nákladem hmotnost m = 55 kg udr¾ujeme v rovnomìr-ném pohybu po vodorovné cestì stálou rychlostí o velikosti v = 2 m �s�1pùsobením síly F , která má velikost 75 N a svírá s vodorovným smìremúhel � = 35� (obr. 4.1). Urèete souèinitele f smykového tøení mezi sanìmia vozovkou a výkon síly F . Fv�m Obr. 4.117. V zahranièní technické literatuøe se èasto mù¾ete setkat s vedlej¹í jednotkouvýkonu koòská síla (horsepower) 1 HP = 745;7 W. Jakou energii spotøebujemotor o pøíkonu 13 HP za 24 hodin?18. Kabina výtahu o hmotnosti m1 = 450 kg je èásteènì vyvá¾ena protizáva¾ímo hmotnosti m2 = 350 kg (obr. 4.2). Bìhem jízdy vzhùru, která trvalacelkem 12 s, závisela rychlost kabiny na èase podle grafu na obr. 4.3.a) Urèete dráhu kabiny a práci, kterou musel vykonat motor výtahu.b) Znázornìte gra�cky, jak závisely na èase: síla, kterou musel motor pùso-bit na lano, a okam¾itý výkon motoru.
m1 m2

vm=s12 ts2 10 12Obr. 4.2 Obr. 4.3
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Výsledky úloh1. 0�; 60�; 90�: 120�; 146�. 2. �r = (4m; 4m; 4m); W = 48 J; ' = 11;5�.3. Obr. V.1; W = 1400 J. F (x)N118 xm24 Obr. V.14. W � (120+101+84+69+56+45+36+29+24+21)0;2 J = 117 J;v2 =pv21 + 2W=m = 9;7 m�s�1.5. W1 = 2;8 J; W2 = 8;4 J = 3W1. 6. f =r 15Ek16�3%r5 = 61 s�1.7. J = ml212 +m� l2�2 = 13ml2.8. v0 =p2g(h� h0) = 12;5 m�s�1; v1 =p2g(h� h1) = 14 m�s�1;v = p2gh = 19;8 m�s�1. 9. s = v22g sin� = 22 m.10. 12mv20 +mgh0 = 12m(v0 cos ")2 +mgH ;H = v202g (1� cos2 ") + h0 = v20 sin2 "2g + h0 = 9;7 m.11. v =rF (l0 � l1)m = 7;2 m�s�1. 12. v1 = vrs1s = 6;5 m�s�1.13. v1v2 =r1� cos�1� cos� = 1;46.14. v0 =p2sg(sin�+ f cos�) = 4;3 m�s�1;v1 =p2sg(sin�� f cos�) = 2;2 m�s�1.15. P = mgh�t = 12;5 kW.16. P = F cos� � v = 123 W; f = F cos�mg � F sin� = 0;12.17. W = 840 MJ = 233 kW � h.18. s = 20 m; W = �Ep1 ��Ep2 = (m1 �m2)sg = 19;6 kJ; Obr. V.2, V.3;1. úsek: F = (m1 �m2)g + (m1 +m2)a = 1780 N;výkon roste od 0 do 3 560 W.2. úsek: F = (m1 �m2)g = 980 N; P = 1960 W.3. úsek: F = (m1 �m2)g � (m1 +m2)a = 180 N;výkon klesá od 360 W do 0. 35



FkN1 ts2 10 12 Obr. V.2PkW123 ts2 10 12 Obr. V.3
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