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Uvod

Pohyb realnych téles vyznamné ovliviuji odporové sily — napf. rychlost ku-
licky pti paddu ve vzduchu linearné nevzristd, jak tomu je ve vakuu, nybrz
priristek se zmensuje, az se rychlost kulicky ustali na mezni hodnoté. Podobné
kmity linedrniho oscilatoru nebudou vlivem odporu prostiedi harmonické, pro-
toze jejich amplituda se bude s nartistajicim ¢asem zmensovat, az kmity usta-
nou. Vrhneme-li téleso ve vzduchu, nebude jeho trajektorii parabola, jak rika
zjednodusené teseni, nybrz balistickd kfivka. Rovnéz proudéni redlnych tekutin
vyznamné omezuji odporové sily — vnitini tfeni.

Tyto uvedené priklady pohybu redlnych téles nas vybizeji k detailnéjsi ana-
lyze téchto déji. V dvodnich partiich mechaniky, jak se s nimi setkdvame ve
stfedoskolské fyzice, se vliv odporovych sil na pohyb téles zanedbava. Je to
dano tim, 7e zahrnuti téchto sil do pohybovych rovnic zpravidla vede k fe-
Seni netrivialnich diferencidlnich rovnic, coz prevysuje moznosti stiedoskolské
matematiky.

PredloZeny text, ktery je nadstavbou stfedoskolské fyziky, se pied mate-
matickou problematikou nezastavuje a s citlivym pristupen ke stfedoskolskym
studentim a ostatnim zajemcim ji prekonava. Tento text je volnym pokraco-
vanim nai publikace [19], vénované analyze odporovych sil. Zabyva se nejprve
pohybovymi rovnicemi a obecnymi schématy jejich feseni, poté kmity tlume-
ného oscildtoru, balistikou a proudénim vazkych tekutin. Obecny vyklad je
ilustrovan na 8 resenych prikladech a k procviceni je zarazeno 15 tloh s uvede-
nymi vysledky.



1 Pohyb télesa pri pusobeni odporové sily

1.1 Popis pohybu télesa

Volné tuhé téleso ma Sest stuprii volnosti (viz napt. [16]), protoZe k popisu
jeho pohybu je zapotiebi udat Sest nezavislych skalarnich soutadnic popisuji-
cich okamzitou polohu télesa. Vyhodné je obecny pohyb télesa rozlozit na pro-
storovy pohyb hmotného stfedu (t€Zist¢) a na rotacni pohyb kolem okamzité
osy prochézejici hmotnym stfedem. Trajektorii hmotného stiedu je v obecném
piipadé prostorova kiivka. Rotaci lze rozlozit na tfi rotace bud ve sméru kar-
tézskych os nebo na Eulerovy thly (viz napt. [15], [18])

V tomto textu se budeme zabyvat jednodussimi pripady pohybu télesa. Pti
rovinném pohybu ma téleso tii stupné volnosti a jeho pohyb lze opét popsat
pohybem hmotného stredu, tentokrat dvéma soutradnicemi, napft. kartézskymi
x = z(t), y = y(t) a jednou rotaci kolem hmotného stiedu ¢ = p(t) — v uva-
zovanych pripadech ve sméru osy z. Bude-li ¢ = konst, bude mit téleso dva
stupné volnosti a bude vykonavat translacni (posuvngj) pohyb. Casto se v na-
Sich ivahdch omezime jen na piimocary pohyb télesa (jeden stupen volnosti),
kdy bude pohyb popsin napi. rovnici x = z (t). Bude-li naopak z = konst,
y = konst, bude mit téleso rovnéz jeden stupen volnosti a bude konat rotacni
pohyb ¢ = ¢(t) kolem pevné osy.

Funkce z = z (t), y = y (t) popisuji ¢asovy priibéh pohybu jako fyzikalniho
déje. Zajima-li nas trajektorie, jakou opisuje hmotny stfed, musime z téchto
parametrickych rovnic eliminovat ¢as ¢ a dostaneme rovnici trajektorie y =
=y(z).

Pohybové rovnice télesa (viz nésledujici odstavec 1.2) ndm poskytuji infor-
maci o zrychleni télesa. Mame-li urcit rychlost, musime tyto rovnice integrovat;
mame-li urc¢it polohu, musime integraci provést dvakrat. Pii kazdé integraci
musime pripojit k ziskané primitivni funkci integracni konstantu — dostavame
obecny integrdl, obsahujici konstanty Cy,Cs. Abychom dostali popis pohybu
pro konkrétni tlohu, neboli partikuldrni integrdl, musime konstanty Cy,Cy ur-
Cit z pocdtecnich podminek Glohy. Napf. z dané situace je pro ¢t = 0 zndmo
v(0) = vo, x(0) = xo.

Pocatec¢ni podminky miizeme do feseni pohybové rovnice rovnéz vlozit jako
meze urcitého integrélu, ktery uzijeme misto integralu neurcitého (tento postup
je pouzit napt. v piikladech 1 az 5).

Integrace pohybovych rovnic je ¢asto slozitd matematicka dloha a ne vzdy
se nam ji podari provést a dostat vysledek v uzavieném analytickém tvaru.
Nékdy se podaii ziskat jen prvni integral. Pii feseni konkrétni tlohy je ¢astym
vychodiskem numerické feSeni (viz napt. [14]).



1.2 Pohybové rovnice

Pro popis pohybu télesa v inercidlni vztazné soustavé obecné pouzijeme
proni a druhou impulsovou vétu (viz napi. [16])

@L_r SCom 1)
dt dt

kde p je okamzita hybnost télesa v uvazované vztazné soustavé, F je vysled-
nice vnégjsich sil (vCetné sily odporové), L moment hybnosti télesa vzhledem
k uréitému bodu a M moment vyslednice vnéjsich sil k témuz bodu.

Pokud téleso kond rovinng pohyb (viz napf. [16]), bude rozpis pohybovych
rovnic (1) do slozek pomé&rné jednoduchy. Zvolime-li za momentovy bod hmotny
stfed S, bude moment hybnosti L = Jsw, kde Js je moment setrvacnosti télesa
vzhledem k ose prochézejici hmotnym stiedem kolmo k roviné pohybu a w = ¢
je okamzita tthlova rychlost rotace télesa. Pak pohybové rovnice pti vyjadreni
v kartézskych slozkach maji tvar

mfi‘S:Fl‘: myS:Fy: JS¢:M7

kde xg,ys jsou souradnice trajektorie hmotného bodu.

Koné-li téleso transla¢ni (posuvny) pohyb nebo zanedbavame-li jeho rotaci,
muzeme pohyb télesa modelovat pohybem hmotného bodu o hmotnosti m. Pak
pohybové rovnice pfi rovinném pohybu maji v kartézskych souradnicich tvar

mi = Fy, mij = Fy

a v pfirozenych (Eulerovych) sourad-
nicich tvar

mar = F., ma, = Fj,

kde te¢né a normalové zrychleni je

1)2

ar=0=2§, an=—.
r
V téchto vztazich jsou F;, F veli-
kosti slozek vyslednice sil F ve sméru

teCny a normaly k trajektorii v uvazo- 0,
vané poloze bodu m, r okamzity polo- Obr. 1. Slozky sil a zrychleni pohy-
mér kiivosti trajektorie v této poloze bujiciho se bodu
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(obr. 1) a s = s(t) je draha, kterou bod opiSe od zvoleného pocéatku na trajek-
torii.

1.3 ReSeni pohybovych rovnic pro pfimoéary pohyb

a) Sila je funkci polohy

Je déna funkce F' = F(z). Pohybovou rovnici piseme ve tvaru

dv
— = F(z),
mp = F(z),
coz je diky derivaci slozené funkce v (z (t)) totéz jako
dv dz dv

M T, T F(z).

Maéame diferencialni rovnici, u niz lze separovat proménné a psat

v 2 2 x
/mvdv:%—%:/fﬂ(mdx. (2)
Vo o

Leva strana rovnice predstavuje zménu kinetické energie hmotného bodu a
prava strana praci, kterou sila vykona pfi zméné polohy bodu.

Po integraci pravé strany rovnice (2) a po dosazeni v = dz/dt do jeji levé
strany dostaneme dalsi diferencidlni rovnici. Po separaci proménnych z,t a po
jeji integraci dostaneme hledanou funkci t = #(z), resp. z = x(t). Casto jde
ovSem — v piipadé druhé integrace — o slozity matematicky tkon.

b) Sila je funkci rychlosti

Je dana funkce F' = F(v), coz je ¢asty pfipad pro odporové sily. Napiseme
pohybovou rovnici ve tvaru

may = F(v). (3)

Zptsob jejiho feseni je zavisly na tom, kterou veli¢inu uréujeme.

1. Resime-li zavislost t = t(v), resp. v = v(t), provedeme separaci promén-
nych v (3) a integrujeme
Y mdv t
/ = [a
Vg F(U) to

Zvolime-li ty = 0, dostaneme

t_m/“ﬂ
Vo F('U)




Dalsi postup je zavisly na funkci F(v).

. Resime zavislost = z(v), resp. v = v(z). Casovou derivaci rychlosti opét

rozepiSeme podle vztahu pro derivaci sloZzené funkce, rovnice (3) pfejde na

dv dz dv
maa = mva = F(v).

Po separaci proménnych mtzeme integrovat
Y vdv / ”

m —— = [ dux,
/’Uo F(U) Zo

neboli v
x=xo+ m/ vdo (4)
=z .
Vo F(U)

Priklad 1 — svisly vrh vzhiaru s odporem vzduchu

vzduchu pocatecni rychlosti vg = 20,0m-s~

Koule o hmotnosti m = 90,0g a o poloméru r = 30,0mm je vrzena ve
! svisle vzhtru tak, Ze pii vrhu

nerotuje. Vypoctéte:

a)
b)

)
4)

e)

Rychlost koule na vzestupné i sestupné c¢asti trajektorie,

vysku h vystupu koule, pficemz ziskany vysledek upravte také pro pripad
zanedbavéani odporu vzduchu (vyska hg),

rychlost vy, kterou bude koule prochézet mistem, z néhoz byla vrzena,
mezni rychlost koule,

relativni ibytek mechanické energie koule po jejim navratu do mista vrhu.

Reste nejprve obecné, pii¢emz vzhledem k uvedené rychlosti piedpokladejte
turbulentni obtékani. Pro numericky vypocet si potfebné konstanty najdéte

v tabulkdch v dodatku textu [19].

x
Reseni
a) Na kouli ptisobi tihovd sila a odporova sila dand New-
tonovym vztahem (viz [19]). Vyslednd sila pro vzestupnou
¢ast trajektorie je (viz obr. 2)
Mo
1 2 2
F:—mg—§Cng :—mg(l-l—Kv ), (5) m
kde je vhodné zavedena konstanta 0 < }
o CSe vFo
2mg mgy
Obr. 2.



Pro sestupnou ¢ast trajektorie se zméni smér odpo-

z
rové sily (obr. 3) a vysledna sila bude -
/ \

F'=—mg (1 - Kv"?), 6 v=0 '\\ /}

kde jsme rychlost v sestupné ¢&sti oznacili v'. Dosa- AF,

s ohledem na integraci nasobeni a déleni vyrazu cinite-

dime-li silu (5) do rovnice (4) pro g = 0 a provedeme-li C)
h

lem 2K, dostaneme v
v 2
_ 1 / 2Kvdv _ 1 1n1+KU0. mgy
29K J,, 1+ Kv? 29K 1+ Kv?
Odtud pro rychlost na vzestupné ¢asti trajektorie
vychézi 0
1 2\ n—2gKz
o=/ [+ Ked)em295r —1]. (7) Obe 5.
b) Maximalni vysku koule dosdhne v bodé z = h, v némz plati v = 0. Pak

z (7) plyne
1= (14 Kug) e 29Kn,

odtud
L Iln(1+ Kv)) @
N 20K '
Zanedbame-li odpor vzduchu, predpokldddme Kv3 < 1. Pak miizeme loga-
ritmus In (1 + z) nahradit « a vyraz (8) prejde do zndmého tvaru

2
v

ho = 2.

0= 3

V sestupné &ésti trajektorie pijde o volny pad koule z vysky h (8). Do
obecné rovnice (4) tedy dosadime za silu vyraz (6) a uvdZime okrajové
podminky xzg = h, vy = 0. Pak po nasobeni a déleni vyrazu Cinitelem
(—2K) dostaneme

1 [V —2Kv' dv’ 1
1 =h+ ——In(1- Kv?).
v +29K/0 1- Ko? +2gKn( o)

Z tohoto vyrazu vyjadiime v' = v'(x), pficemz za h dosadime z vyrazu (8).

Pak
1 1 e29Ke
’: — 1— QQK(m_h) = — 1—7 .
Y \/K[ ¢ ] \/K [ 1+Kvg} )




P1i prichodu koule mistem jejiho pocatecniho vrhu, tj. pro z = 0, bude jeji

hlost
rychlos -

VI+ K0

d) Po priichodu koule bodem xz = 0 nabude exponent ve vyrazu (9) zapornych
hodnot a uvedeny zlomek se bude zmenSovat az v limité x — oo bude
nulovy. Mezni rychlost tedy je

1 2mg
Um = — = —_—
VKV CSo
Uvedeny vysledek bychom rovnéz ziskali z vyrazu (6) a podminky nulové
celkové sily.
e) Zvolime-li nulovou hladinu potencidlni energie v bodé z = 0, bude me-
1

chanicka energie koule v okamziku jejiho vrzeni Ey = Emvg. Mechanicka
energie koule pfi jejim navratu do bodu x = 0 bude

I
Vg =

1 2 1 ’U2 EO
E == e _ - 0 —
0730 T T T Ke T 1+ Kop

Eq.

Relativni ibytek mechanické energie koule v této poloze tedy je

AE:l—E—(l)— Kuv?

Ey By 1+ KoZ

Pii pohybu koule v odporujicim prostiedi se mechanickd energie koule méni

na vnitini energii zacastnénych téles (padajiciho télesa a prostiedi).
Numerické vysledky: K = 9,91-10"*m=2.s2, h = 17,2m, hg = 20,4m,

vy =16,9m-s" !, AE/Ey = 28,4%.

Pozndamka: Vypoéty provadéné v tomto piikladé jsou zatiZeny jistou (nevelkou)
systematickou chybou, protoze jsme predpokladali, ze podél celé trajektorie
nastava turbulentni obtékani koule. V okoli jejtho vrcholu se vSak rychlost
zmens$i natolik, ze turbulentni proudéni piejde v lamindrni a odporova sila se
bude fidit jinym vztahem, nez jsme predpokladali.

Priklad 2 — pad kuli¢ky ve vodé

Kulicka o poloméru r je ponofena do vody, pfi¢emz hustota g kulicky je
jen o malo vétsi nez hustota o, vody. Kulicku z jeji vychozi polohy pustime
nulovou pocatecni rychlosti. Vypoctéte:
a) zavislost rychlosti kulicky na Case,
b) mezni rychlost kulicky,

8



c) zavislost polohy kulicky na ¢ase.

Zavislost v = v(t), © = z(t) znizornéte rovnéz graficky pro vhodné volené
veliciny.

Reseni

S ohledem na zadanou relaci hustot predpokladdme laminarni obtékani a
pro odporovou silu pouZzijeme Stokestiv vztah (viz [19]). Na kulicku bude pi-
sobit jesté tihova a vztlakova sila. Osu z zvolime kladné ve sméru tihového
zrychleni g s pocatkem ve vychozi poloze kulicky. Pocateéni podminky alohy
tedy jsou: z(0) = 0, v(0) = 0. Pohybovou rovnici

4 dv 4
3 th 3T (0 —o0v)g— 6mrnu

muzeme formélné prepsat do tvaru

% =a — b, (10)

Ov 977
=11-— , b= .
( 9>g’ 2r2

a) V diferencidlni rovnici (10) separujeme proménné a integrujeme v mezich
danych pocateénimi podminkami:

t_/” /—bdv__lln a—bv
) a—bv by, a-bv b a '

v= % (1—e ). (11)

Odtud

b) Mezni rychlost dostaneme z (11) pro ¢ — oc nebo téZ rovnou z pohybové
rovnice pro nulovou zménu rychlosti za c¢as, tj.

a L 2r? og
Up = — = - .
b o) 9

c¢) Uvéazime, ze ve vztahu (11) je v = dz/ dt. Po dosazeni dostaneme diferen-
cialni rovnici, v niz separujeme proménné, zavedeme rychlost v, a integru-
jeme

w:vm/ot(l—ebt)dt:vm [t+%(ebt—l)}. (12)



Graficka zdvislost funkei (11) a (12) pro hodnoty oy = 998,3kg'm ™3, g =
= 1100kg'm~3, n = 1,001-10"3Pa-s a » = 2,00mm je na obr. 4 a 5. Pro
zvolené hodnoty je v, = 0,885m-s~".

v

m-S_l 1,0 T T T T

0,8 r 4

0,6 ]
04t -

0,2 4

0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Bls

Obr. 5. Zavislost polohy na ¢ase pti padu ve viskézni kapaliné

Popsaného jevu — padu kulicky vhodné hustoty v kapaliné — 1ze vyuzit pro
méteni viskozity kapaliny.
Priklad 3 — odpor imérny obecné mocniné rychlosti

Uvazme téleso pohybujici se vodorovné rychlosti vy # 0, na které zacne
pusobit odporova sila Gmérna r-té mocniné rychlosti. Pro jaké r ma téleso
kone¢nou brzdnou dréhu? Jaka je tato brzdna draha?
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Reseni
Pohybovéa rovnice télesa je
dv
m— =
dt
Pro r # 1 dostdvame po separaci proménnych a integraci

k v_,r. _ 1 1—r 1—r
/Uv dv—l_T(v —v5 ")

2t =
m 0

—kv".

Rychlost se tedy méni s ¢asem podle vztahu

[<r —mnkt } =

u(t) = + v,

Abychom dostali zavislost drahy na ¢ase, musime vztah pro rychlost jesté jed-
nou zintegrovat a pro r # 2 dostavame

Konecénou brzdnou drdhu maji jisté ty pohyby, které se v kone¢ném case zastavi,
neboli pro které existuje feSeni rovnice v(t) = 0. Pro r < 1 se pohyb zastavi
v Case

. mug~"
(1—-7)k’
Brzdna draha pak je
L (13
2-r)k

Pro r € (1,2) se pohyb sice teoreticky nikdy nezastavi, ale jeho brzdnd draha
je kone¢nd, nebot exponent f:: ve vztahu pro drahu je zaporny. Pro t — o je
brzdna drdha stejné jako v predchozim piipadé

2—r
muvg,

wb:m.

Pro r = 1 je z divodu nutnosti spojitosti feseni vysledek pro brzdnou drdhu
stejny jako (13), rychlost v8ak v tomto p¥ipadé nikdy neklesne na nulu stejné
jako pror € (1,2). Pro uplnost, podle vysledkt pfedchozich piiklada, uvedeme,
zepror =1 je

muvg

v(t) =vee ™, x(t) = — (1 —e*%) .
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Pro r > 2 je dréha brzdiciho télesa teoreticky neomezena; je to vidét ze vztahu

pro z(t). Pro r = 2 bude
m kuvot
t)y=—In{—+1
o) = i (224 1),

coz je také neomezend funkce casu.
Shrneme-li poznatky, tak brzdna drdha je konecénd pro r < 2 a jeji délka je

2—r
muvg

wb:m.

Pro ostatni r se bude téleso teoreticky pohybovat do nekonec¢né vzdalenosti,
prakticky se vSak diky fluktuacim pfi velmi malych rychlostech nékdy zastavi,
nelze ovSem obecné Fici v jaké vzdalenosti.

Priklad 4 — potapéni padajici kuli¢ky
Dievéna kulicka o hustoté o = 800kg-m~3 a poloméru r = 20mm padé
z vy§ky hg = 2,0m do vody. Urcete, jak hluboko se potopi a) zanedbate-li

odpor vody, b) nezanedbate-1i odpor vody.
Pri vypoctu neuvazujte jevy vznikajici, kdyz je kulicka ponofena jen z ¢asti.

Reseni

Urcéujeme-li rychlost, kterou kulicka dopadé na hladinu, mizeme zanedbat
odpor vzduchu. Plati vy = 1/2ghg = 6,3m-s~ 1.
a) Zanedbame-li odporovou silu vody, piisobi po dobu ponofovani na kulicku
sila F' = —%WTSg (ov — 0x) = may, kde ag je zrychleni a m hmotnost ku-
licky. Kulicka se v tomto pripadé potopi do hloubky

po Mo Moo g0,
2a0  (ov—0x)
Vidime, ze vysledek nezavisi na poloméru kulicky, a Ze hloubka je nad
ocekavani velika.
b) Nezanedbdme odporovou silu vody, pfi¢emz predpokladdme turbulentni ob-
tékani. Pak je odporova sila ddna Newtonovym vzorcem (viz [19]). Ozna-

¢ime-li kladné konstanty

Ok 3001}

a=—""—"°, e —
g(ov —ox)’ 8rg (0v — 0k)

bude mit pohybova rovnice tvar

dv
— 4+ b?+1=0.
adt+v+

12



Po separaci proménnych a integraci je

[t - s s () s ()]

z ¢ehoz vyjadrime zavislost rychlosti na case

v(t) = %tg {arctg (vox/l_)) - 2\/5} .

Integraci tohoto vztahu dostaneme zavislost drahy na case. Zavedeme sub-
stituci

y(t) = cos {arctg (UO\/I_J) - 2\/5} , % = ? sin {arctg (Uo\/l_)) - 2\/5} ,
y(1) a cos [arctg (UU\/E) -1 b]

=—-In

a
b)) y b
4(0) cos (arctg g \/5)

s

z(t) =

Do tohoto vztahu dosadime ¢as, ve kterém je rychlost pohybu kulicky nulova
a dostaneme hloubku, do které se kulicka potopi. Po dosazeni za nami
zavedené pomocné konstanty je hloubka

a
h:2—b1n(1+bv§):

47‘Qk [ 3Ch0Qv :|
In |14 =208 |
3C oy 4r (0y — 0x)

kde, pfipomeiime, gy je hustota kulicky a g, vody. Ciselné mame po dosa-
zeni h = 23 cm, coz je vyrazné méné nez pii zanedbani odporu prostiedi. A¢
svédcit jediné experiment. Nepresnost naseho vysledku zpusobuje zejména
fakt, ze jsme zanedbali to, co se déje, kdyz je kulicka ponofena jen z ¢asti
(jde jednak o vzrustajici vztlakovou silu, ménici se silu odporovou, o vliv
povrchového napéti a o raz kulicky s kapalinou, pti kterém kulicka preda
¢ast své mechanické energie kapaliné — kapalina se rozvlni).

Priklad 5 — pad parasutisty

Rychlost parasutisty se bez rozevieného padéku ustali na hodnoté vy =

= 50m-s~!. V jaké vysce nad zemi musi oteviit padak, je-li pro néj velmi
nebezpe¢né dopadnout rychlosti vyssi nez vy = 10m-s~'. Hmotnost parasu-
tisty i s padakem je 100kg. Predpokladejte, Ze rozevieny padak je polokoule
o pruméru d = 7,0 m.

13



Reseni

Na parasutistu piisobi Newtonova odporova sila, jeho pohybova rovnice
tedy je

dv 1 N

M- =mg - ECSQU .
Oznacime L CSo
T 2m

Uvéazime-li, Ze rychlost v je vZdy béhem padu vétsi nez ustdlend (mezni) rych-
lost padu s paddkem vy, = /g/k, dostdvame separaci proménnych a integraci
zavislost doby padu na rychlosti

v do 1 v 1 1
t:/vog—W:2\/§/vo<vx/ﬁ+\/§_vﬂ—\/§>dv’
1 [(evEEvg) (VB )]
R | (o= vg) (wvE+vE) |

Maximalni bezpe¢né rychlosti dopadu paraSutista dosdhne v ¢ase t4 = t(vq).
7 rovnice vyjadiime zavislost rychlosti na case

(o + ) + (vg — vy) e™21Vh9

Um
(vo + vm) — (Vo — Um) e2tVkg
Abychom ziskali zavislost vysky na ¢ase, musime tento vyraz zintegrovat v me-
zich od 0 do ¢asu t. To udéldme zavedenim substituce y = exp (—2t/kg) a
rozepsanim na parcialni zlomky. Pak
y(t)
1 2 (vo — Um)
2k (
1

o(t) =

+1 d
% + Vm) — (W0 — o)y yl Y

x(t) =
1. (vo+vm) —e 2VEI (vy —v,,)
z(t) = vmt+ —In .
®) n k 20,
Nyni uZ jen do z(t) dosadime ¢4 = ¢ (vgq) a po pracné, ale pfimocaré tpravé
dostaneme pro vysku, ve které musi paraSutista oteviit padak, vyraz
1, kg—g
=—1In
2k " kvl —g
Pti vypoctu jsme zanedbali déje pfi otevirani paddku. Z vysledku je vidét, ze
kdyby se padak oteviel okamzité, parasutistovi by na zabrzdéni stacilo asi Sest
metri, ale na za¢atku brzdéni by jeho zpomaleni bylo a = g — kv ~ —80g, coz
by neptezil. Ve skute¢nosti si samoziejmé nemizeme dovolit zanedbat otevirdni
padéku, kdybychom ho uvazovali, vySel by nam jisté realisti¢téjsi vysledek.

T =5,5m.
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2 Tlumeny kmitavy pohyb

Ve vsech oblastech fyziky i techniky se bézné setkdvame s periodickym
kmitavym pohybem. K popisu kmitajiciho télesa uzivime pojmu rovnovazna
poloha, coz je poloha, ve které je vyslednice sil ptisobicich na téleso nulova.
Je-li situace takova, ze vyslednice sil pusobicich na téleso je pfimo Gmérna
vychylce z rovnovézné polohy a pisobi proti ni (tj. vraci téleso do rovnovazné
polohy), mluvime o pohybu harmonickém. Harmonické kmity kond harmonicky
oscilator, a jak pozname, jsou jeho kmity netlumené, idealizované.

2.1 Harmonicky mechanicky oscilator

UvaZujme nyni harmonicky oscilator s jednim stupném volnosti (tj. s jed-
nou souradnici, kterd staci na popis okamzité polohy), nap¥. zdvazi na pruzing.
Pohybova rovnice ma tvar ma = —ky, kde y je vychylka z rovnovazné polohy,
druhé casova derivace vychylky i = a je zrychleni, m hmotnost télesa a kon-
stanta k tuhost pruziny. Rovnici zjednodusime zavedenim konstanty, ktera ma
vyznam vlastni thlové frekvence w = \/k/m. Pak plati

i+ w’y =0.

Toto je obecny tvar pohybové rovnice harmonického oscilatoru. Je to oby-
Cejna linedrni diferencidlni rovnice druhého Fadu. Vyfesime ji vyuzitim néasle-

dujicich vztaht
d (9*\ .. d (y*\ _ .
a\2) "% a\2) "W
Vynasobime-li totiz pohybovou rovnici g, mizeme psat

0=y +wyy = (5% + w’y?),

N | =
&~

z Cehoz diky tomu, Ze jediné derivace konstanty je nula, plyne (integrac¢ni kon-
stantu oznacime w? A2, musi byt 4 > y)

d
72 4+ wly? =w?d? = d—:l: =wy/ A% — y2.

Tim jsme dostali separovatelnou diferencidlni rovnici a mizeme provést jeji
integraci

wt:/i :arcsin2 — ¥o

/A2 — y2 A ’
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kde g je druha integracni konstanta. Vyjadiime-li zavislost vychylky na case,
dostavame znamy vztah pro harmonické kmity

y = Asin (wt + o),

ve kterém konstanta A ma vyznam amplitudy a konstanta g ma vyznam poca-
tecni faze. Velikost téchto integra¢nich konstant se urci z pocatecnich podminek.
Je-li na poc¢atku pohybu y(0) = yo a v(0) = §(0) = v, vychézi

v2 Yow
A=\ +y3, tgpo=".
w Vo

Perioda harmonickych kmitt je T' = 27 /w.

2.2 Tlumeny mechanicky oscilator

Harmonicky pohyb je ovSem opét jen idealizaci redlné situace. Ve skutec-
nosti na kazdé pohybujici se téleso piisobi odporové (tlumici) sily, které kmitani
tlumi a jeho mechanickou energii pfeménuji na vnitini energii. Pohybova rov-
nice tlumenych harmonickych kmit@ nabyva tvaru

ma = —ky — F, (14)

kde F; je tlumici sila, kterd obecné mtze libovolné zaviset na vychylce, rych-
losti nebo i case. NejCastéji se v praxi vyskytuje odporova sila pfimo Gmérna
rychlosti Fy = bv, kde konstanta b je souéinitel linedrniho (viskézniho) tlumeni.
S takovou linearni tlumici silou se setkavame napf. pti hydraulickych odporech
nebo pfi pomalém pohybu ve viskéznim prostiedi.

Pokud odporova sila nezavisi na rychlosti linedrné, mizeme funkci Fi(v)
rozvinout do Taylorovy fady

Fi(v) = F.(0) + F/(0) v + %F{’(O) vt

V konkrétnich Glohach se casto stava, ze Cleny s vy$si nez prvni mocninou
rychlosti v tomto rozvoji jsou zanedbatelné malé. Pak mizeme rovnici (14)
fesit s linedrnim tlumenim jako aproximativni priblizeni problému.

Nyni pohybovou rovnici (14) s linedrnim tlumenim vyfesime. Zavedeme
kladné konstanty: druhou mocninu vlastni Ghlové frekvence harmonickych
kmit w? = k/m a soutinitel tlumeni § = b/2m. Pohybovou rovnici napiSeme
ve tvaru

i+ 26y + w?y = 0. (15)
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To je obycejnd linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koe-
ficienty a z teorie vyplyva, Ze jeji partikuldrni feSeni (jedno ze v8ech moznych
fefeni) mizeme hledat ve tvaru e’. Dosadime-li tuto funkci a jeji derivaci do
rovnice (15), dostaneme pro koeficient A kvadratickou charakteristickou rovnici
s feSenim

(M +20A+w?)eM=0 = I=-0+6>—w (16)
Mohou nastat tfi pripady:
a) 0 > w ... pfetlumeny oscildtor konajici aperiodicky pohyb,
b) d =w ... oscilator s kritickym tlumenim,

c) 6 < w ... oscildtor konajici tlumené kmity.

)
a) Pietlumeny oscildtor

Odmocnina v (16) je realné ¢islo. Oznacime 2 = /62 — w? (narozdil od
pfipadu c) zde 2 nemd vyznam thlové frekvence). Obecné Feseni rovnice (15)
pak mizeme psat jako linedrni kombinaci dvou moznych partikularnich reseni

y(t) — Cl e(7(5+9)t + 02 e(féfﬂ)t,

kde C1, Cs jsou integracni konstanty zavisejici na poc¢ate¢nich podminkéch. Pro
pocateéni hodnoty vychylky y(0) = yo a rychlosti §(0) = v(0) = vg, vychdzi

konstanty
1 vo + Yoo 1 vo + Yoo
Cl—2<y0+ 0 >, 02—2<y0 0

a zavislost vychylky na ¢ase mé tvar

1 _ + yod +yod\ _
y(t)zie 5t {(yO_FUO Qyo>eﬂt+<y0_7)0 QZUO)th}_

Vidime tedy, Ze feseni je ve tvaru souc¢tu dvou exponencialnich funkci, pii-
¢emz pro t — oo je y(t) — 0 (viz obr. 6). Podivame se jesté, kolikrat za dobu
pohybu se soustava muize dostat do rovnovazné polohy, neboli hleddme pocet
feSeni rovnice y(t) = 0. Tato rovnice ma jedno feSeni pokud

C
2>,
Cy —
je-li tomu jinak, neméa zadné tesSeni. Takze pokud naptiklad pretlumeny osci-
lator vychylime z rovnovazné polohy, a pak jej s nulovou pocatecni rychlosti
uvolnime, vrati se k rovnovazné poloze, aniz by ji prosel. Pfetlumeny oscilator

17



nekond periodicky pohyb, rovnovaznou polohu prekmitne maximalné jednou a
blizi se k ni pro t — oo.

Graf na obr. 6 zachycuje ¢asovou zavislost vychylky pretlumeného oscildtoru
s parametry § = 1,005~ a £2 = 0,805~ pro po¢ate¢ni vychylku yo = 1m a
rizné pocatecni rychlosti.

Y 14 ; ; ; ; ;
1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2

0
-0,2 + i
-0,4 + .

'0,6 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

t/s

Obr. 6. Aperiodicky pohyb pfi nadkritickém tlumeni

b) Kritické tlumeni

Koeficient A méa jen jednu hodnotu A = §, a protoZe pohybova rovnice je
diferencialni rovnici druhého fadu, musime hledat jesté jeden partikularni inte-
grél. Zpétnym dosazenim snadno zjistime, Ze diferencialni rovnici (15) vyhovyje
rovnéz funkce y = te % . Proto méa obecné feeni tvar

y(t) = 67& (01 + C2t> .

Z pocateénich podminek opét vypocitame integra¢ni konstanty Cp, Cy a do-
stavame zavislost vychylky na case

y(t) = ™% [yo + (vo + yod) t].

Oscilator se v tomto pripadé chova kvalitativné stejné jako v pripadé predcho-
zim, rovnovaznou polohu pfekmitne jednou, je-li Co/Cy < 0. V tomto meznim
pripadé tedy pohyb stale jesté neni periodicky, oscildtor se ovSem do rovno-
vazné polohy vraci nejrychleji. Toho se vyuziva napt. u elektrickych méficich
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pristroji, kde rucicka a jeji ulozeni tvori kmitavy systém. Kdyby tento systém
byl mélo tlumen, kmitala by rucicka dlouho kolem rovnovazné polohy, u pre-
tlumeného systému by se zase vracela prili§ pomalu.
Zéavislost y (t) pro kritické tlumeni s § = 1s~! je na obr. 7. Pocateé¢ni
podminky jsou voleny stejné jako v predchozim pripadé.
2 1,4 T T T T T
m
1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0
-0,2 .
-0,4 r §

'0,6 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

t/s

Obr. 7. Aperiodicky pohyb pfi kritickém tlumeni

¢) Tlumené kmity

Dostavame se ke tfeti a nejdilezitéjsi ¢asti. Odmocnina v (16) je imagindrni
¢islo a charakteristické rovnice ma komplexné sdruzené koteny. Oznacime {2 =
= Vw? — §2. Zde 12 je vlastni whlovd frekvence tlumeného oscildtoru a je to
redlné ¢islo. Obecné feSeni rovnice (15) v tomto pripadé mé tvar

y(t) =0, e(—d-l—iQ)t + O e(—d—iQ)t — e—ét (Cl eiQt + Oy e—iQt) ,

kde Cy, C5 jsou tentokrat obecné komplexni integrac¢ni konstanty. Protoze vy-
chylka y(t) musi byt redlnd, konstanty Cy, Co musi byt komplexné sdruzené.
1

NapiSeme-li je v komplexnim tvaru C; = $A4e'®, Cy = 1 Ae™ kde A>0aa

jsou nové, tentokrat jiz realné, konstanty, dostavame pro vychylku
1 . .
y(t) = EAe_‘” el(Ptta) | o=i(Rtta) | — Ae=0 o5 (02t + @),

kde jsme vyuzili vzorce
et1¥ = cos ¢ + isin .
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Konstanta A ma vyznam amplitudy kmiti v nulovém case, a je pocatecni
faze. Tyto konstanty se opét daji ur¢it z poc¢atecnich podminek. Je-li yy poca-
tecéni vychylka a vg pocateéni rychlost, vychazi po tpravé

_ Vo + Yoo
Qyo

(vo + y05)2

A* =yd + 7E

tga =

Obr. 8. Tlumeny kmitavy pohyb t/s

Amplituda vychylky téchto kmiti neni konstantni, nybrz klesa exponenci-
alné s ¢asem A(t) = Aexp (—dt). Tlumeny kmitavy pohyb je tedy omezen pod-
minkou |y| < A (t) a kiivky £ A exp (—dt) jsou obalovymi kfivkami tlumenych
kmitd (viz obr. 8). Doba kmitu, ktera se zavadi vztahem T' = 27/ {2, neni peri-
odou funkce y(t) (ta periodickéd neni), nybrz jen periodou funkce cos (2t + a);
je vzdy vétsi nez perioda netlumeného pohybu. Maxima ¢i minima nabyva vy-
chylka v case, kdy je rychlost pohybu nulova, neboli po derivaci a ipravé vztahu
pro vychylku

)
Qt+a:—arctg§+n7r, kden =0,1,2,...

7Z tohoto lIze vyjadrit dobu, kterd uplyne od priichodu rovnovaznou polohou do
dosazeni maxima nebo minima vychylky. Tato doba je

At=LacgZ <L
= qparctg— < -
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U tlumenych kmitt je tedy doba mezi priichodem rovnovéaznou polohou a dosa-
zenim extrému vychylky vzdy mensi nez u netlumenych kmitt, tj. nez ¢tvrtina
periody. Kmitajici bod se pohybuje rychleji od rovnovazné polohy nez nazpét
a dosdhne maximalni vychylky dfive nez uprostied mezi dvéma prichody rov-
novaznou polohou.

Podil dvou hodnot amplitudy ¢i vychylky y v case ¢t a t + T nezavisi na
Case a nazyva se utlum po sobé jdoucich kmitti. Prirozeny logaritmus tGtlumu
se nazyva logaritmicky dekrement utlumu,

o=t [ A —or

Tato bezrozmérné veli¢ina charakterizuje miru tlumeni.
Mechanicka energie je dana souctem energie potencidlni a kinetické, tj.

1 1
E = —ky* + -myg>.
¥ T
Mechanickéd energie v8ak neni konstantni, nybrz klesd s casem. Jeji ¢ast se
spotifebuje na vykonani prace potfebné k prekonavani tlumici sily.

Priklad 6 — samozaviraci dvere

Dvefe maji sitku (resp. vzdalenost od kliky k pantim) d = 70 cm a hmot-
nost m = 40kg, drzite-li je oteviené kolmo k jejich pivodni poloze, musite za
kliku tahnout silou Fy = 40N kolmo k plose dveii. Na pantech dvefi je pfipev-
néné samozaviraci zarizeni. Tlumici moment tohoto zafizeni je Gmérny thlové
rychlosti zavirani. Naleznéte konstantu této timérnosti b tak, aby zavirani dveri
bylo rychlé, ale zaroven aby dvefe nebouchaly o zarubné.

Reseni

Nejlépe se budou dvefe zavirat, bude-li tlumici zatizeni zprostredkovavat
kritické tlumeni. Pohybova rovnice zavirajicich se dvefi plynouci z druhé im-
pulsové véty je

1 2Fyd

“md*@ + by + =2

3 ™
kde md?/3 je moment setrvacnosti dveii vzhledem k ose prochézejici panty,
2Fypd/m je moment sily zptisobujici zavirdni dvefi (¢len 2Fyd/m se nazyva
direkéni moment). Kritické tlumeni nastvd, je-1i thlova frekvence netlumenych
harmonickych kmita stejna jako soucinitel tlumeni, tj.

¢ =0,

L SR _ 3
“Voamd T 2md?’
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z ¢ehoz pro konstantu imeérnosti b mezi tlumicim momentem a tthlovou rych-
losti zavirani dostavame

/ 3
b= 8Fomd? = 22kgm?s 1,
3

Priklad 7 — kmitajici hustomér

Jednoduchy hustomér méa formu valcové sklenéné trubicky se zatavenym
a zatizenym spodnim koncem. Hustomér ma hmotnost m = 20g, vnéjsi pri-
mér trubicky, ze které je vyroben, je d = 10mm. Tento hustomér nechédme
vertikdlné kmitat ve vodé. Z toho, ze amplituda vychylky se vzdy po jednom
prekmitnuti zmen§i na polovinu, urcéete koeficient viskézniho tlumeni b, tj. po-
dil odporové sily a rychlosti. Kolikrat je perioda tlumenych kmiti vétsi nez
kmit netlumenych? Urcete rovnéz periodu tlumenych kmita.

Reseni
Hustomér vychyleny z rovnovazné polohy je vracen zpét vztlakovou silou
nd?
ma = Fy, + Fo = AVeg + Fo = ———ogy + Fo,
kde g je hustota vody, y je vychylka z rovnovazné polohy, F, = —bv je odporova
sila. Zavislost vychylky kmit na Case je
y(t) = Ae % cos (2t + a),
kde A a « jsou konstanty plynouci z po¢atecnich podminek, 6 = b/2m je soudi-
nitel tlumeni, 2 = Vw? — §2 je vlastni tihlova frekvence, kde w? = nd”og/4m
je thlova frekvence harmonickych kmitd. Logaritmus podilu dvou nasledujicich
amplitud u tlumeného kmitavého pohybu (logaritmicky dekrement Gtlumu) je
216 27h
2 /rdomg — b2

z ¢ehoz vyjadiime koeficient tlumeni

In2 =0T =

b=d\/omg ﬁ ~ 0,194d,/omg = 0,027 kg-s" L.
n2

Podil periody tlumenych a netlumenych kmitt je

T, w 1 <ln2>2
Lo_w_ 1 i (B2) s
T 2 1 (5)w)? 2n

Vidime tedy, Ze i pfi pomérné velkém tlumeni se perioda kmitd zméni velmi
malo (0 5,4%). Perioda tlumenych kmiti je

T 2T [ 4m 1.0s
t = ) =1, .
/1 B (6/w)2 wd? og
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3 Balistika

Balistika je obor mechaniky, ktery se zabyva Sikmym vrhem téles na po-
vrchu Zemé pii uvazeni odporu vzduchu. Obor zalozil vyznamny matematik
a fyzik L. Euler (1707-1783), ptivodné vojensky inzenyr. Zabyval se pohybem
stfel ve vzduchu a vyresil zadkladni problém balistiky — balistickou kiivku — pro
pripad odporové sily primo iimérné druhé mocniné rychlosti.

Ve vojenstvi se balistika ¢leni na vnitini a vnéjsi. Vnitini balistika se za-
byva zrychlenym pohybem stfel uvniti hlavné zbrané za ptisobeni explodujici
prachové naloze. Vnéjsi balistika fesi pohyb stiel po opusténi hlavné. Fyzikalni
strankou tohoto druhého problému se budeme zabyvat.

Reseni pohybu stiely, zejména piihlédneme-li k jeji rotaci, je mimofadné
slozity problém mechaniky. Je nutné si uvédomit, ze pocatecni rychlost stiely
zpravidla nékolikanasobné prekracuje rychlost zvuku a odporova sila je slozitou
funkéni zavislosti rychlosti (viz [19]). My provedeme jen zjednodusené grafické
feSeni pohybové rovnice hmotného bodu (nerotujici stiely), avSak p¥i uvazeni
razovych sil. Eulerovo feseni problému provedeme numericky.

3.1 Pohybové rovnice, hodograf pohybu

Nebudeme-li uvazovat rotaci télesa (stely), ptijde o rovinnou tlohu. Pohy-
bové rovnice mizeme psat bud v kartézském tvaru anebo lépe v pfirozenych
Eulerovych soutradnicich (viz ¢lanek 1.2), tj. po dosazeni za zrychleni ve tvaru

mo = Fr, m— = F,. (17)

Pro velikost tec¢né a normalové slozky vyslednice sil pfi uvazeni odporové
sily F podle Newtonova vzorce (12) v [19], kde ovem C' = C, je soudinitel
odporu zavisly na rychlosti (viz obr. 19 v [19]), dostavame

F, =— (mgsina+ %C,@Szﬁ) , (18)

F, = —mgcosa, (19)

kde « je okamzity thel, ktery svird rychlost v s vodorovnou rovinou (obr. 9).

Vysetime nejprve, jaky je v urcité poloze okamzity polomér r k¥ivosti balis-
tické krivky a jakou thlovou rychlosti se méni smér okamzité rychlosti. Z dru-
hého vyrazu (17) po dosazeni z (19) dostaneme

(20)
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Polomér kfivosti je tifeba chapat jako soutadnici stfedu kiivosti O, na ose n

s okamzitym pocatkem v tézisti télesa m; z toho pak plyne vyznam zaporného
znaménka poloméru.

Y
n
v
m
[
FL_ 7N |
Yo
F,
mg
0,
(&)

0] \ x
Obr. 9. Téleso pii §ikmém vrhu v odporujicim prostfedi — k odvozeni balistické kiivky

Oznacime-li w, okamzitou thlovou rychlost otaceni vektoru v, je zfejmé,
ze plati v = rw,. Odtud pak

wa:_gczsa. (21)

Zaporné znaménko v tomto vyrazu naznacuje, ze orientace thlové rychlosti
je takova, ze zmensuje tthel a. Uhlova rychlost zmény sméru je nejmensi na
pocatku drahy (pfi tGsti hlavné), kde je nejvétsi v, a nejvétsi v bodé mezi
vrcholem drahy (tj. bodem, kde cosa = 1) a bodem nejmensi rychlosti v.
Bodu, v ném7 je w, nejvétsi, se vzhledem ke stabilité stiely ika kriticky.

Casovy prubéh rychlosti obecné kiivo¢arého pohybu se v mechanice pie-
hledné vyznacuje tzv. hodografem pohybu. Pro sestrojeni hodografu pro balistic-
kou kfivku si zvolime pevny bod P, tzv. pdl hodografu, do kterého premistime
vektory rychlosti pro v8echny uvazované okamziky. Spojnici koncovych bodu
téchto vektort je hledany hodograf daného pohybu.

P#i konstrukei (sledujte obr. 10) hodografu vychazime z vektoru pocéatecni
rychlosti vy a eleva¢niho thlu aq. Velikost rychlosti se za maly ¢asovy inter-
val At zméni o hodnotu danou rovnici (17), do niZ za zrychleni dosadime Awv /At
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a za silu vyraz (18), tj.

2
Av ~ ﬂAt =— <gsina + C,,£S> At.
m 2m

Smér rychlosti se podle (21) zméni o

gcosa

Ao~ wy At = At.

Hodograf budeme sestrojovat jako funkci v = H(«). Zvolime si vhodny
¢asovy interval, pro ktery budeme pocitat hodnoty veli¢in Av a Aa a vynaset

v
=1 00=0'
m-s 1
|
500 - i
|
Ehodograf
! pro vakuum
:
|
95’
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
P Ve
0 ' . m-s—!
10
:
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
<:>15'
35 15 i

Obr. 10. Konstrukce hodografu pohybu stiely

25



vvvvvv

At mensi. Koeficient C,, uréujeme podle kiivky 2 grafu na obr. 19 v [19], pro
okamzitou rychlost v daném bodé hodografu.

Na obr. 10 je znazornén hodograf pohybu pro stifelu o hmostnosti m =
= 30,0kg, rdze d = 100mm, vy = 900m-s~!, ag = 40,0°, At je voleno 6,00s.
Cisla bodii na kiivce znaéi ¢isla vypoctovych intervalt. Z hodografu pohybu
je vidét, ze bod drahy, ve kterém bude minimdlni rychlost, je az za vrcho-
lem drahy (a < 0). Pro velké hodnoty ¢asu je a ~ —90° a stiela by padala
konstatntni mezni rychlosti svisle dolt. Pro srovnani je v obr. 10 ¢arkované
vyznacen hodograf pohybu pro pripad bez pusobeni odporu vzduchu. Je to
svisla poloprimka. Prislusna idealizovand balisticka kiivka se v tomto piipadé
redukuje na parabolu.

3.2 Balisticka krivka

Balisticka krivka je zavislost vysky stfely na vodorovné vzdalenosti od mista
vystielu. Konstruuje se piimo z hodografu pohybu, kdy do grafu (roviny (z,y))
postupné vynasime v prislusném sméru stiedni rychlost v daném casovém in-
tervalu vynésobenou zvolenym At.

i 12 T T T T T T T T
km )
10 | ‘ ]
?’_'e -~ “trajektorie
8t pro vakuum |
2,
6| .
4 5
3
4t i
]’-1’,’ 2
2L 1 i
10
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Obr. 11. Konstrukee balistické kiivky z/km
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Na obr. 11 je vynesena balisticka kiivka pro pohyb stifely popsany v prede-
slé kapitole, pricemz c¢isla bodii opét odpovidaji ¢islim vypoctovych intervali.
Dostrel vychézi 15,9km, doba letu 64,1s. Pro srovnéni je zde ¢arkované na-
kreslena ¢ast paraboly pro vakuum, u niz by byl dolet 81,2 km.

V této kapitole byly dany jen velmi stru¢né zaklady balistiky. Pti stielbach
na velké vzdalenosti ovliviiuje pohyb stiely fada dalsich faktort jako vliv rotace
Zemé (Coriolisovo zrychleni), vliv proménnosti tthového zrychleni s vyskou,
vliv zakfiveni Zemé, vliv zmény hustoty vzduchu s vyskou a v neposledni fadé
vliv vlastni rotace stiely. Napt. vlivem zmény hustoty vzduchu nabyva odpor
vzduchu ve vysce 1, 5, 10 a 50km pfiblizné 0,907, 0,600, 0,336, 0,0007 své
hodnoty pro nulovou vysku.

Podrobnéjsi informace o balistice lze najit ve specializované literatufe,
napft. [9], [13].

3.3 Eulerovo reseni balistického problému

Resenim balistického problému se zabyval jiz roku 1753 L. Euler (viz
napt. [15], str. 142-150). Pfedpoklddal, Ze na vrzené téleso ptisobi vedle
konstanti tihové sily odporova sila Gtmérnd druhé mocniné rychlosti, tj. (viz

napf. [19]) . \
F = —§CQS’U2VO = —ng—2v0,

kde koeficient k& o rozmeéru rychlosti ma velikost

_[2myg
k_”CQS'

Pohybovéa rovnice nerotujiciho télesa pfi jeho vrhu v homogennim gravitac-
nim poli ma pii pisobeni odporové sily F kartézské slozky

mx = Fcosa, mjj = F'sina — mg,

kde a je thel, ktery svird okam?Zitd rychlost (resp. tecéna k balistické k¥ivce)
s osou z. Vyjadiime-li trigonometrické funkce thlu o pomoci elementu ds ba-
listické krivky a jeho slozek, tj.

x . dy
cosa = — sina = ==
ds’ ds
a dosadime-li za silu F', budou mit pohybové rovnice tvar
. v2 dz
i=—g-——,
I %2 ds

. v? dy )
V=TI s '
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Pocatecni podminky volime takto: prot = 0 je z = y = 0, £ = vgcosay,
1 = vp €os ag, kde aq je elevacni thel.

Integrace téchto rovnic neni jednoduché (v [15] je popsdna na 8 stranich)
a presahuje rdmec naseho textu. Uvedeme zde proto jen vysledek feseni pro
specialni pripad, kdy tihel « je velmi maly a oblouk s se nahradi délkou z. Pak
je balistické kiivka popsana rovnici ([15], str. 148)

‘ k2 k% [ 24, 1
= D S—— _— k2 — i
y=otgao+ 202 cos? ag Y (e )

Pro zanedbatelny odpor vzduchu bude k*> — oc a balistické kiivka piejde na

parabolu
9 2

y=ztgag — s5——5—
202 cos? ag

Piislusné odvozeni vyuzivajici rozvoje exponencidly v fadu lze opét najit v [15].

3.4 Numerické reseni balistického problému

Soustavu diferencidlnich rovnic popisujicich pohyb stiely v odporujicim pro-
stfedi s odporem timérnym v?, kterou analyticky fe$ime s obtiZemi, mfizeme
vyresSit numericky. Nasleduje vypis jednoduchého zdrojového textu programu
Famulus a na obr. 12 grafy balistickych kfivek pro rizné eleva¢ni thly z jeho vy-
stupu. Maximalni dolet pro stfelu danych parametra je pro thel 32,5°, zatimco
pro neodporujici prostiedi je to pro 45° nezavisle na parametrech télesa.

! nastaveni po&ate&nich hodnot (v~zakladnich jednotkach SI)

t=0; y=0; x=0 ! poc¢atecni hodnoty polohy a ¢asu
dt = 0.001 ! Casovy krok (ur&uje pfesnost vypoltu)
v0 = 200 ! pocateéni rychlost

!

uhel_hodu = 32.54 elevaéni thel ve stupnich

! parametry urcujici odpor prostfedi
R =0.04 ! polomér strely

m= 2.5 ! hmotnost strely
ro = 1.3 ! hustota vzduchu
C =0.48 ! koeficient odporu
g = 9.81 ! tihové zrychleni

alfa = uhel_hodu/180*pi
vx = vO*cos(alfa)
vy = vO*sin(alfa)
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S™= 4xpi*R"2

k™= Cxro/2*S

v™= sqrt(vx"2+vy~2) ! velikost rychlosti

Fy = -g*m - kxvxvy ! svisla slozka sily

Fx = -k*v*vx ! vodorovna slozka sily
ax = Fx/m; ay = Fy/m

vx = vX + axxdt; vy = vy + ay*dt

X = x + vx*dt; y =y + vyxdt

t t + dt

IF y<O THEN STOP END ! skon&i pri dopadu

Y
m

500
450
400
350
300
250
200
150
100
50
0

Obr. 12. Balistické kfivky ziskané numerickym feSenim
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4 Proudéni vazké tekutiny

Vnitini tfeni vyznamné ovliviiuje proudéni redlnych tekutin. V p¥ipadé vaz-
kého tieni v nestlacitelné kapaliné problém proudéni popisuje Navier-Stokesova
pohybouvd rovnice. Ve slozkovém tvaru jde o soustavu tii parcidlnich diferencial-
nich rovnic druhého fadu. Jejich feseni v analytickém tvaru je velmi obtizné a
je zndmo jen pro nékolik malo specidlnich p¥ipadi (viz napt. [4]). Pro konkrétni
technické problémy, napt. v aerodynamice letadel, se feseni provadi numericky.

4.1 Laminarni proudéni vazké tekutiny valcovou trubici

Lamindrni ustalené proudéni vazké tekutiny valcovou trubici kruhového
prufezu lze tfesit primo uzitim Newtonova zakona o te¢ném napéti v proudici
tekuting (viz [19], vztah 10). Ukolem bude vypoéitat rozlozeni rychlosti teku-

tiny v pri¢ném tezu, tj. rychlostni profil.

T

<

Obr. 13. K odvozeni rychlostniho profilu tekutiny
pfi pritoku trubici

Protoze uvazovany problém je valcové symetricky, vytkneme v trubici sou-
osy vélec o délce Al a poloméru y > 0 (obr. 13), na jehoz plasti m4 tekutina
rychlost v. K protlaceni tekutiny timto valcem na ni musi pisobit vysledna
tlakové sila (rovna odporové sile) o velikosti

F =ry® (p1 — p2) = my° Ap,

kde Ap je tlakovy rozdil na koncich valce. Proti tlakové sile ptisobi na plasti
vélce odporova sila vnitiniho tfeni

F' = —1AS = —m27yAl.

Dosadime sem za te¢né napéti 7 ze zakona pro proudéni Newtonovské tekutiny,
dostaneme
dw

Al
dy

F' = 21y
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Pii ustdleném proudéni musi byt obé sily v rovnovaze (F = —F"). Po dosazeni
dostaneme diferencidlni rovnici, v niz mizeme separovat proménné a integro-

vat*)
/Ud Ap /y d
V= ———— .
Vo QUAZ 0 y y

_Ap

dnAl” -
Z idealizované okrajové podminky, Ze na sténé trubice je rychlost tekutiny
nulové, v(r) = 0, dostdvame

Integraci dostaneme

V—0y =

Ap , _Ap

Al YT Al

(7“2 - y2) , (22)

kde wvg je rychlost tekutiny na ose trubice (y = 0).

ProtoZze y méfime od osy trubice, tvoii koncové body vektort v plast rotac-
niho paraboloidu. Pro srovnani jsou na obr. 14 znazornény rychlostni profily
pro idedlni a vazkou tekutinu. V pfipadé laminarniho proudéni vazké tekutiny
je rychlostni profil parabolicky. Pfejde-li proudéni na turbulentni, pak se rych-
lost (v okoli urc¢ité vzdalenosti od osy trubice) v disledku turbulence tekutiny
yzrovnomeérni®, s vyjimkou tenké vrstvy u stény.

Obr. 14. Rychlostni profily tekutiny v trubici za rtznych podminek —
(a) idedlni tekutina, (b) vazkd tekutina pfi lamindrnim proudéni,
(c) vazka tekutina p¥i turbulentnim proudéni

Ze znamého rozlozeni rychlosti (22) miZeme vypocitat objemovy tok Qv
uvazovanou trubici. Elementarni tok plochou elementarniho mezikruzi o polo-
méru y a vysce dy je

TAp

dQy = 27ryvdy = M

(7"2 — y2) ydy.

*) Integraci lze provést rovnéZ neurcitym integrdlem a integra¢ni konstantu C stanovit
z okrajové podminky, Ze pro y = r je v = 0.
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Integraci ptes cely pri¢ny priiez trubice dostaneme

TAp [T, 5 art Ap
_ _ _ T 2p 2
Qv 277Al/0 (r* —y*) ydy S Al (23)

Tento vysledek vyjadiuje Hagentv-Poiseuilleuv zdkon. Podle néj je objemovy
tok viskézni tekutiny prfi laminarnim proudéni trubici kruhového prifezu piimo
umérny ¢tvrté mocniné poloméru trubice, nepfimo tmérny dynamické visko-
zité a piimo tmérny tlakovému gradientu Ap/Al. Vztah (23) na zakladé expe-
rimentt sestavili v roce 1841 francouzsky lékai Poiseuille a nezdvisle na ném
roku 1839 berlinsky stavebni rada Hagen. Vztah (23) miZe byt vychodiskem
uvah napf. o problémech s tlakem krve u star$ich osob, jimz se zuzuji (zards-
taji) cévy. K dosazeni urcitého pritoku krve je pak zapotiebi mnohem vyssiho
tlaku. Problém v pouziti vztahu (23) je vSak v tom, Ze krev je nenewtonovskd
kapalina a cévy maji proménny polomér.

4.2 Ztratova vyska v Bernoulliho rovnici

Ze vztahu (23) je zfejmé, Ze k tomu, abychom pfi lamindrnim proudéni
realné tekutiny protlacili urcitou trubici objemovy tok @y, je zapotiebi vy-
tvorit mezi konci trubice tlakovy rozdil Ap k prekonani pritokovych odport.
O tom bychom se mohli pfesvéd¢it experimentem, pii kterém bychom sledovali
vytok kapaliny z nadoby vodorovnou trubici o délce [, kterou bychom ptipo-
jili k nddobé v hloubce h pod hladinou (obr. 15). K vodorovné trubici jsou
pripojeny svislé tlakomérné trubice. Zjistili bychom, 7e na kinetickou energii
by se nemohla preménit celd tlakova energie imérnd vysce h, nybrz jen jeji
¢ast tmérnd vysce h'. Druhd ¢dst, imérnd vysce h, = h — h', se spotfebuje na
prekonavani odporovych sil vnitiniho tfeni v trubici. Vytokové rychlost tedy
nebude v = 1/2gh, ale jen u = \/2gh’. Vyska h, se oznacuje jako ztrdtovd vijska.

Pro pohyb nestlacitelné redlné tekutiny tedy neplati Bernoulliho rovnice
v bézné uvadéném tvaru, v némz je soucet rychlostni, geodetické a tlakové
vysky konstantni, nybrz v obecnéjsim tvaru

’LL2

—+z+£+hz = konst.
2g 09

kde h, je ztratova vyska v uvazovaném bodé nestlacitelné kapaliny.

Ztratova vyska h, pri vytoku trubici o konstantnim priafezu, mérend ve
vzdalenosti z od vyusténi trubice (obr. 15), je tmérna délce = tseku trubice:
hy = k,x, kde k, je ztratovy koeficient zavisly na poloméru trubice, na rychlosti
tekutiny a jeji kinematické viskozité (viz nasledujici priklad).
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Obr. 15. Vytok kapaliny z naddoby vodorovnou trubici —
sledovani ztratové vysky pri vytoku

Priklad 8 — vypocet ztratové vysky

a) Vypoctéte ztratovou vysku h, a h, a ztratovy koeficient k, pro soustavu
na obr. 15. Je dan polomér trubice r, jeji délka I, vytokova rychlost u (jako
stfedni vytokové rychlost vSech ¢éstic kapaliny) a kinematicka viskozita v
kapaliny.

b) Jakd musi byt vyska h kapaliny v nddobé, aby vytokova rychlost z trubice
byla u?

Reseni

a) Nejprve je nutné ur¢it stfedni hodnotu u vytokové rychlosti. ProtoZe trubice
ma konstantni pri¢ny prufez, bude u stejné pro kazdé z. Velikost rychlosti
lze urcit jednak uzitim véty o stfedni hodnoté, pouZité na funkci (22), jednak
piimo z Hagenova-Poiseuilleova zdkona (23). Druhy zptisob je jednodussi,
nebot pro objemovy tok musi platit jednak vztah

Qv = Su = mru,
jednak vztah (23). Porovnanim obou dostaneme

2
r= Ap
U=——. 24
8n Al (24)
Protoze trubice mé konstantni pfi¢ny prifez miuzeme tlakovy gradient vy-
jadrit vztahem
Ap _ps _ p:

= === =k
Al - i onst,
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kde p, je tlak potifebny k tomu, aby kapalina protékala rychlosti u tisekem
o délce z (a tim i celou trubici) a p, je rozdil tlaki mezi konci trubice
(oznacuje se jako tlakova ztrata). Dosadime-li tento vztah do vyrazu (24)
dostaneme

Y

_ 8nul _ 8nu
p: = Tz Pz = Tz v
Prislusné ztratové vysky jsou
P 8nu 8ru p:  Svu
hZ:—: 5 :—2, m:—:—2.’13—k'zw,
09  ogr gr eg  gr
kde
_ 8vu
z — gr2

je ztratovy koeficient, ktery mé vyznam ztratové vysky pripadajici na jed-
notkovou délku trubice a v = n/p je kinematicka viskozita.

Z Torricelliho vztahu pro rychlost u uréime rychlostni vygku h':
W=t
2g°

Potfebna vyska hladiny v nddobé tedy je

2
h:h'+h2:“—<1+16"l>.

2¢ ur?



5 Ulohy

5.1 Zadani uloh

Uloha 1 — lokomotiva

Lokomotiva o hmotnosti m méa na vodorovné trati v urcitém okamziku ¢t =
= 0 rychlost v(0) = vg. V tomto okamziku vypne motory a bude na ni ptsobit
jen jizdni odpor, popsany funkci F = — (ki + kov), kde k1, k2 jsou kladné
konstanty. Vypoctéte, za jakou dobu se lokomotiva zastavi.

Uloha 2 — stfela

Jaky je rozdil mezi dobou letu stiely 76-milimetrového kandnu pfi strelbé
na cil ve vzdalenosti L od 1sti hlavné kandénu se zietelem na odpor vzduchu, a
dobou letu bez ztetele k odporu vzduchu. Drahu predpokladejte pfimocarou,
vodorovnou. Predpoklddejte, ze odpor vzduchu je dén funkei F = —kv?. Je
dano m = 8,50kg, L = 1000m, vg = 900m-s~%, k =1,70- 1073 N-m~2.s2.

Uloha 3 — paraSutista

Parasutista o hmotnosti m padé z vysky H za pusobeni sily odporu vzduchu
F = —kmv?, k > 0. Vypo¢téte, jakou rychlosti dopadne na zem, je-li po¢ateéni
rychlost nulova.

Uloha 4 — motocykl

Motocykl o hmotnosti m ma na piimé vodorovné silnici rychlost vg. Jak
daleko dojede po vypnuti motoru a za jak dlouho zastavi, ma-li celkovy jizdni
odpor velikost F' = —kv?/2.

Uloha 5 — moment hybnosti

Na ¢4stici o hmotnosti m piisobi centralni sila F; = F(r) r® a odporové sila
F> = —bv, kde b je kladnd konstanta. Poc¢ateéni moment hybnosti vzhledem
k bodu r = 0 je Ly. Najdéte zavislost momentu hybnosti na case.

Uloha 6 — ¢lun

Volné jedouci (nepohanény) ¢lun je zpomalovén tieci silou F'(v). Jeho rych-
lost kles podle vztahu v = ¢2 (t — t1)°, kde ¢ je konstanta p¥islugngch jednotek
a ty je Cas, ve kterém se ¢lun zastavi. Naleznéte zavislost odporové sily na rych-
losti.

Uloha 7 — plachetnice

Jak velka odporova sila ptsobi na plachetnici o hmotnosti m = 2000kg
po tom, co svine plachty, jestlize v té dob& pluje rychlosti vg = 5,00m-s~!?
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Predpokladejte, ze odpor prostiedi je imérny rychlosti a ze plachetnice dopluje
jesté do vzdalenosti s = 500 m.

Uloha 8 — micek

Micek je vrzen svisle vzhiru pocatecni rychlosti vy. Predpokladejte, ze od-
por vzduchu je tmérny druhé mocniné rychlosti. Oznacime-li v, ustalenou rych-
lost pddu micku, dokazte, ze rychlost v, kterou se micek vrati, je ddna vztahem
v 2 = v 2 vy

Uloha 9 — proudéni kapaliny mezi deskami

Piedstavte si dvé teoreticky nekone¢né rozlehlé rovnobézné desky (jedna je
umisténa v roviné z = 0 a druhd v roviné z = 2D). Mezi témito deskami ve
sméru osy x tece kapalina o dynamické viskozité 7, pficemz ve sméru osy z
je konstantni tlakovy gradient Ap/Axz = k. Urlete zavislost rychlosti tekouci
kapaliny na vzdalenosti r od roviny symetrie desek.

Uloha 10 — vynofujici se kulic¢ka
Dievénou kulicku o poloméru r = 20mm a hustoté g, = 800kg-m~2 jsme

ponotili do vody do hloubky hy = 2,0m a z klidu pustili. Za jak dlouho se
kuli¢ka vynofi na hladinu

a) zanedbame-li odpor vody,
b) predpoklddame-li, Ze odpor vody je tmérny ¢tverci rychlosti.
Pti vypoctu neuvazujte jevy vznikajici, kdyz je kulicka ponotfena jen z ¢asti.
Uloha 11 — vahy

Tti po sobé nasledujici vychylky rucicky vah byly m; = 10g, ms =7,5g a
msz = 9,1g. Za predpokladu, Ze na rucicku pusobi sila amérna vychylce, ktera
ji vraci do rovnovazné polohy, a odporova sila je imérna rychlosti, urcete jaka
je skutecna hmotnost. Ziskané feseni porovnejte s feSenim za zjednodusujictho
predpokladu, Ze vychylka rucicky se bude zmensovat linedrné (bézné uzivany
zpusob).

Uloha 12 — matematické kyvadlo v oleji

Matematické kyvadlo délky | = 0,50m je ponofeno do ricinového oleje,
jehoz dynamickd viskozita je n = 0,99 Pa-s, hmotnost kulicky na kyvadle je
m = 10g a jeji polomér r = 3,0 mm. Kyvadlo vychylime o thel 3° a pustime.
Popiste pohyb kyvadla za predpokladu, Ze odporova sila bude dédna Stokesovym
vztahem.

Uloha 13 — kyvadlo ztracejici energii kyvu
Urcete logaritmicky dekrement utlumu A kyvadla délky | = 50 cm, které za

t = 8,0min kyvani ztrati 75 % své mechanické energie.
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Uloha 14 — kapi¢ka vody v mraku

a)

Vypoctéte, jakd musi byt vzestupné vertikalni rychlost v vzduchu v mraku,
aby se v ném udrzela kapicka vody tvaru koule o poloméru r = 10,0 um a
zistala relativné v klidu v soustavé spojené se Zemi. Tuto soustavu pova-
Zujte za inercidlni.

Kapicka vody dotykem s jinymi kapickami zvétsi sviij polomér na dvojna-
sobek své pivodni velikosti ' = 2r a zafne padat ve formé kapicky mr-
holeni. Predpokladejte, ze vzestupna rychlost vzduchu, vypoctena v bodé
a), se nezméni. Vypoc¢téte rychlost vj kapicky mrholeni ve velké vzdale-
nosti od mraku, kde budeme predpokladat, ze rychlost vzduchu je v uva-
Zované vztazné soustavé spojené se Zemi nulova. Hustota vody je o =
=1,00- 10® kg-m 2, dynamick4 viskozita vzduchu n = 1,71 - 10~° Pa-s, hus-
tota vzduchu se vzhledem k hustoté vody zanedbava. Predpokladejte, ze
jsou splnény podminky pro uziti Stokesova vztahu pro odporovou silu.

Pozndmka: Literatura o meteorologii uvadi, Zze pro kapky o poloméru r > 20 ym
se Stokesuv vztah jiz neosvédcuje, uziva se vztah empiricky.

Uloha 15 — zdména jehly u injekéni stiikacky

Injekéni stiikackou s jehlou o priméru otvoru d; = 1,0mm vystiikneme

Qv,1 = 5,0ml roztoku za sekundu. Jaky bude objemovy tok Qv . roztoku,
zaménime-li jehlu s jinou stejné délky, oviem o praméru otvoru d, = 0,80 mm
a budeme-li ptisobit na pist stfikacky stejnou silou?

5.2 Re%eni tloh

1.

2.

m k2’U0
t=—In(1+—].
T n( T )

Rychlost stiely je v = mwg/ (kvet + m), doba jejiho letu je
p= (e“/m - 1) — 1,23s.
kUO

Pfi zanedbdni odporu je t' = L/v = 1,11s a diference dob At =t —t' =
=0,12s.

Lv= g(l—e*%H).

k

. Rychlost v = (1/\/11_0-1— kt/Qm)f2 bude nulova pro t — oo. Za této pod-

minky bude délka dojezdu zo = (2m/k) \/vo.

. Moment sily ptisobici na ¢astici je

dL b
M—E——rx(bv)——EL,
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10.

11.

12.
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z ¢ehoz pro moment hybnosti mame

L= Loe "/m,

Sila pisobici na ¢lun je

d
F = md—: = —2mc? (t; — t) = —2meV/o.

. Pohybova rovnice pro plachetnici je mo = —kv. Podle vysledkt ptfikladu 3

je brzdna draha x = muq /k, z ¢ehoz dostavame velikost po¢ateéni odporové
sily Fo = mv2/z = 100N.

. Vztah piimo ovéfime s pouzitim vysledkd prikladu 1.

. Umistéme si mezi deskami mysleny kvadr s rozméry Az, Ay, 2r. Jeho

stény Az x Ay jsou rovnobéiné s deskami. Na tento kvadr pusobi sila
tlakového gradientu a odporové sila. Z rovnovahy téchto sil dostavame v =
=k (D*-r?)/2n.

2ho oK

(00 — oK) g
b) Pouzijeme vysledku tlohy 5 s paraSutistou. Tamni konstanty jsou zde
g~ (ov/ox—1)g, k ~3Co,/8ror a vy = 0. Ze vztahu pro drdhu vyjadiime
¢as a po dosazeni dostaneme

1 kho +1n 2
t=——=1 kho—\/ 2kho — 1) v —2 T % _ 445,
T n(e e ) '_kg 28,

kde prostiedni pfiblizna rovnost plati diky tomu, ze e*?° > 1.

a)t= =1,3s.

Presné teseni je
2
mims —m
m=————2_ =848 g.
mi + ms — 2ms

Po linearizaci dostaneme

2
m = W =8,53g.

Odchylka je zanedbatelna.

Pohybova rovnice kyvadla je

6
G+ To+ 0 =,
l ml



13.

14.

15.

Protoze thlova frekvence harmonickych kmiti w = \/g_/l =4,457" je mensi
nez soucinitel tlumeni § = 37rn/ml = 5,65~ ! bude kyvadlo konat aperi-
odicky pohyb. Diky nulové pocatec¢ni rychlosti se kyvadlo bude pomalu
vracet do rovnovazné polohy, ale nikdy ji nedosdhne.

Vyuzijeme toho, ze mechanicka energie je tmérna ctverci amplitudy. Za
dany cas tedy amplituda klesne na polovinu. Periodu kyvadla mizeme
vzhledem ke slabému tlumeni vyjadfit jako T' =~ 2m4/l/g a logaritmicky
dekrement utlumu je pak

A 2T IHQ\ﬁ = 0,0020.
t g

a) Vzestupnd rychlost vzduchu v mraku musi mit velikost v = 29gr?/9 =
=1,27-10"2m-s 1.
b) V mraku bude kapicka klesat rychlosti v; = 3v = 3,82 1072 m-=s~'.
Ve velké vzdalenosti od mraku rychlost kapicky vzroste na v, = 4dv =
=5,09-10"2m-s"!.

do\4
Qv = Qv <d—2> =20 ml-s™!.
1
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