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ÚvodV dynamice hmotných bodù vycházíme z pohybových rovnic, které získámeaplikací 2. pohybového zákona. Jsou to diferenciální rovnice, jejich¾ øe¹enívìt¹inou klade velké nároky na znalost matematické analýzy. To donedávnaznaènì omezovalo mo¾nosti výkladu dynamiky na støední ¹kole, kde jsou ob-vykle podrobnì probrány jen pohyby s konstantním zrychlením, rovnomìrnýa rovnomìrnì zrychlený pohyb po kru¾nici a netlumené harmonické kmitánípru¾inového oscilátoru.Roz¹íøením výpoèetní techniky do ¹kol a zavedením pøedmìtu informatikavznikly zcela nové podmínky i pro výuku fyziky. V dynamice soustav hmotnýchbodù je to zejména mo¾nost vyu¾ití numerických metod øe¹ení obyèejných dife-renciálních rovnic. I nejjednodu¹¹í z tìchto metod, které vy¾adují jen základníznalosti programování, poskytují pøi øe¹ení dynamických úloh výsledky, kterédobøe vystihují prùbìhy reálných dìjù a umo¾òují jejich gra�cké modelování.Pøi výpoètech dynamických modelù vystaèíme v nouzi s programovatelnýmkalkulátorem. Vìt¹í komfort ov¹em poskytuje poèítaè PC s mo¾ností gra�ckéhovýstupu na obrazovku a tiskárnu. Pro usnadnìní práce byly vyvinuty rùznéprogramovací prostøedky, které automaticky vykonávají rutinní práce spojenés pøípravou programu a s vytváøením tabulek nebo grafù, tak¾e u¾ivatel se mù¾eplnì soustøedit na øe¹ení fyzikálního problému. U nás je to zejména výpoèetní,modelovací a demonstraèní systém FAMULUS 3.5 L. Dvoøáka a kol., kterývznikl na MFF UK v Praze a na ¹koly je roz¹iøován �rmou FAMULUS Etc. 1)Pøesnost matematického modelu fyzikálního dìje a rychlost výpoètu jsouznaènì závislé na pou¾ité numerické metodì. Tento studijní text podává pøe-hled nejroz¹íøenìj¹ích metod a porovnává jejich pøesnost a rychlost na modelechnìkterých jednoduchých pohybù. Jsou to: volný pád s odporem prostøedí, me-chanické kmity (netlumené, tlumené a vynucené) a pohyb dru¾ice v radiálnímgravitaèním poli. Dále se v textu setkáme s modelováním pohybu izolovanésoustavy hmotných bodù a s modelováním pohybu kyvadla.Vìt¹ina ukázek byla pøipravena v systému FAMULUS, dvì alternativníukázky jsou v Pascalu a Excelu. Pro zájemce jsou na internetové adresewww.vsp.cz/pdf/fakulta/fyzika/olympid/index.htmk dispozici programy z tohoto textu a nìkolik dal¹ích doplòkových programùve Famulu.
1) V souèasné dobì je pøipravována verze pro Windows NT.3



1 Pohybové rovnice a jejich øe¹eníAplikací druhého pohybového zákona ve tvaruF = ma = md2rdt2na konkrétní pøípad pohybu hmotného bodu v inerciální vzta¾né soustavì do-stáváme pohybovou rovnici tohoto pohybu. Síla, která pùsobí na hmotný bod,se mù¾e obecnì mìnit v závislosti na èase, na poloze hmotného bodu a na jehorychlosti. Pøi øe¹ení fyzikálních úloh se nejèastìji setkáme s tìmito typy sil:1. síla tíhová v homogenním tíhovém poliF = mg ;2. síla gravitaèní v radiálním gravitaèním poli centrálního tìlesa s velkou hmot-ností (M � m) F = �{Mmr3 r ;(Poèátek vzta¾né soustavy volíme ve støedu centrálního tìlesa.)3. síla elastická pøi vychýlení hmotného bodu z rovnová¾né polohyF = �k:r :(Poèátek vzta¾né soustavy volíme v rovnová¾né poloze hmotného bodu.)K tìmto konzervativním silám pak pøistupují rùzné disipativní síly. Zvlá¹tì:4. síla odporu viskózního prostøedí pøi pomalých pohybechF = �k�lv = �Bv ; (Stokesùv vzorec)5. síla vírového odporu prostøedí pøi rychlej¹ích pohybechF = �12CS�vv = �Kvv : (Newtonùv vzorec)Z èasovì promìnných sil uveïme alespoò6. harmonicky se mìnící sílu F = Fm sin
t ;se kterou se setkáme pøi studiu nucených kmitù.4



Rozepsáním pohybové rovnice na jednotlivé souøadnice dostaneme pro po-hyb v trojrozmìrném prostoru tøi rovnicemax = md2xdt2 = Fx = Fx(t; x; y; z; vx; vy; vz);may = md2ydt2 = Fy = Fy(t; x; y; z; vx; vy; vz);maz = md2zdt2 = Fz = Fz(t; x; y; z; vx; vy; vz):Ve speciálních pøípadech pohybu po pøímce nebo pohybu v rovinì mù¾eme pøivhodné volbì vzta¾né soustavy zredukovat poèet rovnic na jednu nebo dvì.Dal¹í zjednodu¹ení nastane, pokud síla závisí jen na nìkterém z uvedenýchparametrù, nebo je konstantní.Známe-li poèáteèní polohu hmotného bodu, jeho poèáteèní rychlost a po-hybovou rovnici, mù¾eme urèit prùbìh pohybu, tj. stanovit, jak závisí polohahmotného bodu a jeho okam¾itá rychlost na èase. Pøi modelování pohybuhmotného bodu jde o to, abychom k urèité posloupnosti èasù ftig stanoviliposloupnost pøíslu¹ných polohových vektorù fr (ti)g, pøípadnì i posloupnostokam¾itých rychlostí fv (ti)g. Získané posloupnosti pak dále vyu¾íváme pøi gra-�ckém znázornìní pohybu, kdy buï zobrazujeme v urèitém mìøítku vzta¾nousoustavu a jednotlivé polohy hmotného bodu, nebo sestrojujeme grafy znázor-òující, jak se mìní v závislosti na èase souøadnice polohového vektoru, pøípadnìi vektorù rychlosti a zrychlení, nebo jejich velikosti.Posloupnost ftig volíme nejèastìji jako posloupnost aritmetickou s konstant-ním èasovým krokem h = ti+1 � ti :Naznaèený úkol mù¾eme øe¹it na poèítaèi dvìma metodami, analytickounebo numerickou.1.1 Analytická metodaAnalytická metoda spoèívá v tom, ¾e nejprve vyøe¹íme pohybovou rovnici po-mocí prostøedkù matematické analýzy, tj. nalezneme explicitní funkce r = r (t),v = v (t), které jsou øe¹ením pohybové rovnice, a postupným dosazováním èlenùz posloupnosti ftig do funkèních vzorcù vypoèítáme jednotlivé èleny posloup-ností fr (ti)g, fv (ti)g.Analytická metoda je nároèná na matematické znalosti a na støední ¹koleji vyu¾ijeme jen v nejjednodu¹¹ích pøípadech. Pøedností analytické metody je,¾e pøi ní nacházíme vztahy, pomocí kterých mù¾eme z poèáteèních podmíneka koe�cientù pohybové rovnice urèit rùzné vlastnosti trajektorie, dobu trvánídìje, pøípadnì jeho periodu. Mù¾eme napøíklad urèit dálku a dobu vrhu, dobu5



obìhu a velikosti poloos trajektorie pøi pohybu dru¾ice, amplitudu a periodukmitù oscilátoru aj. To umo¾òuje na rozdíl od numerických metod pøedem volitpoèáteèní podmínky tak, aby prùbìh dìje mìl urèité po¾adované vlastnosti.zadání pohybové rovnicea poèáteèních podmínekanalytické øe¹enípohybové rovnicevýpoèet èlenù posloupnostífr (ti)g; fv (ti)ggra�cké zpracování
postupný numerický výpoèetèlenù posloupností frig; fviggra�cké zpracování�Porovnání analytické a numerické metody øe¹ení pohybové rovnice1.2 Numerická metodaNumerické metody pøibli¾ného øe¹ení pohybových rovnic s danými poèáteènímipodmínkami jsou zalo¾eny na pou¾ití rekurentních vzorcù vyjadøujících pomocífunkce a = a (t; v ; r )co nejpøesnìji vztahy mezi sousedními èleny posloupností fr (ti)g a fv (ti)g.Cílem numerického øe¹ení je nalezení posloupnostífrig = r0; r1; r2; r3; : : : ;fvig = v0; v1; v2; v3; : : : ;které by se co nejvíce pøibli¾ovaly k pøesnému øe¹ení úlohy, tj. k posloupnostemfr (ti)g, fv (ti)g získaným analytickým øe¹ením úlohy.Velkou výhodou numerických pøibli¾ných metod øe¹ení pohybových rovnicje jejich univerzálnost, tedy nezávislost poèetního postupu na typu funkce a =a (t; v ; r ). Jednoduché i slo¾itìj¹í pohybové úlohy øe¹íme stejným zpùsobembez znalostí matematické analýzy. Existuje velké mno¾ství metod numerickéhoøe¹ení pohybových rovnic, které se li¹í svou slo¾itostí a pøesností. U v¹ech platí,6



¾e chyba metody výpoètu se zmen¹uje pøi zmen¹ování èasového kroku h. K nív¹ak pøi výpoètu na poèítaèi pøistupuje chyba zaokrouhlovací daná pøesnostízobrazení èísel v poèítaèi | ta naopak pøi zmen¹ování h roste.2 Elementární metody numerického øe¹ení po-hybových rovnicSpolu s pohybovou rovnicí upravenou na tvara = F (t; v ; r )m = a (t; v ; r ) (1)budeme pøi vytváøení posloupností fvig, frig elementárními metodami pou¾ívatrekurentní vztahy vi+1 = vi + ah ; (2)ri+1 = ri + vh : (3)ti+1 = ti + h ; (4)Vztahy (1) a¾ (4) musíme pøi numerickém výpoètu opakovanì pou¾ít v urèitémpøedem zvoleném poøadí, pøièem¾ (1) musí pøedcházet (2) a vztah (4) obvykleøadíme jako poslední. Máme tedy tøi mo¾nosti uspoøádání výpoètu, které podlepoøadí krokù v programovém cyklu oznaèíme zkratkami ARV, AVR a RAV(A: : : výpoèet zrychlení, V: : : výpoèet zmìny rychlosti, R: : : výpoèet zmìny po-lohy). Postup výpoètu pøi pou¾ití jednotlivých metod je pøehlednì zapsán v ná-sledující tabulce:ARV AVR RAVai = a (ti; vi; ri) ai = a (ti; vi; ri) ri+1 = ri + vihri+1 = ri + vih vi+1 = vi + aih a = a (ti; vi; ri+1)vi+1 = vi + aih ri+1 = ri + vi+1h vi+1 = vi + ahti+1 = ti + h ti+1 = ti + h ti+1 = ti + hMetody ARV a RAV se li¹í, pouze kdy¾ zrychlení hmotného bodu závisí najeho poloze. Napøíklad pøi studiu pohybu v homogenním tíhovém poli dávajíobì metody stejný výsledek.Poznámka: Podobné jednoduché metody bývají v uèebnicích numerické mate-matiky oznaèovány jako þEulerova metodaÿ.
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Pøíklad 1Modelujte volný pád tìlesa z vý¹ky 100 m s pøihlédnutím k odporu vzduchu.Pøedpokládejte, ¾e velikost odporové síly se øídí Newtonovým vztahemFo = 12CS%v2 = Kv2a ¾e mezní rychlost pádu, pøi které platí Fo = FG , je vm = 20;0 m �s�1 .Poèítejte s tíhovým zrychlením g = 9;8 m�s�2.Øe¹eníPoèátek O vzta¾né soustavy zvolíme v místì dopadu tìlesa, kladnou poloosu yorientujeme smìrem vzhùru. Pohyb bude probíhat po ose y v záporném smyslu.Na padající tìleso pùsobí výsledná sílaF = FG + Fo o souøadnicích Fy = �mg +Kv2; Fx = Fz = 0 :Pohybovou rovnici mù¾eme upravit na tvaray = Fym = �g + Kmv2 = �g + Lv2 ; ax = az = 0 :Koe�cient L urèíme z mezní rychlosti a tíhového zrychlení. Platíg = Lv2m ; L = gv2m ; pro dané hodnoty L = 0;0245 m�1 :Pro vìt¹í pøehlednost a zjednodu¹ení zápisu bude úèelné pracovat v modelechs velikostí rychlosti v = �vy a s velikostí zrychlení a = �ay = g � Lv2.V následujících ukázkách pou¾ijeme pro modelování pádu metodu ARVs èasovým krokem h = 0;1 s. Poèítaèový model mù¾eme vytvoøit v rùznýchprogramovacích prostøedích. Spokojíme-li se s tabulkou vypoèítaných hodnot,mù¾eme napø. pou¾ít jednoduchý program v jazyce Pascal:program pad;const g=9.8; L=0.0245; h=0.1;var y,a,v,t:real; i:integer;beginy:=100; v:=0; t:=0; i:=0;repeat a:=g-L*sqr(v);y:=y-v*h;v:=v+a*h;t:=t+h;
writeln (t:15:2,y:15:3,v:15:3);inc (i);if i=24 then begin i:=0;readlnend;until y<0; readln;end.8



Po spu¹tìní programu se na obrazovce objeví prvních 24 øádkù tabulkys hodnotami ti; yi; vi a po ka¾dém stisku klávesy Enter pokraèování tabulky.Výpoèet ukonèíme, kdy¾ dojdeme k první záporné hodnotì yi. Dobu pádu arychlost dopadu mù¾eme dopoèítat lineární interpolací hodnot, které pøeètemev posledním øádku s kladnou hodnotou a v prvním øádku se zápornou hodno-tou yi: ... ... ...6.40 0.628 19.9426.50 -1.366 19.947... ... ...Chceme-li model doplnit grafy a výpoètem koneèných hodnot èasu a rych-losti jako na následujícím obrázku, délka programu v Pascalu se nìkolikrátzvìt¹í a samotný algoritmus metody ARV pøedstavuje jen jeho nepatrnou èást(pøíloha A).
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Mnohem jednodu¹eji se vypoøádáme s tímté¾ úkolem v systému Famulus.V editoru Famula napí¹eme do pøedepsané ¹ablony kratièký program obsahujícíkoe�cienty pohybové rovnice, èasový krok, poèáteèní podmínky a algoritmusvýpoètu èlenù posloupností frig a fvig:Volný pád ve vzduchu z~vý¹ky 100 m. Metoda ARV- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -g=9.8; L=0.0245; h=0.1- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -y=100; v=0; t=0- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -a=g-L*v^2; y=y-v*h; v=v+a*h; t=t+h ! Metoda ARV= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =Programováním gra�ckých procedur a výpisu tabulek se nemusíme zabývat.V hlavním menu jen zvolíme parametry tabulky a grafù a jejich umístìní naobrazovce. Po spu¹tìní výpoètu se cyklicky opakuje èást programu oznaèenájako model, která obsahuje algoritmus výpoètu (v tomto pøípadì algoritmusmetody ARV). Vypoètené hodnoty se postupnì zapisují do tabulky a vyná¹ejído grafù. Po zaplnìní èásti tabulky na obrazovce se výpoèet pøeru¹í a znovupokraèuje po stisknutí mezerníku. Výpoèet ukonèíme, kdy¾ se v tabulce objevízáporné hodnoty souøadnice y. Takto vypadá koneèný vzhled obrazovky:
���������	
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Program ve Famulu mù¾eme samozøejmì dále vylep¹ovat. Chceme-li, abyse vykreslily i zaèátky grafù a aby model byl ukonèen v okam¾iku dopadu,provedeme následující doplnìní a koneèný vzhled obrazovky se zmìní:Volný pád ve vzduchu z~vý¹ky 100 m. Metoda ARV- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -g=9.8; L=0.0245; h=0.1- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -y=100; v=0; t=0DISP- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -a=g-L*v^2; y=y-v*h; v=v+a*h; t=t+h ! Metoda ARVIF y<0 THENt=t+y/v; v=v+a*y/v; y=0 ! Nalezení èasu a rychlosti dopaduDISP ! lineární interpolacíSTOP END= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =
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Kdo nemá k dispozici Famulus a neovládá Pascal, mù¾e k modelování po-hybù pou¾ít v¹udypøítomný tabulkový kalkulátor Excel od �rmy Microsoft.Na¹i úlohu vyøe¹íme následujícím zpùsobem:a) Do bunìk A5, B5 a C5 vlo¾íme konstanty pohybové rovnice a èasový krok.b) Do bunìk A8, B8 a C8 vlo¾íme poèáteèní hodnoty velièin.c) Do bunìk A9, B9, C9 a D9 vzorce, které tvoøí algoritmus metody ARV:(Adresy bunìk s $ jsou absolutní, bez $ relativní.1)Buòka Vzorec VýznamA9 =A8+C5 ti+1 = ti + hB9 =B8-C8*$C$5 yi+1 = yi � vihC9 =C8+D9*$C$5 vi+1 = vi + ai � hD9 =$A$5-$B$5*C8^2 ai = g � Lv2i
������������������������������d) Vybereme oblast vzorcù (tj. oblast A9:D9) a kurzor pøemístíme do pravéhodolního rohu buòky D9, kde se zmìní ve vyplòovací táhlo, které má podobuèerného køí¾ku. Stiskneme levé tlaèítko my¹i a vyplòovací táhlo posouvámedolù. Tím se vzorce z bunìk A9 a¾ D9 kopírují do bunìk v následujících øád-1) Lze také buòky A5, B5, C5 pojmenovat (Vlo¾it!Název!De�novat) a ve vzorcíchpou¾ít tyto názvy (napø. g; L; h). 12



cích, pøièem¾ absolutní adresy se zachovávají a relativní adresy se mìní. Pouvolnìní tlaèítka my¹i se zabraná oblast zaplní výsledky výpoètù. Zkontro-lujeme poslední øádek, a pokud není hodnota souøadnice y záporná, stisk-neme opìt levé tlaèítko my¹i a pokraèujeme v automatickém vyplòovánítabulky, a¾ je podmínka splnìna. Pøi èasovém kroku 0;1 s to nastane na 73.øádku:
���������������	
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������������e) Spustíme Prùvodce grafem a obvyklým zpùsobem k tabulce vytvoøíme graf:
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Tøi modely volného pádu, které jsme právì vytvoøili, jsou prakticky shodné.Vyèteme z nich, ¾e tìleso spadne pøibli¾nì za 6;4 s a témìø dosáhne meznírychlosti 20 m�s�1. Nejménì pracný byl model v systému Famulus, ve kterémproto provedeme i v¹echny zbývající ukázky.Pøíklad 2Modelujte kmity mechanického oscilátoru tvoøeného pru¾inou o tuhosti k, nakteré je zavì¹eno záva¾í o hmotnosti m. Záva¾í vychýlíme z rovnová¾né polohydo vý¹ky y0 a v èase t = 0 uvolníme.Úlohu øe¹te pro hodnoty k = 50 N �m�1; m = 2;0 kg; y0 = 10 cm:Øe¹eníTentokrát pou¾ijeme metodu AVR s èasovým krokem h = 0;02 s. Pohybovourovnici kmitù upravíme:Fy = may = �ky ; ay = � kmy :V programu zavedeme promìnné v a a jako èíselné hodnoty souøadnic rych-losti a zrychlení | nabývají støídavì záporných a kladných hodnot. Z modeluvidíme, ¾e oscilátor harmonicky kmitá s periodou pøibli¾nì 1;26 s.Mechanický oscilátor. Metoda AVR- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -k=50; m=2; h=0.02- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -y=0.1; v=0; t=0DISP- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -a=-(k/m)*y; v=v+a*h; y=y+v*h; t=t+h ! Metoda AVR= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =
���������	
�14



Pøíklad 3Ve vzta¾né soustavì s poèátkem ve støedu Zemì modelujte pohyb dru¾ice, kterámá perigeum ve vzdálenosti 6 700 km od zemského støedu a její rychlost máv perigeu velikost 9 000 m�s�1. Hmotnost Zemì M = 6;0 � 1024 kg, gravitaèníkonstanta { = 6;67 � 10�11 N �m2 � kg�2.Vzta¾nou soustavu pova¾ujte za inerciální.Øe¹eníVzta¾nou soustavu orientujeme tak, ¾e perigeum se nachází na kladné poloose y.Pohybovou rovnici upravíme a rozepí¹eme podle souøadnic:F = ma = �{Mmr3 r ; a = �{Mr3 r ; ax = �{Mr3 x ; ay = �{Mr3 y :Pou¾ijeme metodu RAV s èasovým krokem 60 s. Program doplníme podmí-nìnými pøíkazy, které ukonèí výpoèet po prvním obìhu dru¾ice a spustí výpoèetkoneèné polohy a doby obìhu.Z modelu vidíme, ¾e dru¾ice se pohybuje po eliptické trajektorii s apogeemve vzdálenosti pøibli¾nì 14 000 km od zemského støedu a dopoèítaná doba obìhuje 10 589 s.Dru¾ice Zemì - metoda RAV- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -m=6e24 ! hmotnost Zemìkm=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemì vynásobená gravitaèní konstantouh=60- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -t=0; x=0; y=6.7e6; vx=9000; vy=0; c=0DISPSetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.38e6,6.38e6) ! Vykreslení Zemì- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -xr=xx=x+vx*h; y=y+vy*h !f=-km/(x^2+y^2)^1.5 !ax=f*x; ay=f*y ! Metoda RAVvx=vx+h*ax; vy=vy+h*ay !t=t+h !IF sgn(x)<>sgn(xr) THEN c=c+1 END ! Ukonèení prvního obìhu,IF x>0 AND c=3 THEN ! urèení doby obìhut=t-x/vx; y=y-vy*x/vx+ay*x^2/vx^2/2; x=0 ! a koneèné polohyDISPWRITE Graph,"T = ",t:7:1,"s" 15



STOP END= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =
���������	
��
����
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3 Porovnání modelù vytvoøenýchelementárními metodami s pøesnýmøe¹ením pohybových rovnicV pøedcházejících ukázkách jsme studovali dìje, jejich¾ pohybové rovnice do-vedeme øe¹it analyticky. To nám umo¾òuje porovnat èleny posloupnosti frigzískané algebraickou metodou s èleny posloupnosti fr (ti)g získané pøesným vý-poètem.Pro volný pád ve vzduchu byly ve studijním textu [9] odvozeny vztahyv = vm etpLg � e�tpLgetpLg + e�tpLg = vmtgh(tpLg) ;y = y0 � vmpLg ln etpLg + e�tpLg2 = y0 � vmpLg ln cosh(tpLg) :Na následujícím obrázku vidíme gra�cké modely volného pádu vytvoøenémetodami ARV a AVR pøi èasovém kroku h = 0;1 s doplnìné o body, kterýmiby procházel pøesný graf získaný analytickou metodou. (Metoda RAV by dalastejný výsledek jako metoda ARV, proto¾e a u tohoto dìje nezávisí na r .)
���������	
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Oba modely dobøe vystihují studovaný dìj a po dostateèném zmen¹ení èaso-vého kroku by se prakticky shodovaly s pøesným prùbìhem dìje. Metoda ARVje zde o nìco pøesnìj¹í ne¾ metoda AVR.Kmity mechanického oscilátoru modelované v pøíkladu 2 jsou popsányvztahem y = y0 cos!t = y0 cos s km � t!a mají periodu T = 2�rmk ; pro dané hodnoty T := 1;257 s :Na následujícím obrázku jsou jejich gra�cké modely vytvoøené metodamiARV, AVR i RAV s èasovým krokem h = 0;05 s a teèkami je opìt naznaèenprùbìh pøesného grafu.
���������	
��
����Zde se osvìdèuje metoda AVR | model nepatrnì pøedbíhá reálný dìj |a metoda RAV | model je nepatrnì opo¾dìn. Zmen¹ováním èasového krokubychom u obou metod rychle dosáhli uspokojivé pøesnosti. Metoda ARV sejeví jako nevyhovující | ampituda kmitù modelu v rozporu se skuteèností na-rùstá a tento nedostatek by se nezanedbatelnì projevoval i pøi mnohem men¹ímèasovém kroku.Pohyb umìlé dru¾ice Zemì z pøíkladu 3 se øídí Keplerovými zákony Dru¾icese pohybuje po eliptické trajektorii s ohniskem ve støedu Zemì, její¾ poloosymají délky a = y02� v20y0{M ; b =pa2 � (a� yO)2 :18



Doba obìhu je T = 2�aby0v0 :Program, který vytváøí model pohybu dru¾ice, poèítá s danými hodnotami{ = 6;67 � 10�11 N � m2 � kg�2; M = 6;0 � 1024 kg; v0 = 9000 m � s�1 ay0 = 6;7 � 106 m; jako s pøesnými èísly, mìl by tedy dojít k nezaokrouhlenýmvýsledkùma = 10 404 889 m ; b = 9722 937 m ; T = 10 541; 4 s :Pøesnost pou¾ité metody mù¾eme posoudit podle odchylek tìchto èíselnýchhodnot od hodnot urèených z modelu.Na následujícím obrázku jsou modely trajektorie dru¾ice vytvoøené meto-dami ARV, AVR a RAV a polohy dru¾ice na pøesném modelu trajektorie jsouvyznaèeny teèkami. Pøesná poloha dru¾ice v èase ti od prùchodu perigeem sedá vypoèítat øe¹ením Keplerovy rovnice. Postup je podrobnì vysvìtlen ve stu-dijním textu [10].
���������	
��
��Modely vytvoøené metodami AVR a RAV mají pøibli¾nì správný eliptickýtvar, jsou jen vzhledem ke správné poloze ponìkud pootoèeny okolo ohniska. Pøimnohonásobném obìhu by se toto pootoèení zvolna mìnilo. Také doba obìhuurèená z tìchto modelù (viz pø. 3) zhruba odpovídá skuteèné hodnotì, od které19



se li¹í o 48 s. Zmen¹ením èasového kroku bychom mohli tyto modely v potøebnémíøe upøesnit. Metoda ARV se podobnì jako pøi modelování kmitù neosvìdèila| trajektorie se modeluje jako stále se zvìt¹ující spirála a tento nedostatekúplnì neodstraníme ani pøi mnohonásobném zmen¹ení èasového kroku.Z pøedcházejících ukázek je zøejmé, ¾e elementární metody modelování po-hybù dávají dostateènì pøesné výsledky, jen pokud zvolíme velmi malý èasovýkrok v porovnání s celkovou modelovanou dobou. Musíme tedy provést znaènémno¾ství výpoètù, co¾ klade nároky na strojový èas poèítaèe. Proto byly hle-dány metody, které jsou sice ponìkud slo¾itìj¹í, ale pøi stejném èasovém krokumnohonásobnì pøesnìj¹í. S nìkterými z nich se seznámíme.

20



4 Pøesnìj¹í metody4.1 Zlep¹ení metody RAV { metoda FeynmanovaFeynmanova metoda pracuje s posloupnostífvi+0;5g = v0;5; v1;5; : : : ;tedy s posloupností pøibli¾ných rychlostí v èasech0;5h; 1;5h; 2;5h; : : : :První èlen této posloupnosti urèíme ze vztahuv0;5 = v0 + a0h=2 :Pokud zrychlení hmotného bodu závisí jen na jeho poloze (harmonický po-hyb, pohyb dru¾ice) a pokud nás nezajímá posloupnost fvig, je dal¹í postuppodobný jako v metodì RAV. Pou¾ijeme cyklusri+1 = ri + vi+0;5h ;ai+1 = a (ri+1) ;vi+1;5 = vi+0;5 + ai+1h :Poznámka: V této podobì je Feynmanova metoda popsána v prvním dílu þFey-nmanových pøedná¹ek z fyzikyÿ. V uèebnicích numerické matematiky se s ná-zvem þFeynmanova metodaÿ nesetkáte.Chceme-li pou¾ít Feynmanovu metodu v pøíkladu 3, staèí v programu prometodu RAV dopsat na konec úseku poèáteèní hodnoty dopsat tøi øádkypomocného výpoètu: ...- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -t=0; x=0; y=6.7e6; vx=9000; vy=0; c=0SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.38e6,6.38e6)DISPf=-km/(x^2+y^2)^1.5 ! Pomocný výpoèet metody FEYax=f*x; ay=f*yvx=vx+ax*h/2; vy=vy+ay*h/2- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -xr=xx=x+vx*h; y=y+vy*h !f=-km/(x^2+y^2)^1.5 !ax=f*x; ay=f*y ! Metoda RAVvx=vx+h*ax; vy=vy+h*ay !t=t+h ! ...21



a dostaneme následující výsledek:
���������	
��
����Model trajektorie u¾ není pootoèen jako pøi pou¾ití metody RAV a takédoba obìhu je vypoèítána podstatnì pøesnìji | od skuteèné se li¹í jen o 18 s.Dosáhli jsme tedy podstatného zlep¹ení témìø bez prodlou¾ení výpoètu.Jestli¾e zrychlení hmotného bodu závisí i na jeho rychlosti, pøípadnì i naèase, je cyklus nutno zmìnit nari+1 = ri + vi+0;5h ;vi+1 = vi+0;5 + aih=2 ;ti+1 = ti + h ;ai+1 = a (ti+1; vi+1; ri+1) ;vi+1;5 = vi+0;5 + ai+1h :Feynmanova metoda jako první z uvedených je schopna zcela pøesnì mode-lovat pohyby s konstantním zrychlením. V tomto pøípadì vede toti¾ k obecnýmvztahùm vi = v0 + a0ih ;ri = r0 + v0ih+ a0(ih)2=2 :4.2 Upravená metoda ARVTaké metodu ARV je mo¾no upravit tak, aby dávala pøesné výsledky pøi mo-delování pohybù s konstantním zrychlením. Staèí upravit rekurentní vztah prori+1 podle kinematických zákonù rovnomìrnì zrychleného pohybu. Dostávámetak upravenou metodu ARVU s cyklem 1, 3�, 2, 4:22



ai = a (ti; vi; ri) ;ri+1 = ri + vih+ aih2=2 ; (3�)vi+1 = vi + aih ;ti+1 = ti + h :Chceme-li pou¾ít metodu ARVU pøi øe¹ení pøíkladu 3, staèí v programuvýpoètu zmìnit algoritmus metody: ...- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -xr=xf=-km/(x^2+y^2)^1.5 !ax=f*x; ay=f*y !x=x+vx*h+ax*h^2/2; y=y+vy*h+ay*h^2/2 ! Metoda ARVUvx=vx+h*ax; vy=vy+h*ay !t=t+h !...a dostaneme následující výsledek, se kterým v¹ak nebudeme pøíli¹ spokojeni:
���������	
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����Metoda ARVU se hodí pro modelování pohybù hmotného bodu s konstant-ním zrychlením | napø. volného pádu a vrhù ve vakuu. Ve vìt¹inì ostatníchpøípadu nevede, i pøes urèité zlep¹ení oproti metodì ARV, k uspokojivým vý-sledkùm, pokud nezvolíme neúnosnì malý èasový krok. Budeme v¹ak z ní vy-cházet pøi popisu mnohem úspì¹nìj¹ích metod Rungových{Kuttových.
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4.3 Metody Rungovy{KuttovyZrychlení hmotného bodu se bìhem èasového kroku mìní. Proto nejprve upra-venou metodou ARV pøibli¾nì urèíme polohu a rychlost hmotného bodu v nì-kolika okam¾icích t�1; t�2; : : : ; t�sz intervalu hti; ti+1i a vypoèítáme pøíslu¹ná zrychleník1; k2; : : : ; ks :Pøi ka¾dém z tìchto þpokusùÿ, kromì prvního, vyu¾ijeme zku¹enosti z þpo-kusuÿ pøedcházejícího. Vhodnou kombinaci zji¹tìných zrychlení pak pou¾ijemeve výsledných rekurentních vztazích, které jsou podobné jako v upravené me-todì ARV.Rungova{Kuttova metoda 2. øáduOptimální volba je t�1 = ti; t�2 = ti + 2h=3. Cyklus výpoètu popisují vztahy:k1 = ai ;k2 = a (ti + 2h=3; vi + k12h=3; ri + vi2h=3 + k12h2=9) ;ri+1 = ri + vih+ (k1 + k2)h2=4 ;vi+1 = vi + (k1 + 3k2)h=4 ;ti+1 = ti + h :(Hodnoty kombinaèních koe�cientù jsou odvozeny v pøíloze C.)Rungova{Kuttova metoda 3. øáduOptimální volba je: t�1 = ti; t�2 = ti + h=2; t�3 = ti + 3h=4. Cyklus výpoètupopisují vztahy: k1 = ai ;k2 = a (ti + h=2; vi + k1h=2; ri + vih=2 + k1h2=8) ;k3 = a (ti + 3h=4; vi + k23h=4; ri + vi3h=4 + k29h2=32) ;ri+1 = ri + vih+ (k1 + 2k2)h2=6 ;vi+1 = vi + (2k1 + 3k2 + 4k3)h=9 ;ti+1 = ti + h :Rungova{Kuttova metoda 4. øáduje nejpou¾ívanìj¹í z Rungových{Kuttových metod. Cyklus výpoètu popisujívztahy: k1 = ai ;k2 = a (ti + h=2; vi + k1h=2; ri + vih=2 + k1h2=8) ;24



k3 = a (ti + h=2; vi + k2h=2; ri + vih=2 + k2h2=8) ;k4 = a (ti + h; vi + k3h; ri + vih+ k3h2=2) ;ri+1 = ri + vih+ (k1 + k2 + k3)h2=6 ;vi+1 = vi + (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h=6 ;ti+1 = ti + h :Vra»me se opìt k pøíkladu 3. Chceme-li jej vyøe¹it Rungovou{Kuttovoumetodou druhého øádu, pou¾ijeme algoritmus...- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -xr=x; yr=y; vxr=vx; vyr=vy !f=-km/(x^2+y^2)^1.5 !ax=f*x; ay=f*y !kx=ax; ky=ay !x=xr+vxr*h*2/3+ax*h^2*2/9; vx=vxr+ax*h*2/3; !y=yr+vyr*h*2/3+ay*h^2*2/9; vy=vyr+ay*h*2/3; ! Metoda RK2f=-km/(x^2+y^2)^1.5 !ax=f*x; ay=f*y !x=xr+vxr*h+(kx+ax)*h^2/4; vx=vxr+(kx+3*ax)*h/4; !y=yr+vyr*h+(ky+ay)*h^2/4; vy=vyr+(ky+3*ay)*h/4; !t=t+h !...a dostaneme výsledek, který uspokojí i nároèné øe¹itele. Chyba v urèení dobyobìhu je men¹í ne¾ 1 s:
���������	
��
����Modely vytvoøené Rungovými{Kuttovými metodami 3. a 4. øádu by byly je¹tìpøesnìj¹í. 25



Z pøedcházející ukázky je zøejmé, ¾e Rungovy{Kuttovymetody (hlavnì RK3a RK4) jsou mnohem pøesnìj¹í ne¾ pøedcházející (vèetnì metody Feynmanovy).Jsou v¹ak ponìkud slo¾itìj¹í, a proto pøi stejném èasovém kroku nároènìj¹í nastrojový èas poèítaèe. Dáme jim pøednost zejména tehdy, kdy¾ pro získánínázorného gra�ckého modelu vystaèíme s men¹ím poètem bodù a chceme i pøivìt¹ím èasovém kroku dosáhnout dobré numerické pøesnosti. Taková situacenastává pøi modelování pohybù kosmických tìles. Naproti tomu pøi modelováníkmitavých dìjù, kde pro získání hledaných prùbìhù potøebujeme velký poèetgra�ckých bodù, volíme èasový krok men¹í ne¾ jedna dvacetina periody a pakdosáhneme uspokojivé pøesnosti i pøi pou¾ití elementárních metod ARV neboRAV.Programy pro øe¹ení diferenciálních rovnic Rungovými{Kuttovými meto-dami bývají souèástí knihoven matematických programù. Taková knihovna senachází i v systému Famulus.5 Modelování pohybù izolované soustavyhmotných bodùPohyb izolované soustavy N hmotných bodù v inerciální vzta¾né soustavì jeurèen soustavou 3N diferenciálních pohybových rovnicmi d2xidt2 = Fix ;mi d2yidt2 = Fiy ;mi d2zidt2 = Fiz ; i = 1; 2; : : : ; N;poèáteèními polohami a rychlostmi v¹ech bodù.Postup pøi numerickém øe¹ení soustavy pohybových rovnic pomocí poèítaèeje stejný jako pøi øe¹ení jedné pohybové rovnice. Úlohu mù¾eme chápat jakohledání jednoho polohového vektoru s 3N souøadnicemix1; y1; z1; x2; y2; z2; : : : ; xN ; yN ; zNa jediného vektoru rychlosti s 3N souøadnicemivx1; vy1; vz1; vx2; vy2; vz2; : : : ; vxN ; vyN ; vzN ;pøièem¾ vektor zrychlení má souøadniceax1; ay1; az1; ax2; ay2; ax2; : : : ; axN ; ayN ; azNurèené pohybovými rovnicemi. 26



6 Automatická úprava èasového krokuPoèínaje Feynmanovou metodou jsou v¹echny popsané metody naprosto pøesnépouze pøi modelování pohybù s konstantním zrychlením. Pokud se zrychlení bì-hem èasového kroku h podstatnì zmìní, mù¾e chyba výpoètu pøekroèit únosnoumez. S podobnou situací se setkáme napøíklad pøi modelování pohybu hmot-ného bodu v radiálním gravitaèním poli, jestli¾e se hmotný bod, pùvodnì dostivzdálený, dostane pøíli¹ blízko k centrálnímu tìlesu.Aby v takovém pøípadì nedocházelo k poklesu pøesnosti výpoètu, je tøebaèasový krok podle potøeby rozdìlit na vìt¹í poèet men¹ích èasových intervalù.Vhodným kritériem je pomìr velikosti zmìny zrychlení bìhem èasového inter-valu (nebo jeho èásti) k velikosti zrychlení na zaèátku intervalu.Napøíklad pøi pou¾ití Rungovy{Kuttovy metody 2. øádu mù¾eme postupo-vat zpùsobem, který je znázornìn vývojovým diagramem na následující stránce.Velikost zrychlení na poèátku èasového kroku jaij porovnáme s pøedpokládanouvelikostí zmìny zrychlení j�a j za dobu 2h=3. Pokud je jaij < 10j�a j, rozdìlí seèasový krok na dvì poloviny. Takovéto posouzení èasového kroku se mù¾e podlepotøeby opakovat i nìkolikrát po sobì a èasový krok se postupnì zmen¹uje nah=2, h=4, h=8, atd., a¾ je výsledek testu pozitivní. Pak dokonèíme výpoèet novépolohy a èasu.Dojde-li ke zkrácení èasového kroku, vypoètená poloha se nevypisuje a po-kraèuje se výpoètem pohybu hmotného bodu ve zbylé èásti pùvodního èasovéhokroku. Pøitom se opìt provádí test zmìny zrychlení a nové zkracování èasovéhokroku podle potøeby. Tento postup opakujeme, dokud celkový pøírùstek èasunedosáhne pùvodního èasového kroku. Pak teprve vypí¹eme èas a polohu hmot-ného bodu.Pøi výpoètu dal¹í polohy opìt vycházíme z pùvodního èasového kroku.Jako pøíklad modelování pohybù izolované soustavy hmotných bodù Rungo-vou{Kuttovou metodou 2. øádu s automatickou úpravou èasového kroku mohouposlou¾it následující 2 modely, vytvoøené programem, jeho¾ výpis je v pøíloze B.Modelujeme pohyb malého tìlesa v gravitaèním poli otáèející se dvojhvìzdy.Je zvolena vzta¾ná inerciální soustava s poèátkem v tì¾i¹ti dvojhvìzdy. Podlevolby poèáteèních podmínek malého tìlesa mù¾e být jeho pohyb velmi pravi-delný, jak vidíme na první ukázce, nebo naopoak zcela chaotický jako na druhéukázce.
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t = t+ hvýpoèet r (t+ h); v (t+ h)jk1j > 10jk2 � k1jh = h=2 výpoèet k2výpoèet k1 a = a (t; v ; r )a = a (t; v ; r )h = t1 � t t1 = t1 + gvýstup ti; ri; (vi)t = t1t = 0; t1 = 0
volbaparametrù pohybové rovnicepoèáteèních podmínek r0; v0a èasového kroku g
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+
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�
�Vývojový diagram výpoètu Rungovou{Kuttovou metodou 2. øádus automatickou úpravou èasového kroku28
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����������Modely pohybu rovinné soustavy tøí tìles. Horní ukázka byla vytvoøenaprogramem, jeho¾ výpis je v pøíloze B. Dolní ukázka byla vytvoøena stejnýmprogramem po zmìnì poèáteèní hodnoty souøadnice vy3 na vy3=92000.29



7 Dvì úlohy o kyvadlechPøíklad 4Kyvadlo, které pøi velmi malé amplitudì úhlové výchylky kývá s dobou kyvu1 sekunda, se nazývá sekundové. Zvìt¹íme-li rozkmit kyvadla, doba kyvu sezmìní. Urèete závislost doby kyvu sekundového kyvadla na amplitudì úhlovévýchylky.Øe¹eníOtáèivý pohyb kyvadla okolo vodorovné osy jeurèen pohybovou rovnicíM = �mgd sin' = J" = J d2'd t2 ;kde J je moment setrvaènosti kyvadla vzhledemk ose otáèení, m jeho hmotnost, d vzdálenost tì-¾i¹tì od osy otáèení a g tíhové zrychlení. Je-li am-plituda 'm úhlové výchylky malá, platí sin' := 'a pohybová rovnice kyvadla se zjednodu¹í na tvarM = �mgd' = J" = J d2'd t2 ;
O Td' FG�který je analogický jako u pohybové rovnice pru¾inového oscilátoru v pøíkladu 2.V této analogii kinematickým velièinám '; !; " otáèivého pohybu kyvadlaodpovídají kinematické velièiny y; v; a posuvného pohybu záva¾í, momentusetrvaènosti J kyvadla odpovídá hmotnost záva¾í a direkènímu momentuD = mgd kyvadla odpovídá tuhost pru¾iny k. Kmity kyvadla, které vychýlímez rovnová¾né polohy o malý úhel 'm < 5� a v èase t = 0 uvolníme, jsoupopsány vztahem ' = 'm cos
t = 'm cos smgdJ � t! :Doba kyvu �0 je polovinou periody T0:�0 = T02 = �s Jmgd :Dobu kyvu � pøi velké amplitudì úhlové výchylky urèíme z modelu kmita-vého pohybu jako dvojnásobek doby, za kterou se kyvadlo po uvolnìní v krajnípoloze dostane do rovnová¾né polohy. Pou¾ijeme metodu AVR aplikovanou navelièiny "; !; '. Pohybovou rovnici kyvadla upravíme na tvar" = �mgdJ sin' = ��2�20 sin' :30



V následujícím programu provádíme modelování opakovanì, pøièem¾ poka¾dézvìt¹íme poèáteèní úhlovou výchylku 'm. Zji¹tìné doby kmitu jsou zachycenyv tabulce a grafu:Závislost doby kyvu sekundového kyvadla na amplitudì úh. výchylky- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -T0=1; K=pi^2/T0^2h=0.001; dfm=5- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -fm=0; T=1DISP- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -fm=fm+dfm; f=fm*pi/180; t=0; w=0REPEAT !e=-K*sin(f) ! e .. úhlové zrychleníw=w+e*h ! Metoda AVR w .. úhlová rychlostf=f+w*h ! f .. úhlová výchylkat=t+h !UNTIL f<0t=t+f/w; T=2*t ! Urèení doby kyvu pro danou amplitudu fmIF fm>=179 THEN STOP END
���������	
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Pøíklad 5Modelujte pohyb kyvadla tvoøeného gumovým vláknem a malou kulièkou. Ku-lièku pova¾ujte za hmotný bod o hmotnosti m. Moment setrvaènosti kulièky ajejí rotaci zanedbejte. K polomìru R kulièky pøihlí¾ejte jen pøi výpoètu odporuvzduchu. Gumové vlákno pova¾ujte za dokonale pru¾né s lineární závislostídélky na tahové síle. Délka nezatí¾eného vlákna je l, tuhost vlákna je k.Øe¹eníPoèátek vzta¾né soustavy zvolíme v místì upevnìní gumového vlákna. Bìhemcelého pohybu pùsobí na kulièku tíhová síla a odpor vzduchu. Vlákno pùsobína kulièku pouze tehdy, kdy¾ její vzdálenost r od místa upevnìní je vìt¹í ne¾délka l nezatí¾eného vlákna. Upravená pohybová rovnice má tedy dvì podoby:a =8><>: g � SC%v2m v pro l � rg � SC%v2m � km � l � rr r pro l > rProto se v programu, kde postupujeme metodou AVR, objevuje pøi výpoètuzrychlení podmínìný pøíkaz:Kyvadlo s gumovým vláknem- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -m=0.05; R=.02l=0.5; k=5g=9.81; C=0.48; ro=1.29K=k/m; L=C*pi*R^2*ro/2/mh=.001- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -x=-.5; y=-.4; vx=0; vy=0nula=0- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -r=sqrt(x^2+y^2); v=sqrt(vx^2+vy^2)IF r>l THEN ax=-K*(r-l)/r*x-L*v*vx; ay=-g-K*(r-l)/r*y-L*v*vyELSE ax=-L*v*vx; ay=-g-L*v*vyENDvx=vx+ax*h; vy=vy+ay*hx=x+vx*h; y=y+vy*hPohyb kulièky probíhá obvykle chaoticky a velmi zále¾í na volbì poèáteèníchpodmínek. Pokud ale poèítáme s odporem vzduchu, v¾dy se kulièka nakonec za-staví v rovnová¾né poloze pod bodem upevnìní. Pøi sestavení pohybové rovnice32



jsme se ov¹em dopustili znaèného zjednodu¹ení. Proto model mù¾e dostateènìpøesnì vystihnout jen nìkolik prvních kyvù reálného kyvadla.
���������	
��
����������
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Pøíloha A. Výpis programu v PascaluK modelu na str. 8.program padgraf;uses graph;const g=9.8; L=0.0245; h=0.1;var gd,gm,i:integer;y,a,v,t,oy,ov,ot:real;s,os:string;begin gd:=vga;gm:=vgahi;initgraph(gd,gm,'c:\tp7\bgi'); { nastavit cestu }setcolor(15);line (25,0,25,460); line (25,460,400,460);settextjustify(1,1); setfillstyle(1,0);for i:=1 to 7 do begin line (25+i*50,459,25+i*50,461);str(i,s); outtextxy(25+i*50,468,s);end;for i:=1 to 10 do begin line (24,460-i*44,26,460-i*44);str(i*10,s); outtextxy(12,460-i*44,s);str(i*2,s); outtextxy(36,460-i*44,s);end;outtextxy(15,4,'y');outtextxy(34,4,'v');outtextxy(395,468,'t');outtextxy(460,10,'t/s');setcolor(14); outtextxy(530,10,'y/m');setcolor(10); outtextxy(610,10,'v/(m/s)');y:=100; v:=0; t:=0; i:=0;oy:=y; ov:=v; ot:=t;repeat setcolor(14);line (25+round(ot*50),460-round(oy*44/10),25+round(t*50),460-round(y*44/10));setcolor(10);line (25+round(ot*50),460-round(ov*220/10),25+round(t*50),460-round(v*220/10));str(t:9:3,s);str(y:9:3,os); s:=s+os;str(v:9:3,os); s:=s+os;setcolor(15); outtextxy (520,25+i*10,s);35



inc (i);if i=45 then begin i:=0;readln;bar (410,20,639,475);end;oy:=y; ov:=v; ot:=t; a:=g-L*sqr(v);y:=y-v*h;v:=v+a*h;t:=t+h;until y<0;t:=t+y/v;v:=v+a*y/v;y:=0;setcolor(14);line (25+round(ot*50),460-round(oy*44/10),25+round(t*50),460-round(y*44/10));setcolor(10);line (25+round(ot*50),460-round(ov*220/10),25+round(t*50),460-round(v*220/10));str(t:9:3,s);str(y:9:3,os); s:=s+os;str(v:9:3,os); s:=s+os;setcolor(15); outtextxy (520,25+i*10,s);readln;closegraph;end.
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Pøíloha B. Výpis programu ve FamuluVýsledný model je na str. 28 nahoøe. Dolní model na té¾e stránce dostanemevolbou poèáteèní rychlosti vy3=92000.Rovinný pohyb tøí hmotných bodù (ukázka u¾ití Rungovy-Kuttovy metody2. øádu s automatickou úpravou èasového kroku)- - - - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - - -i = 1 TO 6x[i],xx[i],v[i],k1[i],k2[i]K=6.67e-11 ! gravitaèní konstantam1=2e30*K ! hmotnosti vynásobené gravitaèní konstantoum2=1e30*Km3=1*Kg=1e4 ! èasový krokFUNCTION f(x1,h,vx1,k1)=x1+vx1*h+k1*h^2/2FUNCTION z(m2,m3,x1,x2,x3,y1,y2,y3)z=m2*(x2-x1)/((x2-x1)^2+(y2-y1)^2)^1.5+m3*(x3-x1)/((x3-x1)^2+(y3-y1)^2)^1.5ENDPROCEDURE ZRYCHLENI(x1,y1,x2,y2,x3,y3)BEGINk2[1]=z(m2,m3,x1,x2,x3,y1,y2,y3);k2[2]=z(m2,m3,y1,y2,y3,x1,x2,x3)k2[3]=z(m3,m1,x2,x3,x1,y2,y3,y1);k2[4]=z(m3,m1,y2,y3,y1,x2,x3,x1)k2[5]=z(m1,m2,x3,x1,x2,y3,y1,y2);k2[6]=z(m1,m2,y3,y1,y2,x3,x1,x2)END- - - - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - - -x1=-5e10;y1=0;vx1=0;vy1=-11000x2=1e11;y2=0;vx2=0;vy2=22000x3=1.2e11;y3=0;vx3=0;vy3=80000x[1]=x1;x[2]=y1;x[3]=x2;x[4]=y2;x[5]=x3;x[6]=y3 ! zobecnìné souøadnicev[1]=vx1;v[2]=vy1;v[3]=vx2;v[4]=vy2;v[5]=vx3;v[6]=vy3t=0t1=0- - - - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - - -LOOPIF t=t1 THEN DISP;t1=t1+g ENDh=t1-tFOR i=1 TO 6 DOxx[i]=x[i] ! zaznamenání polohy37



ENDZRYCHLENI(x[1],x[2],x[3],x[4],x[5],x[6])FOR i=1 TO 6 DOk1[i]=k2[i]ENDLOOPh1=2*h/3FOR i=1 TO 6 DOx[i]=f(xx[i],h1,v[i],k1[i]) ! pokusné posunutíENDZRYCHLENI(x[1],x[2],x[3],x[4],x[5],x[6])! kontrola vhodnosti èasového krokuA=k1[1]^2+k1[2]^2;B=k1[3]^2+k1[4]^2;C=k1[5]^2+k1[6]^2IF (C=0 OR C>100*((k2[5]-k1[5])^2+(k2[6]-k1[6])^2))AND(B=0 OR B>100*((k2[3]-k1[3])^2+(k2[4]-k1[4])^2))AND(A=0 OR A>100*((k2[1]-k1[1])^2+(k2[2]-k1[2])^2)) THEN EXIT ENDh=h/2 ! zkrácení èasového krokuENDFOR i=1 TO 6 DOx[i]=xx[i]+v[i]*h+(k1[i]+k2[i])*h^2/4; ! výsledné posunutív[i]=v[i]+(k1[i]+3*k2[i])*h/4ENDx1=x[1];y1=x[2];x2=x[3];y2=x[4];x3=x[5];y3=x[6]t=t+hIF 1=2 THEN EXIT ENDEND
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Pøíloha C. Odvození kombinaèních koe�cienfù pro Run-govu{Kuttovu metodu 2. øáduPøedpokádejme, ¾e v intervalu hti; ti+1i je pohyb hmotného bodu dostateènìpøesnì popsán rovnicí tøetího stupnìr = A+B� + C �2 +D�3 ; (1)kde A; B ; C ; D jsou vektorové konstanty a � = t � ti je èas mìøený od za-èátku intervalu. Derivováním vztahu (1) dostaneme vztahy vyjadøující závislostokam¾ité rychlosti a okam¾itého zrychlení na èase:v = B + 2C � + 3D�2 ; a = 2C + 6D� (2)a po dosazení � = 0 zjistíme, ¾e platíri = A ; vi = B ; ai = 2C : (3)Pøi volbì t�1 = ti ; t�2 = ti + 23h mámek1 = a (t1) = 2C ; k2 = a (t2) = 2C + 6D � 23h = 2C + 4Dh : (4)Hledáme kombinaèní koe�cienty �; �; 
; � tak, aby v èase ti+1 = ti+h platilo:ri+1 = ri + vih+ (�k1 + �k2)h22 ; vi+1 = vi + (
k1 + �k2)h : (5)Spojením pøedcházejících vztahù dostaneme:A+Bh+ Ch2 +Dh3 = A+ Bh+ [2�C + �(2C + 4Dh)] h22 ;B + 2Ch+ 3Dh2 = B + [2
C + �(2C + 4Dh)]h :Z rovnosti èlenù tého¾ stupnì plyne:�+ � = 1 ; � = 12 ; � = 12 ; 
 + � = 1 ; � = 34 ; 
 = 14 :Dosazením do (5) obdr¾íme hledané vztahy:ri+1 = ri + vih+ (k1 + k2)h24 ; vi+1 = vi + (k1 + 3k2)h4 :39


