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Uvod

Méteni méa ve fyzice — jako prirodni védé — zcela zasadni vyznam. Umoznuje
empirickou cestou ziskat poznatky o vzajemnych vztazich mezi fyzikdlnimi ve-
licinami. Jednim z cili méfeni je tak dospét k formulaci fyzikalnich zakont.
Méfenim také naopak ovéfujeme platnost fyzikdlnich zakoni, ke kterym jsme
dospéli teoretickou cestou, vyuzivajici jiz ovérenych zdkont. Nejcastéji ovsem
méiime fyzikdlni vlastnosti riznych objektd (nap¥. hmotnost nebo teplotu t&-
lesa) a vzéjemnou souvislost uréitych vlastnosti (napt. zavislost elektrického
odporu na teploté rezistoru).

Proces fyzikalniho méfeni sestava ze tii pracovnich etap:
— priprava méreni,
— vlastni mérent,
— zpracovdni dat ziskangch mérenim.

Protoze se predlozeny text zabyva az touto tieti etapou, zminime se nejprve
kratce o prvnich dvou etapach, protoze maji rozhodujici vliv na vysledky mé-
feni, které ve treti etapé vyhodnocujeme.

1. Uspéch méfeni podmifiuje jeho dobra piiprava. Experimentétor si musi
nejprve prostudovat potiebnou teorii zkoumaného jevu, vybrat vhodnou me-
todu, opatfit si méfici pristroje s potfebnymi rozsahy a predpoklddanou pies-
nosti (pfipadné si je ocejchovat), déle vhodné vzorky k méfeni a dalsi pomicky.

Ve fyzikdlni olympiddé je ze soutéznich divod tento postup zpravidla ob-
racen — je dan experimentalni kol a omezeny soubor pfistroji a pomtcek
(Casto neobvyklych). SoutéZzici musi vymyslet vhodnou metodu (Casto zcela
netradiéni), aby s nabidnutymi p¥istroji a pomickami dospél k ofekdvanému
cili.

Pred vlastnim méfenim je také nutné uvazit, jaké vnéjsi faktory mohou
ovlivnit mé&feni (tomu je nutné mj. podiidit nap¥. umisténi piistroji), je po-
tfebné zndt i mistni laboratorni podminky — teplotu, tlak, vlhkost, pfipadné
rusivé magnetické pole, tepelné, svételné nebo radioaktivni pozadi.

V ramci pripravy je také zadouci provést teoreticky rozbor presnosti méfeni
a tomu prizpisobit vlastni méfici postup a mérici pristroje. Je rovnéz vhodné
vCas si uvédomit, jakymi soustavnymi chybami bude mé¥eni zatiZeno (at jiz
z divodid pouzitych p¥istroji nebo metody). Nakonec je také nutné vénovat
patfi¢nou pozornost pripravé mérenych vzorkt a manipulaci s nimi.

2. Na dobrou pfipravu navazuje druhd etapa — vlastni méfeni. Jeho kon-
krétni prubéh zavisi na tom, jakou veli¢inu mérime a jakou pouzijeme metodu
méfeni. ProtoZe tato etapa neni pfedmétem piedlozeného textu, odkazuji na
specidlni literaturu (napft. [1], [2]). Zde jen pfipojuji vSeobecnd doporudeni:
pred detailnim mérenim je vhodné ,probéhnout® zhruba celé méreni, abychom



napt. védéli, v jakych rozsazich hodnot veli¢in budeme méftit, zda nevznikaji
zietelné extrémy (rezonan¢éni maxima nebo stavy nulového vyvéZzeni). Tomu
je treba prizpisobit rozsahy pristroji a jejich citlivost. Také si pak mizeme
pripravit vhodné tabulky pro zapis hodnot méfenych veliéin.

Vlastni méreni je proces, ve kterém se slucuje teoretickd piiprava s dobrou
manudlni zrucénosti a zkusenosti. M4 i svou stranku psychologickou a bezpec-
nostni. Jinymi slovy — k méfeni musime pfistupovat s rozvahou, klidem a vy-
varovat se znamého ,zmatkovani“. Jinak lze o¢ekavat nejen netspéch pii expe-
rimentu, ale i napt. zniceni pristroji nebo ijmu na zdravi. Schopnost dobrého
experimentovani ziskdme jen vhodnou a trpélivou laboratorni praci.

Zjistime-li pri zapisu vysledktt méreni, ze nékterd hodnota napadné vy-
bocuje z fady jinych hodnot téze veli¢iny, miZze to mit dvé pfi¢iny. Bud jde
o hrubou chybu anebo nap¥. o néjaky (tfeba i neofekavany) rezonanéni jev.
K méreni této hodnoty se proto vratime a detailné proméiime i okoli ménici
se veli¢iny. Pripadné pro kontrolu pouzijeme i jiny pristroj. Jde-li o hrubou
chybu pfi méfeni (chybné ¢teni), hodnotu vylou¢ime, aby ndm po zpracovani
dat méfeni zbytecné nezkreslovala vysledek a jeho presnost. Napft. ve fyzikalni
olympiadé se nehodnoti jen spravnost postupu méteni a Groven jeho zpracovani,
ale i absolutni velikost chyby méfeni, kterou je zatizen vysledek.

3. Tak se dostavame ke tieti etapé — zpracovani dat méreni, kterd je nasim
cilem. Tato etapa se bohuzel velmi ¢asto podcenuje, coz znehodnocuje cely
proces fyzikalniho méfeni.

Jelikoz v piipadé (ndhodnych) chyb méfeni jde o ndhodné veli¢iny, bude
vhodné — pred vlastnimi postupy zpracovani dat méreni — strucné uvést za-
kladni poznatky o teorii ndhodnych chyb, jak je zpracovala matematicka sta-
tistika. Pochopeni zdkladnich pojmi matematické teorie ndhodnych chyb je
uzitecné, i kdyz neni nezbytné pro Gspésné uskutec¢novani praktickych postupt
zpracovani dat fyzikdlnich méfeni. Hodnoceni presnosti méfené veli¢iny je po-
psano ve 3. kapitole a veli¢iny vypocétené z namérenych veli¢in, na nichz je
funkéné zavisla, je predmétem kapitoly 4. Pata kapitola je vénovana metoddm
grafické analyzy, jejichz dobra znalost se u FeSitelt fyzikalni olympiddy (zejména
mezindrodn{) predpoklddd. Modernim metoddm regresni analyzy je vénovéna
kapitola 6. U vSech dfive velmi pracnych postupi numerického vyhodnocovani
lze dnes vedle PC s velkou vyhodou vyuzivat i ,védeckych* kapesnich kalkulé-
tord — vyuziti jejich statistickych programt je popséno v kap. 3 a 6.

Vyklad je doplnén 16 feSsenymi priklady a k procviceni je zadano 8 uloh
(s uvedenymi vysledky feSeni). Zvladnuti predlozeného studijniho textu je ne-
zbytnou podminkou pro Gspésné zakonceni procesu fyzikalniho méfeni.

Peclivé a promyslené provedeny experiment a kvalitné zpracovana data mé-
feni, to jsou nastroje k odhalovani pfirodnich zakoni. V historii fyziky najdeme



dostatek piiklada tohoto procesu. Kvantitativné formulovany fyzikdlni zakon
neni nic jiného, nez matematicky model fyzikalniho déje. Model vytvari clovék —
— fyzik, déj probihd v prirodé nezavisle na pozorovateli. Jde o to, aby pozorovani
byla provedena dostatecné presné a jejich statistické zpracovani kvalitné, aby
formulace zdkona co nejpiesnéji popisovala pribéh déje. Pii formulaci zdkona
hraje dilezitou roli i syntéza dil¢ich poznatkd — vhodné zobecnéni.

Z historie fyziky opét vime, ze urcity fyzikalni zdkon muze dobfe vyhovovat
Sirokému spektru konkrétnich d&ji (a podminek, za kterych probihaji). P¥i
jinych podminkach nebo pfi presnéj$im méfeni muizeme zjistit méné ¢i vice
vyznamné odchylky od doposud uzivaného zakona.

Piikladem miize byt druhy Newtontv pohybovy zédkon (1687) a jeho korekce
Einsteinovou teorii relativity (1905). Pro rychlosti téles uvazované v klasické
Newtonové mechanice nebyla zavislost hmotnosti na rychlosti v pozorovaci sou-
stavé métitelnd. Po objevu elementdrnich ¢astic (zejména elektronu r. 1895) se
experimentalné zjistilo poruseni dosavadniho modelu pro setrva¢nou hmotnost:
m = mg = konst.. Jak je zndmo, teorie relativity vypracovala novy matema-

ticky model
2
-(5)
c
kde mg je klidova hmotnost, v je rychlost télesa a c je rychlost svétla ve vakuu.

Na zavér tvodniho slova k piedlozené publikaci je tfeba zdiraznit vyznam-
nou roli matematiky v procesu zpracovani dat fyzikalnich méreni. Matematické
discipliny, jako teorie pravdépodobnosti, matematicka statistika, teorie chyb a
vyrovnavaci pocet, davaji experimentalni fyzice vyznamny néastroj a napi. ji
umoznuji, aby jen z nékolika méreni veli¢iny urcila jeji nejpravdépodobnéjsi
hodnotu véetné determinované presnosti. Podobné regresni analyza, vyuziva-
jici matematickou metodu nejmensich ¢tvercli, umoziuje na zakladé dat méteni
stanovit nejpravdépodobnéjsi pribéh zkoumané zavislosti fyzikalnich velicin.



1 Chyby méreni

Hodnota x fyzikdlni velic¢iny zjisténd mérenim (tj. u skaldrni veli¢iny jeji veli-
kost, u vektorové veli¢iny! také jeji smér anebo velikost jejich slozek) se vidy
o néco lisi od jeji skutecné hodnoty xo (bohuzel nezndmé). Rozdil hodnoty na-
méfené a skutecné se nazyva skutecnd chyba e (také se oznacuje absolutni chyba
mérent ):

e=x—1x. (1)
Tato chyba ma jednotku mérené veli¢iny. Vedle toho se zavadi relativni chyba
vztahem

T — 2o

5= .100% =
Zo Zo

-100% = (ﬁ - 1) -100% . 2)

To

Chyba méfeni mize byt ziejmé kladna nebo zaporné (a tudiz teoreticky i nu-
lova).

Pokud bychom chybu méfeni pfesné znali, mohli bychom urcit skuteénou
hodnotu méfené veli¢iny; to viak z principu neni mozné. Proto se budeme snazit
urcit alespon nejpravdépodobnéjsi hodnotu mérené veliciny a jeji pravdépodob-
nou chybu.

Podle pfi¢in vzniku délime chyby na soustavné a ndhodné.

a) Soustavné chyby (nebo téz systematické chyby) ovliviuji vysledek mé-
feni zcela urc¢itym zpusobem, s jistou pravidelnosti. Systemati¢nost této chyby
se projevuje tim, Ze mérené hodnoty veli¢iny jsou bud trvale vétsi nebo mensi,
neZ je hodnota skutetnd. Tyto odchylky lze pfitom uréit (odhadnout) a tak
vliv soustavnych chyb v podstaté vyloucit. Soustavné chyby mohou mit ptivod
v pouzité metodé, v pristrojich anebo i v pozorovateli.

Nékdy k méreni pouzijeme metodu vypracovanou na zdkladé zjednodusu-
jicich predpokladta. Pouzijeme-li nap¥. k méfeni tthového zrychleni kyvadlo,
zpravidla pfi feSeni pohybové rovnice nahradime sin ¢ & ¢, coz lze provést jen
pro ¢ — 0. Pfi nenulové amplitudé ¢y bude doba kyvu ponékud del3i (pro
wo = 5° asi 0 0,1%). Nebo pii vazeni na vzduchu vznikd soustavni chyba
v dtsledku rtzného vztlaku, ma-li predmét jinou hustotu nez zavazi. Chybu
lze opét korigovat.

Zdrojem soustavnych chyb byvaji i mérici pristroje a mérici etalony. Lze
je vyloudit cejchovanim anebo uzitim korekénich kiivek piistroji nebo tabu-
lek. Kone¢né i pozorovatel mize svymi osobnimi vlastnostmi (nedokonalostmi)
vnaset do méreni soustavnou chybu, napf. jistou dobou opozdéné reakce na
vnéj¥l podnéty pfi zménéch veli¢in (nap¥. opozdéné spusténi stopek).

INapf#. pti méfeni intenzity zemského magnetického pole se uréuje vodorovna slozka této
intenzity (velikost), deklinace a inklinace (dva Ghly), tj. musi se provést troje méfeni.



Kromé uvedenych zdroji soustavnych chyb je dobré si uvédomit, ze i sa-
motny proces méreni pomoci realnych pristroji maze ovliviiovat méfenou ve-
li¢cinu. Napft. Celisti posuvného métitka ponékud deformuji méfeny predmét
(napft. drat), teplomér ma nenulovou tepelnou kapacitu, ampérmetr nenulovy
odpor, voltmetr koneény odpor, atd. Fakt, Ze proces méreni ovliviiuje méfenou
veli¢inu je naprosto stéZejni pro kvantovémechanické méreni.

Vliv soustavnych chyb na vysledek méteni se se zvétsujicim se po¢tem opa-
kovanych méreni nezmensuje. Pokud vsak znadme zdroje téchto chyb, miZeme
provést jejich korekci a vyrazné omezit jejich vliv na viysledek meéreni.

b) Nahodné chyby se vyznacuji tim, Ze ptisobenim velmi rozmanitych
presné nedefinovatelnych vlivii se hodnoty urcité veli¢iny, namérené priblizné
za stejnych podminek méfeni, ponékud lisi. Muze tu pusobit napt. ndhodna
zména polohy oka, urc¢ita mald zména teploty, tlaku. Nedodrzeni urcitého tlaku
méfictho Sroubu u mikrometru (tento vliv se omezuje montazi kluzné spojky
s ,fehtackou“, kterd zabezpedi priblizné stejny tlak). Také zde mtze ptisobit
nedokonalost predpokladanych tvart pfi vyrobé (napf. primér driatu musime
méfit v riiznych mistech).

Meéreni fyzikalnich veli¢in predstavuje v disledku ptsobeni ndhodnych chyb
statisticky proces s nahodnou promeénnou. Pravdépodobnou hodnotu méfené
fyzikélni veli¢iny a jeji chyby tak lze urcit statistickymi metodami. Vliv ndhod-
nych chyb na vysledek méreni klesd s poctem opakovanych méreni.



2 Teorie nahodnych chyb

Nahodné jevy, mezi néz patii i fyzikalni méfeni zatizené ndhodnymi chybami,
nelze chdpat jako negaci pri¢inné podminénosti (kauzality), nebot vSechny jevy
redlného svéta jsou pri¢inné podminény. Priibéh jevil a jejich vysledek ma ob-
jektivni priciny. U jevii, které oznacujeme jako ndhodné, jde o to, ze skutecné
priciny jsou tak rozmanité a slozité, Ze jejich vliv nejsme sto v daném okamziku
postihnout. Jednak proto, Ze jich je velké mnozstvi a chceme se vyhnout slozi-
tému studiu jednotlivych déji, jednak proto, Ze naSe znalosti o ur¢itych jevech
jsou nedostacujici, abychom mohli jejich vliv kvantitativné analyzovat.

Presto lze ndhodné jevy matematicky popsat zakony, které ndm poskytuje
pocet pravdépodobnosti, postupné budovany od pocatku 17. stoleti a spojeny se
jmény B. Pascal, Jakob Bernoulli, P. S. Laplace, J. L. Lagrange, S. D. Poisson
a zejména se jménem némeckého matematika a fyzika K. F. Gausse (1777 -
- 1855), ktery vypracoval teorii chyb a metodu nejmengich ¢tvercii.

Néahodné proménné se miize ménit zadsadné dvojim zptisobem.

a) Diskrétni ndhodnd proménnd muiize nabyvat jen urcitych éiselnych hod-
not.

b) Spojitd ndhodnd proménnd mtze nabyvat libovolnych hodnot z ur¢itého
(omezeného nebo neomezeného) intervalu.

Ndahodné chyby méreni ve své podstaté mohou nabyvat libovolné hodnoty,
proto je miizeme povazovat za spojité ndhodné proménné. Mohou nabyvat
kladnych a zadpornych hodnot. Empiricky miizeme zjistit dilezity poznatek,
7e pri velkém poctu méteni se vyskytne zhruba stejny pocet ndhodnych chyb
kladnych i zapornych a Ze malé chyby jsou pocetnéjsi nez chyby vétsi.

Abychom mohli kvantitativné posuzovat pravdépodobnost vyskytu nahod-
né chyby urcité velikosti ¢ zavedeme si nékolik pojmii. Uvazujeme predevsim,
ze chyba ¢ je spojité proménné.

Prvnim dileZitym pojmem je éetnost y(e) chyby uréité velikosti €. Uva-
zujme, ze méfenim dospéjeme k velikému souboru n chyb uréitych diskrétnich
hodnot. Je-li n koneéné, bude pocet chyb zcela uréité (libovolné zvolené) chyby

¢ zpravidla nulovy. Zvolime-li si ovSem kolem hodnoty ¢ jisté rozmezi :E%As a

délime-li po¢et Av chyb v tomto intervalu obsaZenych $ifkou Ae tohoto inter-
valu, dostaneme priimérnou ¢etnost Av/Ae. Cetnost y(c) je pak ddna limitou
tohoto podilu, tj.
B Av  dv
y(e) = ArSoAe | de
Tato Cetnost je zfejmé tmeérnd celkovému poctu n métreni opakovanych za stej-
nych podminek. Proto zavadime relativni cetnost p(e) tak, Ze ¢etnost y(g) vy-



délime celkovym poctem méreni:

yle) 1dv
pe) = L2 = -
n n de
Tato veli¢ina neni jiZ zavisld na po¢tu provedenych méfeni (pocet méeni oviem
musi byt velky).
Nésobime-li relativni ¢etnost p(e) §ifkou intervalu de, dostaneme

dP(e) = p(e)de = d_y ,

neboli pomér poctu dv chyb v intervalu de k po¢tu n vSech chyb. M4 vyznam
pravdépodobnosti vyskytu chyby £ v uvaZovaném intervalu (g, e + de). Délime-li
tuto pravdépodobnost dP(e) sitkou de, dostaneme

dif) =p(e).

Relativni ¢etnost p(e) mé tedy vyznam hustoty pravdépodobnosti, tj. pravdé-
podobnosti, ze chyba ¢ lezi v intervalu jednotkové Sirky.

Budeme-li zjistovat pravdépodobnost toho, Ze chyba lezi v SirSich mezich,
napt. € € (—e, e), provedeme integraci

P = /p(s)ds.

—e

Pak P znaci pravdépodobnost, ze prosta velikost chyby neprekroc¢i danou hod-
notu e.

Abychom v8ak mohli vypocitat pravdépodobnost vyskytu ndhodné chyby
urcité velikosti ¢, musime znét funkci p(e), tj. zdkon rozdéleni téchto chyb.
Tento zdkon objevil K. F. Gauss na zakladé predpokladu, ze chyba e je sou¢tem
velkého mnozstvi elementarnich nezavislych chyb. Ma tvar

ple) = C e (3)

a nazyva se normdlni zdkon rozdéleni nebo Gaussovo rozloZeni. Grafickym zné-
zornénim tohoto vztahu (3) je Gaussova kfivka (obr. 1).

Vyznamnym parametrem v (3) je mira presnosti h, nebot s rostoucim h
roste ¢etnost malych chyb a kiivka se stdva $tihlejsi (obr. 1). Neboli se zvét-
Sujicim se h roste pocet spravnéjsich vysledki s mensi ndhodnou chybou, coz
odpovida presnéjsimu méreni uvazované veli¢iny. Vyznam konstanty C' a jeji
velikost nyni urc¢ime.



Pravdépodobnost toho, aby ndhodnd chyba lezela v intervalu (g,e + de)
je p(e)de - viz obr. 2. Provedeme-li soudet téchto soucinii pro viechny mozné
hodnoty e, tj. budeme-li integrovat v mezich od —oo do +00, dostaneme prav-
dépodobnost, ze chyba lezi mezi meznimi hodnotami —oo, +o0o. Tato prav-

dépodobnost se oviem musi rovnat jedné?, musi tedy platit tzv. normovaci
podminka

+oo +oo
/ p(e)de =C / e M e = 1.
—00 —00

p(e)

—20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 ¢
Obr. 1 Gaussova kfivka pro rizné hodnoty miry pfesnosti
(h=0,1; h=0,2; h =10,3)

2Pravdépodobnost jistého jevu je P = 1 a to, %e urditd chyba lei nékde v neomezeném
intervalu (—oo, +00), je jisty jev.
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ReSenim tohoto integralu s neko-
p(e) nefnymi mezemi (viz napt. [2],[6])
dostaneme vztah

neboli
C=—.
N3
Pak Gaussovo rozloZeni (3) dostava
normovany tvar

Obr. 2 K vypoctu smérodatné odchylky ple) = ﬁ e . (4)

Miru presnosti h lze uvést do souvislosti s jinou veli¢inou, kterd podava
nazornéjsi predstavu o presnosti méreni. Je to smérodatnd odchylka o ndhodné
chyby (oznacuje se také stfedni kvadratickd chyba). Pokud bychom poditali
stfedni (primérnou) ndhodnou chybu e velkého (teoreticky nekoneéného) poctu
méfeni, dostali bychom nulu (to je ostatné predpoklad Gaussova rozloZeni).
Proto vypoéteme nejprve primérnou hodnotu druhé mocniny €2 a vysledek
odmocnime. V pfipadé spojité proménné prechézi tento soucet v integral, takze
muzeme psat

r [y e 1
o? = / e?p(e)de = % / glemhe = 27 (5)

pfifemz zdjemce o feSeni uvedeného integrélu odkazuji napf. na monografii [2].
Z vyrazu (5) plynou hledané vztahy:

1 ; 1 (6)
o = —— N = ——.
2 o2
Pfi uziti smérodatné odchylky o dostane Gaussovo rozloZeni (4) nejcastéji uvd-
dény vysledny tvar

52

l_ o237 (7)

oV2r

ple) =

Abychom uréili vyznam smérodatné odchylky o (resp. stfedni kvadratické
chyby), vypoéteme, s jakou pravdépodobnosti se skuteénd chyba e bude na-

chazet v intervalu (—o, o), resp. jak se naméiend hodnota velifiny p¥i jednom
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mérfeni bude liSit o hodnotu ¢ od jeji skuteéné hodnoty xg. Neboli urc¢ime,
s jakou pravdépodobnosti bude xg leZet v intervalu (zg — o, zg + o). Tuto prav-
dépodobnost ziejmé vypocteme Fesenim integralu (viz obr. 2)

a

e
P, = g)de = e 207 de. 8
[ pere= — | ©

—0

Reseni tohoto integrilu lze pfevést na vypocet tzv. pravdépodobnostniho
integralu, neboli Laplaceovy funkce &(t):

t
(1) 2dt
\/271' /

kterd je tabelovdna (viz napft. [3]). Lze ji také vyd¢islit na programovatelném
kalkuldtoru. Proménna ¢ je vdzand substituéni rovnici t = he/2 = %. Vysledek

feSeni je P, = 0,68269..., tj. hledan& pravdépodobnost je 68,3%.
Provedeme-li analoglcky feSeni (8) vypocet tohoto integrdlu v mezich
(—30,30), dostaneme

P, = / e 2" de =0,99730...=1,00.
o 271'
—30
Neboli pravdépodobnost toho, Ze mérend veli¢ina x, urcend z jednoho mérent,
bude lezet v intervalu (xg — 30, z¢ + 30) je 99,7%, tj. prakticky 100%. Veli¢ina
30 = s se proto nazyva krajni chyba nebo mezni chyba.

Znalost krajni chyby pro jedno méfeni naAm umozni provést korigovany vy-
bér dat méreni — z dosud pouzitych dat v souboru prosté vyloucime ta data,
ktera prekracuji mez £ od aritmetického priaméru. Musime potom provést
novy statisticky vypocet korigovaného vybéru dat.

Z provedenych Gvah je ziejmé, ze uréeni smérodatné odchylky (resp. stiedni
kvadratické chyby) o md pro zpracovdni dat fyzikdlnich méfeni zdsadni vijznam.
Stanoveni pravdépodobné hodnoty této chyby z dat méfeni bude predmétem
nasledujicich dvou kapitol.

Smérodatna odchylka ¢ ma i vyznamné postaveni na Gaussové kfivce
(obr. 2). Jak bychom se mohli pfesvédéit pomoci derivaci, ma Gaussova kiivka
p(g) v bodech € = to inflezni body.

Pozndmka: V literatute (napt. [1],[2],[5]) se vedle smérodatné odchylky o a
krajni (mezni) chyby s zavadi jesté pravdépodobnd chyba V. Definuje se tak, aby
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se pravdépodobnost toho, ze spravna hodnota zy jednoho méfeni lezi v intervalu

(xg — 9,20 + V), byla pravé 50%. Neboli Py = %,
kiivkou p(e), vymezena soufadnicemi ¢ = —1, & = ¥, je pravé 50% — srovnej
s obr. 2. Mezi pravdépodobnou chybou a stfedni kvadratickou chybou plati
vztah

tj. plocha pod Gaussovou

9= 06740 = 2
3

.
Tato chyba je tedy ,opticky“ priznivéjsi. V praxi se vSeobecné dava pred-

nost smérodatné odchylce (stfedni kvadratické chybé); Hordk [2] upfednostiiuje
chybu pravdépodobnou.
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3 Hodnoceni presnosti mérené veli¢iny

3.1 Nejpravdépodobnéjsi hodnota mérené veli¢iny — me-
toda nejmensich ¢tverca

Poznatky uvedené v predchozi kapitole o teorii ndhodnych chyb plati teoreticky
jen pro nekonecny pocet méteni, prakticky pro veliky pocet méfeni. Pak je
soucet kladnych chyb az na znaménko roven souc¢tu zapornych chyb a soucet
vsech nahodnych chyb e = xy, — xg je roven nule. Problém je jednak v tom, ze
z principu skute¢nou hodnotu zq veli¢iny nezndme, jednak v tom, ze zpravidla
nemiZeme konat ,,veliky pocet* (napt. 1000) mé¥eni. Proto lze povazovat soucet
vSech chyb e jen pfiblizné za nulovy, tedy pifi vykonani n méreni bude platit

n

Z(mk —x9) R0,

k=1

odtud

S|
M=

T - (9)

To RT =

k=1

Nyni ukdzeme, 7e aritmeticky primér T souboru hodnot zj pro k € {1,n},
ziskanych pti n opakovanych méfenich téze veli¢iny za stejnych podminek, ur-
¢uje nejpravdépodobnéjsi hodnotu merene veliciny xg.

Predpokladejme tedy, Ze jsme pii n méfenich veli¢iny xo namérili n nezévis-
lych hodnot xy, pti kterych jsme se dopustili n ndhodnych chyb. Protoze skuteé-
nou hodnotu xg nezname, vyjadrime chybu k-tého méreni ve tvaru z —x = ey,
kde z je hledand pravdépodobna hodnota veli¢iny zy. Pravdépodobnost toho,
ze chyba ¢, bude v intervalu (gg, ex + deg) je

de :pkd&‘k =

kde py je hustota pravdépodobnosti (7) pro pfedpokladané Gaussovo rozlozeni.
Protoze jednotlivd méteni povazujeme za vzajemné nezavislé jevy, bude prav-
dépodobnost toho, Ze se uskutecni vSech n méfeni pravé s chybami ¢, podle
teorie pravdépodobnosti rovna souc¢inu dP;dP;...dP; ...dP, téchto pravdé-
podobnosti, neboli

n n 1 2, 2 2

1 (e3+e3+...4¢2)
H prdey = < ) e 2071072 deidesy ... dey, .
k=1

oV2m
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Maximum této pravdépodobnosti zfejmé nastane, kdyz v exponentu bude
el+er+...+er 4.+l =min,

neboli

S = kzz(xk -7)% = min. |, (10)

kdyz jsme oznadili T nejpravdépodobnéjsi hodnotu mérené velic¢iny xg, pro kte-
rou je splnéna podminka (10). Tento vysledek je zndm jako metoda nejmen-
§ich ¢tvercn.

Podle pravidel matematické analyzy bude podminka (10) splnéna, kdyz

ﬁ—o dQ_S>O
dz dz? '

Provedeme-li tyto derivace, dostaneme

k=1
tj., Ze hledana nejpravdépodobnéjsi hodnota mérené veliciny je rovna aritme-
tickému prumeéru souboru namérenych hodnot.

Soubor n naméienych dat veli¢iny je vSak treba pokladat za ndhodny vy-
bér ze souboru vSech moznych hodnot mérené veliciny, ktery ma Gaussovo
rozloZeni. Pokud bychom totiz provedli n opakovanych méreni nékolikrat za
sebou, dostali bychom pro kazdou z téchto n-tic naméfenych hodnot obecné
ponékud jinou velikost aritmetického priméru. Proto aritmeticky pramér (9)
oznacujeme jako vybérovy prumér.

3.2 Priesnost vybérového priuméru — vybérova smérodat-
na odchylka

Sebevétsi presnost méreni by byla malo cennd, pokud bychom nedovedli alespon

priblizné urcit chybu vysledku. K posouzeni presnosti méreni se nejéastéji uziva

smérodatnd odchylka. Ta byla pro pfipad spojité ndhodné proménné (tj. pro

teoreticky p¥ipad nekonetného po¢tu méfeni) zavedena vyrazem (5). My oviem
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nezndme ani spravnou hodnotu g, ani neuskuteciujeme nekoneény pocet mé-
feni. P¥i ndhodném vybéru n dat méfeni jsme schopni vypodist aritmeticky (tj.
vybérovy) pramér T a odchylky Ay = xp — T jednotlivych namé¥enych hodnot
xj od tohoto priméru. Mizeme provést soucet druhych mocnin téchto odchylek
pres vSechna k a vypocditat jejich aritmeticky primér; tedy postupovat analo-
gicky jako v ptipadé vypoctu smérodatné odchylky o pro spojitou proménnou.
Soucet druhych mocnin odchylek Ay vSak nemtzeme délit po¢tem n méfeni,
jak by se dalo ocekavat, nybrz n — 1. Vyplyva to z teorie chyb (viz napt. [2]) a
lze to priblizné vysvétlit tim, Ze jedno ¢islo z fady n je ,,odebrano® na vypocet
aritmetického priméru (teorie ¥ikd, Ze se timto itkonem odebere jeden ,stupei
volnosti“).

Soucasné je zde stejny problém jako u vypoctu aritmetického priméru (9)
— hodnocen je jen ndhodny vybér souboru n méfeni. Proto pocitanou sméro-
datnou odchylku budeme oznacovat jako vybérovou a zvolime pro ni znacku s.
Takze vybérova smérodatna odchylka jednoho mérieni je

I & . 1 < _
s = n_lek: n_lz(xk—x)Q. (11)

k=1 k=1

V dalgich vztazich budeme pro jednoduchost séitaci meze u symbolu Y vyne-
chavat.

Lze dokézat (viz [2]), Ze s je nejlepsim odhadem veli¢iny o. Ve stars lite-
ratufe se tato veli¢ina proto oznacuje pfimo o a nazyva se stfedni kvadratickd
chyba jednoho méreni.
vybérovy priamér (9) naméienych hodnot. Protoze v pfipadé této chyby jiz jde
o uréeni chyby veli¢iny vypoctené podle vzorce (9), musi se pouZit postup, ktery
bude predmétem az nasledujici kapitoly. Uvedeme proto prislusny vzorec nyni
bez odvozeni. To bude provedeno az pozdéji — jako priklad 4.

Vibérova smérodatnd odchylka aritmetického (vgbérového) priméru je

7 tohoto vztahu vidime souvislost mezi smérodatnou odchylkou aritmetic-
kého priimeéru a smérodatnou odchylkou jednoho méreni.
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Tak pro

n=>5 55:%:0,455,
n=10 sfz%zomg
n =20 57:%0:0,225,
n=100: s;=-——"=010s

(. . Sz . . SR . .

Zavislost poméru ?:”., jako funkce po¢tu méfeni n, je zndzornéna na obr. 3. Je
ziejmé, Ze uskutecnovat veliké po¢ty méteni je malo efektivni. Na druhé strané
volime n > 5, nejlépe zpravidla 10.

Sz
s

1,0

)

0,8 \

0,6 N

0.4 ™

T~

0,2 =~

1 2 ) 10 20 50 100 n

Obr. 3 Zavislost relativni velikosti smérodatné odchylky
aritmetického priméru na poc¢tu n méreni

3.3 Interval spolehlivosti

Teoreticky rozbor, ktery jsme provedli v kap. 2, predpokladal, ze je zndm sou-
bor n — oo méfeni. Za tohoto predpokladu jsme vypocetli smérodatnou od-
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chylku o. Jeji vyznam je ten, Ze urcuje interval (zg — o, z¢ + o), v némz bude
s pravdépodobnosti P = 68,3% lezet skuteénd hodnota zg mérené velidiny.

V praxi jednak nemiizeme vykonat nekone¢né mnoho méteni, jednak mu-
zeme pozadovat jinou pravdépodobnost P toho, aby méfena hodnota lezela ve
zvoleném intervalu. Vedle pravdépodobnosti P se pracuje jesté s veli¢inou o —
— s hladinou vyznamnosti (nazyva se rovnéz cinitel vijznamnosti), kterd je s P
vazana vztahem

a=1-P, resp.a[%]=100— P[%].

Uvedeny problém nejistoty méreni fesi teorie pravdépodobnosti uzitim Stu-
dentova rozloZeni (viz napt. [6]). UvaZzujme, %e jsme provedli n méfeni veli¢iny
xo, urdili jeji nejpravdépodobnéjsi hodnotu T a ze vzorce (12) jeji vybérovou
smérodatnou odchylku sz. Interval spolehlivosti, v némz bude lezet hodnota
méfené veliciny (uréovand z n méfeni) se zvolenou pravdépodobnosti P (obecné
jinou nez 68,3%) je

<f — th, T+ t85>7

kde ¢ = ¢(P,n) je tzv. Studentiv soucinitel, ktery modifikuje $itku intervalu
spolehlivosti v zavislosti na zvolené hladiné pravdépodobnosti P a uskuteéné-
ném po¢tu n méfeni. Rikdme rovnéz, ze spolehlivost jevu, %e xg bude lezet
v uvedeném intervalu je P anebo, ze riziko jevu, Ze xo bude leZet mimo tento
interval, jea=1— P.

Studenttv sou¢initel mizeme numericky vypocitat (viz napf. [6], s vyhodou
lze uzit rovnéz PC s programem EXCEL firmy Microsoft), nebo uzit pfimo
hotovych tabulek (viz napf. [9]). Pro nase uZiti uvaddi Studentiv soudinitel
tabulka 1. Je v ni uvedena standardni hladina spolehlivosti P = 68,3%, hladina
P =95,0% (riziko 5%), P = 99,0% (riziko 1%) a P = 99,73% (prakticky nulové
riziko). Rozpéti n je {3, 00}, zaokrouhleni je na dvé desetinnd mista.

Z tabulky je zfejmé, Ze pii ndmi uZivaném standardnim postupu (P =
= 68,3%) a n = 10 se soucinitel ¢ 1i&f od 1 jen o 6% a nemusi tedy se béZné
uvazovat. Zvolime-li v8ak jen 5 méfeni, je odchylka jiz 15%. Pozadujeme-li
riziko jen 5%, je t > 2 a musi se vzdy uvazovat. Stanovujeme-li krajni chybu
(teoreticky pro n — oo je » = 30), je korekce na Studentovo rozloZeni velmi
vyznamné (prakticky pro béZné uzivany pocet méteni n < 10 je ¢t > 4).

V dalsim textu, kdy predpokldddme n = 10 a standardni spolehlivost P =
= 68,3%, nebudeme v piedloZenych piikladech popsanou korekci provadét.

Pii (zpétném) posuzovani vérohodnosti jednotlivych namérenych hodnot
nas bude jesté zajimat krajni interval spolehlivosti pro jednotlivd méreni. Tento
interval vypoéteme pomoci Studentova soudinitele (¢) pro pravdépodobnost
P =99,73% (tedy z posledniho sloupce tab. 1) a smérodatné odchylky (s) jed-
noho mé&feni uréené podle vztahu (11). Interval, v némz by méla lezet vSechna
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data méteni, tedy je
(T —ts,T+ts) proP =99,73%.

Krajni chyba jednoho méfeni tedy je ts, pri¢emz jeji teoretickd hodnota
(pro n — o0) je 3s. Piekro¢i-li chyba jednoho méfeni krajni chybu ¢s (pro
P =99,73%), je to dtivod, abychom tuto hodnotu vylou¢ili a provedli korigo-
vané zpracovani dat méreni.

Tab. 1 Studenttv soucinitel ¢t = ¢(P,n)

t(P,n)

n|[P=683% ] P=950% | P=99,0% | P=099,73%
3 1,32 4,30 9.92 19.21
4 1,20 3,18 5,84 9,22
5 1,15 278 4,60 6,62
6 1,11 2,57 4,03 5,51
7 1,09 2.45 3,71 4,90
8 1,09 237 3,50 453
9 1,07 231 3.36 497
10 1,06 296 3.5 4,09
11 1,06 293 3,17 3,96
12 1,05 2,20 3,11 3,85
15 1,04 215 298 3,63
20 1,03 2,08 2,86 3,45
30 1,02 2,05 276 3,28
50 1,01 2,01 2,68 3,16
100 1,00 1,98 2,63 3,08
0 1,00 1,96 258 3,00

3.4 Postup pri zpracovani dat naméienych hodnot
Nejprve uvedu klasicky postup pii iplném vypoctu, poté postup pii vyuziti
statistického programu v kapesnim ,védeckém® kalkuldtoru.

1. Data piSeme do vhodné tabulky (viz ptiklad 1). Vypofteme aritmeticky
pramér T z n naméfenych hodnot z; podle (9).

2. Vypoclteme odchylky Ap = xzp — T pro vSechna k, pficemz musi byt
S A =0.
3. Vypocteme A2 pro viechna k a jejich soucet > AZ.
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4. Vypocteme vybérovou smérodatnou odchylku aritmetického priméru sz
podle (12), abychom vyhodnotili vliv ndhodnych chyb na vysledek méfeni (vliv
soustavnych chyb je nutné korigovat samostatné).

5. Vysledek napiseme ve tvaru

T =7=*xsz
vcetné jednotek, pficemz smérodatnou odchylku uvedeme jen na jednu, nejvyse
dvé platné cifry (uvddét chybu na vice cifer je nejen zbytecné, ale jiZ se povazuje
za formalné chybny zapis). Pofet mist aritmetického primeéru T zaokrouhlime
tak, aby posledni platné cifra odpovidala posledni platné ciffe zaokrouhlené
chyby.

Napt.
d = (18,25 + 0,03) mm; d = 18,252 + 0,033) mm,
m = (250,5+02)-10"3g; m = (250,48 +0,15)-1073 g,
P = (1200 £+ 10) W; P = (1198 £ 12) W.

Pti zaokrouhlovani se zpravidla postupuje podle vseobecnych pravidel.
S ohledem na spolehlivost vysledki (viz Studenttiv koeficient v tab. 1) je opa-
trnéjsi zaokrouhlovat smérem nahoru (zvlasté, je-li posledni cifra > 2).
Zaokrouhleni na dvé platné cifry pouZijeme zejména v pripadech, kdy s veli-
¢inami provadime dal$i vypocty, abychom snizili chyby pti dalsim zaokrouhlo-
vani.

Pti pouziti kapesniho kalkulatoru je vypocet sice podstatné rychlejsi,
avSak mize dojit k systémovym chybam, protoze nabizeny statisticky program
nebyva specializovan na vypocet chyb méreni.

1. Kalkulator prepneme na statisticky program a vymazeme obsah statistickych
pamétovych registri.
2. Do vstupni paméti peclivé vlozime data hodnot namérené veli¢iny.

3. Zpracovana data budou uloZena v oznacenych pamétovych registrech. Kal-
kulator provede pfislusné vypocty v okamziku otevieni nékterého z pamétovych
registra se statistickymi daty. Nas budou zajimat jen nékterd vystupni data.
Vystupni data budou nabidnuta bud na maximélni nebo pfedem nastaveny po-
Cet cifer (nakonec bude nutné provést zaokrouhleni podle velikosti smérodatné
odchylky aritmetického priméru).

4. Urc¢ime vybérovou smérodatnou odchylku aritmetického priméru sz tim,
Ze vyuZijeme smérodatnou odchylku o,_; nebo o, (jedna nebo druhd jsou
v pamétovych registrech; kalkulatory uzivaji oznaceni o). Smérodatna odchylka
0n—1 odpovida veli¢ing (11); mé tedy vyznam vybérové smérodatné odchylky
jednoho méteni. Odchylka o, se lisi tim, 7Ze soucet druhych mocnin odchylek
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Ay je délen poctem n. Vybérovou smérodatnou odchylku aritmetického priméru
(12) musime tedy dopo¢itat podle vzorce

_ Op—1 __ Op (13)

TEn T Vn-1

pfidemZ (ndm znamé) ¢islo n je rovnéz uloZzeno v jedné z paméti - ovéiime si,
zda jsme opravdu vlozili v8echna data. Vysledek (13) zaokrouhlime na jednu
nebo dvé cifry.
5. Z prislusné paméti vyvolame aritmeticky primér =, zaokrouhlime jej podle
diive uvedeného pravidla a vysledek napiseme v kone¢ném tvaru véetné jedno-
tek

Klasicky postup vypoc¢tu a postup s vyuzitim statistického programu na
kalkulatoru si mizete ovérit na nasledujicim piikladé.

Piiklad 1 — zpracovani dat méreni délky

Pri méfeni délky dratu, na némz bylo zavéseno zavazi, byla ziskdna data, ktera
jsou uvedena v prvnim sloupci nésledujici tabulky 2. Zpracujte data méteni a)
klasickym postupem, b) uzitim statistického programu na kapesnim kalkulé-
toru; tj. uréete aritmeticky pramér [ a jeho smérodatnou odchylku.

Reseni
a)

Tab. 2 Zpracovani dat méreni délky

P Ay 57

mm mm mm?
1 519,2 - 0,68 0,4624
2 520,0 0,12 0,0144
3 519,8 - 0,08 0,0064
4 520,4 0,52 0,2704
5 519.,6 - 0,28 0,0784
6 520,1 0,22 0,0484
7 520,0 0,12 0,0144
8 520,2 0,32 0,1024
9 519,7 - 0,18 0,0324
10 519.8 - 0,08 0,0064

[=519,88 mm | > Ax=0,0 mm | 3 A2=1,036 mm?
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XAy [1036 . .
1= \/n(n—l) ~A/10-9 mm = 0,1073 mm = 0,11 mm = 0,1 mm,

I = (519,88 +0,11) mm = (519,9 +0,1) mm.

b) VymaZeme obsah statistickych pamétovych registrt kalkulatoru. Do vstupni
paméti vlozime data — naméfené velikosti délky z prvniho sloupce tabulky 2.
Nyni z piislusného pamétového registru zjistime | = 519,88 mm, déle o,,_; =
= 0,3393 mm (mé4 vyznam chyby jednoho méteni), provedeme déleni v/n = /10
a dostaneme chybu aritmetického priméru, tedy s; = 0,107 mm = 0,11 mm =
= 0,1 mm. Nebo zjistime 0, = 0,3219 mm; délime v/n — 1 = 3 a dostaneme
stejnou smérodatnou odchylku.

c) Krajni chyba jednoho méfeni je ¢s. Studenttiv souéinitel pro P = 99,73% a
n = 10 je t = 4,09, standardni odchylka jednoho méfeni s = 0,32 mm. Tedy
krajni chyba ts = 1,3 mm. Zadn4 z naméfenych hodnot v tab. 2 ji nepfekracuje
a neni nutné korigovat vypocet.

Priklad 2 — zpracovani dat pri méreni postupnou metodou

Pri méreni tkazi, které se periodicky opakuji, je vyhodné pouzit postupnou
metodu. UZiva se napf. p¥i méfeni doby kyvu 7 (zde konkrétné torzniho ky-
vadla). Méfeni uspordddme tak, aby hodnoty tvofily aritmetickou posloupnost
s ekvidistantnimi hodnotami argumentu. Je to ziejmé z néasledujici tabulky,
ktera obsahuje usporadand data dob 10 kyvit az do celkového pocétu 200 kyvii.
Uzitim kalkuldtoru vypoctéte aritmeticky primér doby 1007 a jeho sméro-
datnou odchylku. (Udaje platné pro dobu jednoho kyvu nebo jednoho kmitu
budeme urcovat az v kap. 4.)

Reseni

Nejprve uréime ty — t; = 1007 — dostaneme 10 hodnot a provedeme jejich
standardni zpracovani na kalkulatoru; vysledek je zapsan do tabulky 3.

22



Tab. 3 Zpracovani dat méreni doby kyvu

b L1l 007
S S

107 | 182 || 1107 | 205,3 | 1871
207 | 37.4 || 1207 | 224,0 || 186.6

307 | 56,0 || 1307 | 2424 || 186.4 1007 = 186,58 s,
407 | 74,7 || 1407 | 261,2 || 186,5 on—1 = 0,230 s,
507 | 93,3 || 1507 | 279,8 || 186,5 In1 — 00735,

n

607 | 111,7 || 1607 | 298,5 || 186,8 1007 = (186,58 + 0.07) .

707 | 130,5 || 1707 | 317,1 || 186.6
807 | 149,1 || 1807 | 335,7 || 186,6
907 | 167,9 | 1907 | 354,3 || 186,4
1007 | 186.7 || 2007 | 373,0 || 186,3

3.5 Vliv nepresnosti méridla na chybu vysledku

Meéfteni fyzikalnich veli¢in uskute¢iiujeme pomoci méridel — technickych pro-
stredki, které délime na miry a mérici pristroje.

Mira je méridlo, které pri pouziti reprodukuje jednu nebo nékolik hodnot
urcité veli¢iny. Patfi sem napt. zavazi, délkové méritko s ¢arkovou stupnici,
odmérny vélec, odporova dekédda, etalon napéti (normélni galvanicky ¢lének
Westontiv) apod.

Meérici pristroj je méridlo, u néhoz se alespon jedna soucast piri méreni
pohybuje nebo funkéné méni sviij stav. Déli se na piistroje analogové, u nichz
je vystupni Gdaj spojitou funkei (napt. ahlova vychylka rucky piistroje) anebo
digitdlni, u nichz se méfenda veli¢ina pomoci prevodniku méni na elektricky
signal, ktery se indikuje v ¢éislicovém tvaru. Patii sem at jiz v analogové nebo
digitalni formé napt. posuvné méritko, stopky, vahy, teplomér, voltmetr, ohmetr
apod.

Konstrukce a proces vyroby méridla zavisi na presnosti, kterd se od méfidla
ocCekava. Soucasti vyroby je cejchovdni méridla, pti kterém se ovéruje sprav-
nost jeho funkce, pfipadné se vyznacuji méfici znacky nebo hodnoty (kalibrace
méridla).

Meéfidlo je zhotoveno vzdy jen s urcitou presnosti. Jeho nedokonalost se
projevuje v chybé méridla, kterd ma jednak slozku soustavnou, jednak slozku
nahodnou. Soustavnou chybu méridla nelze odstranit opakovanim méreni. Srov-
nanim s presnéj$im méridlem muzeme zjistit, v jakém rozmezi se tato chyba
pohybuje. Pokud neni uvedena informace o pfesnosti métidla jeho vyrobcem,
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bereme jeho chybu jako zlomek nejmensiho dilku na stupnici (je to zpravidla
polovina nebo cely dilek).

Piiklady nejvétsich pfipustnych chyb [9]:

kovové pravitko 0,5 mm
posuvné méritko 0,05 az 0,1 mm
mikrometr 0,01 mm
uchylkomér (indikdtorové hodinky) a7z 0,001 mm
mechanické stopky 0,3s

digitalni stopky 0,01 s

sklenéné teploméry 1 az 1/2 dilku

laboratorni vahy (bez korekce na vakuum) 0,1% aZ 1%

U analogovych elektrickych méticich pristroju se jejich presnost hodnoti
pomoci relativni dovolené mezni chyby p pristroje uvedené v procentech. Podle
ni jsou pfistroje roz¢lenény do 7 tFid presnosti (pfitom se procenta neuvadéji):
0,1; 0,2 (pouzivaji se jako normély a velmi pfesné laboratorni p¥istroje); 0,5;
1 (laboratorni p¥istroje); 1,5; 2,5; 5 (pifstroje provozni). Udaj p je uveden na
Stitku stupnice.

Dodrzi-li se pii méfeni podminky stanovené vyrobcem (napi. teplota okoli,
poloha pfistroje), pak v rozmezi pouZitého rozsahu p¥istroje nepiekro¢i celkova
chyba (soustavnd i ndhodné) méfené veli¢iny dovolenou mezni hodnotu p

Budeme-li napf. méfit miliampérmetrem s rovnomeérnou stupnici od 0 do
I, ve tfidé presnosti p, je dovolend mezni chyba pfistroje v rozmezi celého
rozsahu 0 — I, rovna

p(%)

100 °

Relativni mezni chyba mérené hodnoty I na této stupnici tedy je

Al =1y

6_AI_Imp.
=T T T100°

je tedy zavisla na tom, v jaké poloze na stupnici se méreni uskutec¢nuje. Budeme-
li v poloviné stupnice, bude mezni chyba d; = 2p, budeme-li ve 20% od levého
okraje, bude d; = 5p. Vyhodné je tedy uskutechovat méfeni na takovém roz-
sahu, aby rucicka pristroje byla v blizkosti maximalni hodnoty stupnice.

Maé-li stupnice nelinearni pribéh, bude relativni mezni chyba stejnou neli-
nearni funkci polohy rucicky méficiho pristroje.

Pti ¢teni polohy rucicky na stupnici kvalitniho laboratorniho pristroje
(s podhlednym zpétnym zrcétkem) mtizeme odhadovat i desetiny rozmezi jed-
noho dilku.
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U digitalnich méricich pfistroji dosud neexistuje podobnad norma jako
u pristroji analogovych. Dovolena chyba se zpravidla uvadi jako soucet dvou
relativnich chyb

M
5=|5M\+|5R|ya

kde dg je relativni chyba z maximalni hodnoty méficiho rozsahu (byva uvedena
na §titku pristroje nebo se uréi jako £1 digit na poslednim misté ¢islicového
tabla déleny uZitym maximalnim rozsahem M) a du je relativni chyba z métrené
hodnoty (uvadi se na $titku nebo v manuélu p¥istroje), X je naméfend hodnota
na rozsahu M.

Budeme napt. métit digitalnim voltmetrem na rozsahu M = 3 V. Voltmetr
m4 uvedenou chybu ég = 0,2% a o = 0,2%. Naméiime napéti U = 2,216 V.
Mezni chyba méfeni bude

3
0 =02%+ 072%5 =047%,

U=(222+001)V.

Jaka bude chyba namérené veliciny pri opakovaném méreni s prihlédnutim
k chybé méficiho pristroje? Pii opakovaném méfeni uréime standardnim zpi-
sobem aritmeticky primér T a smérodatnou odchylku s aritmetického stiedu;
jeji relativni velikost ozna¢me Js. Relativni dovolenou chybu méficiho pristroje
oznatme dy,. Jisty problém je v tom, Ze tato chyba je mezni (vyrobce garantuje,
ze vétsi nebude), kdezto ds je stiedni. I pfes odlisny charakter obou chyb lze
s urcitou nejistotou vypocitat chybu celkovou — s vyuzitim poznatka o slozené

chybé (viz kap. 4) plati

de & /02 + 02, .
Pii méfeni na méné presnych ptistrojich mize dovolena chyba pristroje i o fad
prevySovat smérodatnou odchylku z ndhodnych chyb. Pak hledame presnéjsi
mérici pristroj.

Priklad 3 — méfeni voltmetrem

Na voltmetru o t¥idé presnosti p = 0,5 a pfi uziti rozsahu 3 V bylo métreno
napéti desetkrat a statistickym zpracovanim byla ziskdna hodnota U = (2,21 +
+0,03) V. Vypoététe celkovou chybu pii zahrnuti mezni dovolené chyby méfi-
ciho pristroje.
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Reseni
Mezni dovolena relativni chyba voltmetru pfi méteni hodnoty U je

Un p 3 1 9
M=t = —14.102.
5 U 100 221 100

Celkova chyba

0,03\ 72
LA ’ 1,4-1072)2 = 0,019 = 2%.
5 J(m) t(14-10-2) %

U=(221+004) V.

Pak
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o ve

4 Hodnoceni presnosti vypoctené veli¢iny

4.1 Hodnota veli¢iny vypoctené z veli¢cin nameérenych

Jednim 7z tkold fyzikdlnich méfeni je také urcit veli¢inu z defini¢niho vztahu
nebo z fyzikdlniho zdkona. Tyto vztahy vyjadiuji souvislost urc¢ované veli¢iny
s nékolika jinymi veli¢inami uréenymi primym méfenim. Napi. hustota télesa

2

ve tvaru valce se ur¢i mérenim hmotnosti m a objemu V = % podle vztahu
m 4m

TV T e (14)

nebo tihové zrychleni z doby kyvu 7 malych kmiti matematického kyvadla
délky [ podle vztahu

l
g=7r2?. (15)

(V tomto druhém piipadé bude vysledek zatiZen i soustavnou chybou, pro-
toze kyvadlo nemitize byt realizovano jako matematické a nemutize konat kmity
s thlovou amplitudou, kterd konverguje k nule.)

Uvedené priklady jsou zvlastnim piipadem obecného vztahu, kdy urc¢ovana
veli¢ina u je vazanad s mérenymi veli¢inami x,y, z, . . . symbolickym vztahem

u=u(r,y,2,...). (16)

Predpokladame, Ze predchozim méfenim jsme ziskali aritmetické vybérové
prameéry mérenych veli¢in a jejich vybérové smérodatné odchylky

r=Txsyz, y=YLtsy, z2=Z%sz,... (17)
Pravdépodobnd hodnota vysledné veli¢iny (16) pak bude
T =u(T,7,z,...). (18)

Vysledek zaokrouhlime jen na tolik platnych cifer, kolik je jich odtvodnéno
vybérovou smérodatnou odchylkou sz vysledku. Ta bude feSena v nasledujicich
odstavcich — viz rovnéz piiklady 4 az 7.

Problém teseny v této kap. 4, tj. urcovani chyb vypoctenych veli¢in, se
v literatufe (viz napt¥. [1]) oznacuje jako wurdovdni chyb nepiimych méreni a
zékonitosti, kterymi se tyto vypocty ridi, se oznacuji jako zdkony hromadéni
chyb (viz napt. [9]).
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4.2 Horni mez smérodatné odchylky vypoctené veli¢iny

Nyni provedeme odhad horni meze smérodatné odchylky vypoctené veliciny
(18) z vybérovych smérodatnych odchylek méfenych veli¢in (17). Tyto sméro-
datné odchylky mtzeme povazovat za velmi malé odchylky od hodnot pfislus-
nych veli¢in, ptricemz jejich vliv na smérodatnou odchylku vypoctené veliciny
u bude zaviset na tom, jaké znaménko a jaka velikost jednotlivé smérodatné
odchylky se v urcité konfiguraci jednotlivych vlivli uplatni. Nejméné priznivy
ptipad nastane, budeme-li vSechny tyto odchylky uvazovat s takovym znamén-
kem, aby smérodatnou odchylku sz vypoctené veli¢iny vychylovaly na stejnou
stranu.

Uvazujme dil¢i odchylky dostateéné malé velikosti sz, sy,.... Pak horni
mez smérodatné odchylky vypoctené veli¢iny muzeme aproximovat totalnim
diferencidlem funkce (16) nékolika nezévisle proménnych (tj. méfenych veli¢in)
v okoli uvazovaného bodu (tj. vypoc¢tené pravdépodobné hodnoty veli¢iny)3:

ou ou ou
du=—doz+ —dy+ —dz +...
ox Jy YT 52
Horni mez vybérové smérodatné odchylky vypoctené veli¢iny uréime tak, ze
diferencialy nahradime vybérovymi smérodatnymi odchylkami mérenych veli¢in
a parcialni derivace budeme uvazovat kladné, tj. budeme brat jejich absolutni
hodnoty. Pak horni mez smérodatné odchylky vypoctené veliciny je

8_u
ox

ou

ou Ou
0z

St 19
99 sz + (19)

85‘1'

5@‘1‘

(SU) max — ‘

Tento vysledek se nékdy oznacuje jako linedrni zdkon hromadéni chyb.

Vysledek (19) se pouziva k vypoétu smérodatné odchylky vypoctené veli-
¢iny, jsou-li méfeni veli¢in x,vy, z, ... zatizena prevainé soustavnymi chybami
(viz [5]).

%. Pritom napf. parci-

0

3Zde se setkdvame s operdtorem parcidlni (diléi) derivace, napt.
alni derivace funkce u = u(z,y, z,...) podle z, tj.
ou 0
% = au(lyyy 2y ')7
se provede v souladu s pravidly oby¢ejné derivace podle z, pfi¢emz nezavisle proménné y, z, . . .
bereme jako konstanty.
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4.3 Smeérodatna odchylka vypoctené veli¢iny

Vysledek (19) popisuje nejméné piiznivy piipad, kdy se pfispévky chyb jednot-
livych mérenych veli¢in absolutné sectou. Jsou-li méfeni jednotlivych veli¢in
x,y,z,...zatiZena jen (resp. pfevazné jen) ndhodngmi chybami, existuje urcita
pravdépodobnost kompenzace jednotlivych chyb. Pocet pravdépodobnosti (viz
napf. [2]) dospivd uzitim metody nejmensich ¢tvercti ke spravnéj$imu vzorci,
ktery vybérovou smérodatnou odchylku vypoctené veli¢iny hodnoti piiznivéji:

SH:\/<%> +<gz> +<gg> 24 ... (20)

Tento vysledek se nékdy oznacuje jako kvadraticky (Gaussiv) zdkon hromadéni
chyb.

Jsou-li k dispozici vybérové smérodatné odchylky jednotlivych mérenych
velifin se dvéma platnymi ciframi, pouzijeme je ve vzorci (20) a na jednu cifru
zaokrouhlime aZz vybérovou smérodatnou odchylku vypoctené velic¢iny, tj. sg.

Priklad 4 — smérodatna odchylka aritmetického priaméru

Odvodte vzorec (12) pro vybérovou smérodatnou odchylku aritmetického pri-
méru (9) za predpokladu n stejné presnych méfeni, tj. o stejné vybérové smé-
rodatné odchylce s jednoho méreni.

Reseni

Vzorec (9) pro aritmeticky pramér mtizeme v symbolice (16) psat ve tvaru

x x x
(21,20, ) = — 4+ =42
n n n
Protoze
or _or o7 1
dxy  dxs T Oz, n’

bude podle vzorce (20) platit

1
sm—\/—s2+—s2+ +—s2—7

coz bylo dokazéno.
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4.4 Smeérodatna odchylka vypocétené veliciny ve zvlast-
nich pripadech

4.4.1 Vypocétena veli¢ina je funkci jediné proménné
Necht vysledna veli¢ina u je funkei jediné proménné z, tedy u = u(z). Pak

ou du Ju _ Ou

— =, —=—=...=0
or dx’ 9y Oz '
takze podle vzorce (20) — i podle vzorce (19) — bude
du
Su = a Sz . (21)

Diilezité zvlastni pripady:

a) Veli¢ina je ndsobena konstantou: u = ax. Pak

d
£ =a, sz = asz, (22)

neboli smérodatna odchylka vypoctené velic¢iny je a ndsobkem smérodatné od-
chylky mérené veli¢iny.

Priklad 5 — doba kmitu

Vypocététe dobu kmitu a jeji smérodatnou odchylku pro torzni kyvadlo, jehoz
data jsou zpracovana v prikladu 2.

Reseni

Vysledek métreni se vztahuje na 100 kyvi, tj. na 50 kmit. Tedy, v souladu

s (22), kde v nasem piipadé je a = 51—0, dostaneme
186,58 0,07
T = a(1007) = < 56 + éO ) s = (3,7316 £ 0,0014) s = (3,732 £ 0,001) s.

(Zaokrouhleni smérodatné odchylky bylo provedeno podle pravidel zaokrouh-
lovani, jak se vSeobecné uziva. Seridznéjsi a jistéjsi by ovsem bylo zaokrouhleni

nahoru, tj. na 0,002 s, jak opatrny experimentator radéji uvede. Nejjisté&jsi je
ov8em uvést vysledek na 2 cifry, zejména pouZzivé-li se v dalsich vypoctech.)
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b) Veli¢ina je mocninou méiené veli¢iny: u = z*. Pak

du _ _
d—:kxk L sg = kaF sz,
x

coz muzeme vyjadrit ve tvaru

Su

— ksj, resp. o(z%) = ké(z), (23)
x

L
neboli relativni chyba k-té mocniny mérené veli¢iny je k-nédsobkem jeji relativni
chyby.

c) Veli¢ina je logaritmem méfené veliiny: u = In|z|. Pak

du 1 Sz =

—=—, sz =— =0(x), 24
neboli chyba (smérodatna odchylka) pfirozeného logaritmu méfené velic¢iny je
rovna jeji relativni chybé. Toto zjisténi mé prakticky dtisledek: pfi ¢teni na lo-
garitmickych stupnicich grafi je ¢teni hodnot logaritmii stejné piesné na vsech
mistech stupnice.

4.4.2 Slucovani namérenych velié¢in

Necht je vysledna veli¢ina u dana souctem nebo rozdilem naméfenych veli¢in

z, y. Pak

0 0
u=x=xvy, a—Z:l, a—Z::I:l

a podle (20) pro smérodatnou odchylku vypoctené veli¢iny vychdzi

57 = 4/5% + 82, (25)

kde sz, sy jsou smérodatné odchylky aritmetickych pramért naméienych veli-
¢in. Absolutni chyba rozdilu veli¢in je tedy stejnd jako pro jejich soucet. Z toho
vyplyva, ze rozdil dvou veli¢in, jejichz ¢iselnd hodnota je blizké, je zatizen vel-
kou relativni chybou. Déle je z (25) zfejmé, Ze vétsi chyba prakticky rozhoduje
o velikosti vysledné chyby (smérodatné odchylky).
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4.4.3 Soudin a podil naméfenych veli¢in
Necht je vysledna veli¢ina déna funkci w, v niZ se vyskytuje soudin a podil

naméienych veli¢in, napf.
_ Yy -1
u=—=xyz" .
2z
Pak
du 1 Ou 1 Ou _2
— =yz — =2xz — = —ayz
or U7 Ay T 0z 4
a podle (20) bude pro (vybérovou) smérodatnou odchylku vypoctené veli¢iny
platit
sz\° s7) 2 s=\?
Su = xy2’71 (i) + <_y) + <_Z) )
x y z
resp.
2 s7\ sz\° 2 —2 =2
—> + (j’) + (f) :\/5 () 4+ (y)+0(2).  (26)

=l
|

Sz
x
Z toho vyplyva, Ze relativni chyba veli¢iny dané sou¢inem a podilem naméie-

nych veli¢in, je ddna druhou odmocninou ze soué¢tu druhych mocnin relativnich

chyb naméfenych veli¢in, které tvori soucin nebo podil.
(27)

Zvolime-li obecnéjsi funkei
— a1 a2 a; (5%
u=>bry" - xy® .7k,

kde b, a; € R jsou konstanty, pfi¢emz i € {1, k}. Pak pro relativni smérodatnou

odchylku vypoctené veliciny v plati
k
(28)

() -2 ()

=1
Z tohoto vysledku vyplyva, ze je zapotiebi veli¢inu, jejiz exponent a; > 1, zmé-
fit s tolikrat vétsi relativni presnosti, kolikrat je exponent v absolutni hodnoté

vetsl (jinak usili, vynaloZené na mé¥eni jinych veli¢in, bude neefektivni).
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Piiklad 6 — tihové zrychleni

K méfeni tihového zrychleni bylo pouzita metoda matematického kyvadla. Jde
jen o pfibliznou metodu*, protoze jednak matematické kyvadlo je jen jednodu-
chym modelem redlného kyvadla, jednak se pouziva feseni pro dobu 7 kyvu

platné jen pro tthlové amplitudy ¢ konvergujici k nule (aby relativni soustavné
chyba doby 7 byla mensi nez 0,1%, musi byt ¢q < 5°). Pfi experimentu bylo
pouzito tzv. sekundové kyvadlo a méfeni doby kyvu bylo provedeno s dvoji
riiznou presnosti. Namérené veli¢iny:
[=(991+1) mm
1) 7 = (0,999 + 0,006) s 2) 7 = (0,999 £ 0,001) s.

Vypoctéte tihové zrychleni véetné absolutni a relativni vybérové smérodatné
odchylky, pficemz k vypoctu pouzijte oba vzorce (19) a (20). Porovnejte vliv
presnosti namérenych veli¢in [ a 7 na presnost vysledku.

Reseni

!
=n’— =9,8004m-s >
T

Q|

a) Relativni vybérova smérodatnd odchylka podle vzorce (19):

U
7] l T
1) ST? =0,00101 + 2 - 0,00601 = 0,01303 = 1,3%,
g
2) st? =0,00101 +2-0,00100 = 0,00301 = 0,3%.
g

b) Relativni vybérova smérodatna odchylka podle vzorce (20):

B CEO)

4Vhodng&jii je pouzit k m&Feni reverzni kyvadlo — viz [1], [2].

V)
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VA

1) ?5 = /0,001012 + (2-0,00601)2 = 0,0121 = 1,2%,
2) % = /0,001012 + (2 - 0,00100)2 = 0,0022 = 0,22%,

7 vypocti je ziejmé, ze urcujici pro smérodatnou odchylku vysledku — veli-
kosti tthového zrychleni — je smérodatna odchylka méfené doby kyvu, zejména
v prvém pripadé. Dale je ziejmé, Ze rozdily v hodnoceni piesnosti podle vzorci
(19) a (20) nejsou vyrazné, pricemz hodnoceni podle vzorce (20) je spravnéjsi
a priznivéjsi. Vysledky podle vzorce (20):

1)g=(98+0,1)m-s 2,
2) g = (9,804 0,02) m-s2.

Piiklad 7 — modul pruZznosti ve smyku

P1i uré¢ovani modulu pruznosti ve smyku G oceli dynamickou metodou se vy-
uzivéa zavislosti periody T torznich kmitl télesa (o momentu setrvacnosti J)
zavéSeného na draté (o délce | a poloméru r) na modulu G oceli, z niz je vyro-

ben drat. Necht zavéSenym télesem je vélec, pak J = %mRQ. Z teorie torznich

kmit a teorie pruznosti vychazi funkéni zavislost
a= 8nlJ _ drlmR?
r4T? riT?

Mérenim jednotlivych veli¢in byly ziskdny tyto hodnoty:

I =(519,9 +£0,1) mm - viz priklad 1,

m = 4,795 kg — povazujte za presnou hodnotu,

R = (46,41 £ 0,02) mm,

r = (0,491 £ 0,001) mm,

T = (3,732 £ 0,001) s — viz piiklady 2 a 5.
Vypoctéte modul pruznosti ve smyku véetné absolutni a relativni vybérové
smérodatné odchylky.

Reseni

G =8,3355- 10! Pa,

2 2 2 2
sm = G\/@) + <2%R> + (4%) + <28TT> . s5=6.84-10° Pa,

G = (8,34+0,07)-10'° Pa, relativni chyba 3(G) = %5 =0,8%.

Urcujici pro smérodatnou odchylku G je zfejmé smérodatnd odchylka pro po-
lomér r dratu.

34



5 Graficka analyza dat méreni

5.1 Graf funkéni zavislosti mérenych veli¢in

Meétime-li funkéni zavislost dvou fyzikalnich veli¢in, mGzeme provést analytické
zpracovani této zavislosti (viz kap. 6) anebo piehlednéjsi, aviak méné presnéjsi
vyjadieni grafické. Ozna¢me uvazované fyzikalni veliiny x, y a jejich (nezna-
mou) funkéni zévislost y = f(x). P¥i méfeni ziskdme n dvojic odpovidajicich si
hodnot [z1,y1], [z2,Y2],. - - ,[Tn, Yn] zatiZenych chybami méfeni.

Ke grafickému zndzornéni se nejcastéji uziva pravotuhly souradnicovy (kar-
tézsky) systém, i kdyz lze uzit i jiny systém, napf. poldrni, je-li to vyhodné.
V dal$im textu budeme uvazovat jen systém pravothly. V ném kazdé dvojici
naméfenych hodnot [z, yx] pfifadime bod. Tim ziskdme n bodt, které tvoii
bodovy graf. Z néj budeme vychazet pii konstrukci spojitého grafu hledané
funkéni zavislosti.

Je-li fyzikdln{ veliina (y) funkci dvou (x,z) nebo i vice velifin, vznikaji
pii grafickém zndzornéni zavislosti potize. Ke zndzornéni zavislosti y = f(z, 2)
by bylo zapotiebi ,prostorovy graf‘. V praxi se to obchéazi dvéma zptsoby.
Poéitacové grafické programy umoziuji ndzorné trojrozmérné (3D) zobrazeni
funkei y = f(x, z) na dvojrozmérné ploge. Témito programy mohou byt vyba-
veny nejen pocitace t¥idy PC, nybrz obsahuji je i kapesni ,védecké“ grafické
kalkuldtory (napf. TT 89/92, HP 86). Toto 3D zobrazeni slouZi vak spise k zis-
kani ndzoru na priubéh funkce, nez ke kvantitativnimu feSeni problému. Dru-
hou — seriézni — moZnosti zobrazeni je dvojrozmérné zobrazeni takové funkce,
nechédme-li jednu z nezavisle proménnych konstantni — pii volbé jejich konstant-
nich hodnot ve zvolené fadé. Pak vlastné dostaneme sérii fezil prostorového
grafu — napft. rovinami x = konst., z = konst. nebo i y = konst.. Napt. hustota
plynu je popséna funkci o = f(p,T). MZeme kreslit graf o = f(p) pro Ty, Tz,
T3, ...,nebo ¢ = f(T) pro p1, p2, ps3, - . ., pFipadné zkoumat zavislost p = f(T')
pro o1, 02, 03, . ... Pfikladem takového grafu je obr. 1.

Dosud jsme (mléky) predpokladali, Ze pribéh fyzikélnich déji se d& graficky
znézornit spojitou ,hladkou® ¢arou (tj. véetné spojité prvni derivace). Spojity
priubé&h (tj. bez diskrétnich nespojitosti) mé vétsina fyzikalnich déji. Jisté déje
mohou probihat nespojité (napf. ty, které souvisi s poctem ¢astic, ale i zde,
je-1i tento pocet velky, je znazoriiujeme spojité).

5.2 Stupnice

Tvar grafu vySetfované funkéni zavislosti vyrazné ovliviiuje volba stupnice na
soufadnicové ose (nositelce). Jde o vzajemné pfifazeni polohy ¢ bodu na ose a
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zobrazované veli¢iny = podle rovnice

§=Af(x), (29)

kde A je modulovd mira, kterd slouzi k pfevodu zobrazované veli¢iny (ve zvo-
lenych jednotkach nebo jejich ndsobcich) na délku (volime ji v mm), napf.

1IN~ 10mm (4 =10 mm -N~!) nebo 10 K ~ 1 mm (4 = 11—0 mm - K~1).
Funkce f(z) je monoténni a urcuje pribéh zobrazeni na stupnici, p¥i¢emz x
je ¢iselnd hodnota zobrazované veli¢iny v uvazovanych jednotkach. Prakticky

prichézeji v iivahu tyto funkce:

1. lineérni flz)=a+ bz (rovnomérnd stupnice),
2. logaritmicka f(z) =a+blogz
nebo fx)=a+blnz  (logaritmickd stupnice),
3.  kvadraticka f(z) = a+ bx? (kvadratick4 stupnice),
4. linedrné lomend f(z) =a+ % (linedrné lomend stupnice),

pricemz b # 0 a konstanta a > 0 urcuje hodnotu zobrazované veli¢iny v uvazo-
vaném pocatku stupnice. Piikladem grafu s logaritmickou stupnici je obr. 3.

Rovnice (29) je zobrazovaci rovnici zobrazované veliciny (x) a urcuje jeji
kdtu (£) na stupnici. Ke snaz$imu kresleni grafi se uzivaji specidlni grafické
papiry. Nejcastéji jsou to milimetrovy papir s rovnomérnymi stupnicemi v mi-
limetrech, logaritmicky papir s obéma stupnicemi logaritmickymi dekadickymi
a semilogaritmicky papir, ktery mé jednu stupnici logaritmickou a druhou rov-
nomeérnou.

Nejcastéji se uziva rovnomérna stupnice, protoze je nejjednodussi. Tato
stupnice ovSem neni vzdy nejvyhodnéjsi. Jde ndm o to, aby prubéh zobrazo-
vané velifiny (tj. funkéni kiivka — graf) byl co nejjednodussi, nejlépe linedrni.
UkazZeme si to na nasledujicim jednoduchém piikladé.

Piiklad 8 — volny pad

Urcéete uzitim grafu s = f(¢) tihové zrychleni z naméfenych hodnot veli¢in
— drdhy s a doby ¢ volného padu olovéné kulicky (olovéné proto, aby bylo
mozné zanedbat odpor vzduchu). Naméfené veli¢iny jsou v tab. 4. Uvedena
data muzeme jesté doplnit o bod s = 0 m pro ¢t = 0 s, ktery je zifejmy jak
z teorie, tak z empirie.

Tab. 4 Data méfeni volného padu

4,00 | 5,20 | 6,00 | 7,00 | 8,00 | 9,00 | 10,0 | 11,0

1|3 |

0,90 | 1,03 | 1,10 | 1,20 | 1,28 | 1,35 | 1,43 | 1,50
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Pozndmka: V piikladé 15 je vyuzito téchto dat k feSeni tthového zrychleni
regresni analyzou.

Reseni

Pro drahu volného padu télesa pii zanedbéani odporu vzduchu plati

1
s = —gt>.
29
Pfi analytickém feSeni bychom z tohoto vztahu uréili g = f(s,t) = %, do-

sazenim bychom dostali 8 hodnot a urcili bychom aritmeticky primeér véetné
vybérové smérodatné odchylky (viz tilohu 5). Znézornime-li naméiené hodnoty

do grafu s rovnomérnymi stupnicemi, dostaneme (p¥iblizné) oblouk paraboly
(viz obr. 4).

s
m
12
w0 . 5=9%m
Parametry této paraboly
(napt. poloha ohniska)
8 jsou zavislé na g, avsak
urcuji se nesnadno a ne-
6 presné. Tihové zrychleni
L 7§17—74797m7 . lze z tohoto grafu uréit
4 interpolaci — pro t; =
L/ =10sjesy =49 ma
5 //// = 2t_8%1 =9,8m-s? ne-
/”/ bo pro ty = /2 s je s =
e =98mag=298m-s 2
0 0,4 0,8

Obr. 4 Graf zavislosti s = f(t) pro volny pad;
obé stupnice jsou rovnomeérné

Zvolime-li vSak osu tasecek (tj. osu z) kvadratickou, tj. uZijeme-li funkci
f(x) = f(t) = > = z, bude



g}

a grafem této funkce je pfimka o smérnici tg o = 5 (viz obr. 5). Pak {g} =
= 2tga. Chceme-li ovem v grafu piimo méfit tthel o, musime zvolit pro jed-
notky obou veli¢in, tedy pro [s] = 1 m a pro [{] = 1 s, stejnou modulovou

miru. Napt. 4, =5 mm -m™', 4; = 5 mm-s~'. Potom vak miize vyjit thel a
nevhodné velikosti. Na obr. 5, kde je u stupnice 2 zvolen zde uvedeny modul,
vychézi a ~ 78°. Vyhodnéjsi je zvolit modul pro t tak, aby o' ~ 45°, napft.
Ay =25 mm -s7!, coz je u stupnice 1. Pak je oviem tfeba tihel o/ prepocitat
podle vztahu

tga = —tga'
a=—tga.

Prepocet:

tga = A tg o

47
tga = 5tg44,5°
tga =491
a=T78,5°

{9} =2-tga =982

Obr. 5 Graf s = f(t) pro volny pad;
stupnice pro ¢ je kvadraticka

vz

Nejvyhodnéjsi je graf vyjadiit v logaritmickych stupnicich. Pak

{9}

log{s} = 2log{t} + log TR
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a grafem je opét pfimka. Naméfrené hodnoty vyneseme do grafu a body prolo-
Zime primku (obr. 6). Tihové zrychleni se urdi z tseku b, ktery pfimka vytina
na ose soufadnic (tj. na ose y) pro logt = 0, tedy pro t; = 1 5. Usek Ize ¢ist na
logaritmické stupnici jako s; = 4,9 m. Pak

{g}=2{s1}=2-49=0938.
Po doplnéni jednotek g = 9,8 m-s~2.
Pro ty = /2 s dostaneme analogicky {g} = {s2} = 9,8; tj. ¢ =98 m-s~2.

E
m
12 1
10 4
8 1
6 1
\
\
A
4 \
| t
‘ —
+ ! + + + #l + + S
0,9 10 1,1 12 13 14 15 1,6
Obr. 6 Graf s = f(t) pro volny pad;
obé stupnice jsou logaritmické
5.3 Zobrazovani funkci linedrnim grafem
V grafu s logaritmickymi stupnicemi lze zobrazit linedrnim grafem i slozitéjsi

funkce nez je kvadratickd funkce, prezentovana v piikladu 8. Uvazujme dvé
obecnéji definované funkce

kde a, b, ¢, m = konst.
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Logaritmovanim dostaneme

logy =loga+ mlogx,
logy =loga+ (blogc)z.

Prvni funkce se zobrazi jako pfimka na logaritmickém a druha na semilogarit-
mickém papite.

UvaZzujme nyni pomérné sloZitou funkci (4), kterd je analytickym vyjadie-
nim Gaussova rozlozeni. Jejim logaritmovanim obdrzime

Inp=1In (%) — hZ%e2,

Zavedeme-li substituci nové proménné

Inp =y, 62233,

dostaneme linearni zavislost

— h 2
y—ln<ﬁ>—h Z,

ktera se zobrazi jako pfimka na tzv. pravdépodobnostnim papire. U néj je
osa Usefek (tj. vodorovnd osa x) kvadratickd a osa pofadnic (tj. svisld osa y)
logaritmicka.

Hyperbolicka funkéni zavislost typu

_ax
T b4z

y (30)

se da prevést na linedrni, kdyz budeme psat vyrazy v pfevraceném (reciprokém
tvaru), tj.

+ (31)

ISIeY
Q| o
8=

1
)
Funkci znazornime jako pifimku, kdyz na osy naneseme reciproké hodnoty ve-
licin z, y.

Transformace ruznych zavislosti na linearni grafy ma pro posuzovani vy-
sledku méfteni veliky vyznam, nebof snadno mtzeme z grafu experimentalné
ziskanych hodnot posoudit, do jaké miry se odchyluje od teoretického linear-
niho priibéhu.
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5.4 Zasady kresleni grafi z dat méreni
Z grafi na obr. 4 az 6 jsme si mohli v§imnout nékterych vyznamnych zasad,
které je nutné dodrzovat pii kresleni graft.

1. Posoudime pribéh zavislosti mérenych velic¢in a rozhodneme se pro typ stup-
nice grafu.

2. Zhodnotime rozsah hodnot mé¥enych veli¢in, zvolime poddtek stupnice (ne-
musi byt nula) a vhodnou modulovou miru tak, aby byla vyuzita podstatna
¢ast stupnice — tak bude nakresleny graf pokryvat vyznamnou ¢ast plochy vy-
mezenou osami.

3. Mame-li k dispozici vhodny graficky papir (milimetrovy, logaritmicky), po-
uzijeme jej; tim si zjednodusime tkol. Nemame-li jej k dispozici, vystacime
u rovnomérné stupnice se dvéma trojthelniky (u nelinedrnich stupnic jesté
s kalkulatorem) a tuzkou.

4. Nakreslime osy, vytvoiime stupnice piislusnych fyzikalnich veli¢in ve zvo-
lenych jednotkdch (nebo jejich ndsobcich) a popiseme osy. Protoze do grafu
vynasime ¢iselné hodnoty, popiSeme osy znackou veli¢iny délenou jednotkou

(napf. %, jde-1i o elektricky odpor v kf2).

5. Peclivé vyneseme do vymezené plochy hodnoty namérengch veli¢in a body
rfadné vyznacime krouzkem nebo jinou znackou. Jde-li o rtizné zavislosti v jed-
nom grafu, uzijeme riznych znacek. Napt. o, ®, A, o, +, x, e aj. Po vykresleni
¢ary grafu tyto znacky neodstranujeme, nebot dévaji prehledny obraz o méfeni
(o jeho presnosti, rozptylu). Tvori tzv. bodovy graf mé&fenych (empirickych)
hodnot.

Vybocuje-li néktery z bodid vyznamné Y
z fady, muze to mit nékolik pri¢in: hrubou
chybu pfi vyndSeni do grafu (opravime),
chybu p¥i méfeni (po ovéfeni vynechéme),
jevu (napf. rezonan¢niho). Jde-li o tento
pripad, je zapotiebi dalsi peclivé prométeni
daného tseku zavislosti.

Maéame-li k jednotlivym veli¢indm vypoc-
teny i vybérové smérodatné odchylky, vy-
neseme hodnoty veli¢iny véetné téchto od- z
chylek — ve formé& svislych tsecek (I) — viz 0
obr. 7. Ziskdme tim lepsi obraz o presnosti
méreni.

Obr. 7 Graf s vyznacenim
smérodatnych odchylek
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6. ProloZime c¢dru grafu mérenymsi Y
body, pricemz prubéh ¢ary jen od-
hadneme. Méfeni je, jak vime, pro-
vazeno chybami a ¢ara toto mé-
feni vyrovnava. Nespravné je proto
piimé spojovani téchto bodu at jiz
¢arou lomenou nebo zvlnénou (viz
obr. 8). K pfesnému vyrovnavani
pribéhu zavislosti mérené velic¢iny

proloZzena ¢ara -

byly vypracovény riizné .metodvy / ~ odhad funkén
analytické nebo grafické (viz napt. 7 . .

o Co / zévislosti
[2]), zaloZené na metodé nejmen- --
Sich ¢étvercti. Dnesni iiroven zpraco- bod bodového grafu

vani vysledk méteni regresni ana-

Iyzou vyuzitim PC nebo kalkula- © v
tord vyuzivani téchto metod jiz po- Obr. 8 Prokladani ¢ary grafu
tlacila. méfenymi body

5.5 Vyuziti grafi k feSeni fyzikalnich problémi

5.5.1 Interpolace a extrapolace prubéhu funkéni zavislosti fyzikal-
nich veli¢in

Métfenim ziskame n-tici boda pribéhu funkéni zavislosti, které ndm umozni
nakreslit nejprve bodovy a poté spojity graf zavislosti veli¢in. Tim, ze n-tici
diskrétnich hodnot nahradime vyrovnanym grafem, provadime interpolaci pri-
béhu v bodech, ve kterych jsme méieni neprovadéli. Omezené, s vétsi nejisto-
tou, muzeme eztrapolovat prubéh grafu do bodu leZicich vlevo nebo vpravo
od okraje intervalu méreni nezdvisle proménné. Tato extrapolace je méné ris-
kantni u prab&ht linearnich v rovnomérné stupnici, nebo u prubéhi, které se
linedrnimu priabéhu blizi (tj. u funkei, u nichZ je mald zména i prvni derivace
funkce).

Piiklad 9 — zavislost elektrického odporu na teploté

Vysledky méteni elektrického odporu vodice v zavislosti na teploté jsou uvedeny
v tab. 5.
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Tab. 5 Data méfeni elektrického odporu

19.0 | 25,0 | 30,2 | 36,0 | 40,2 | 45,3 | 50,0

2l = 3~

76,3 | 77,8 | 79,7 | 80,9 | 82,4 | 84,0 | 85,1

a) Nakreslete graf zdvislosti odporu R na teploté t.

b) Uréete odpor, ktery bude odpovidat teplotam ¢; = 20,0 °C a t5 = 60,0 °C.
c) Urcete, pii jaké teploté t3 bude mit vodi¢ odpor Rz = 82,0 Q.

(V prikladé 13 je tato tloha FeSena jeSté regresni analyzou.)

Reseni

Viz obr. 9, pfi¢emz pii feSeni pro teploty t3 a t; jde o interpolaci a pro t,
o extrapolaci.

b

88,1t

851

\
\
|
|
| t = 20,0 °C
| | R =765 9
| |
801 | | I = 60,0 °C
‘ | Ry = 88,10
|
\ | R; =82,00
A + } ts = 39,0 °C
lt1¢ htg lt?#

75 + + + + + +
15 20 30 40 50 60

Obr. 9 Graf zavislosti elektrického
odporu R = f(t)
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5.5.2 Empirické fyzikalni zakonitosti

Nékdy jsme postaveni pired tkol analyticky vyjadrit zakonitost pribéhu dvou
vzdjemné podminénych fyzikalnich veli¢in na zakladé naméfenych hodnot. Je
ziejmé, ze nejrychlejsi ndzor na povahu hledané zavislosti ndm poskytne graf. Je
vyhodné vyzkouset, jak bude graf probihat pfi pouziti riznych stupnic, zejména
stupnice logaritmické. MiZeme se dopracovat i k (pfiblizné) linedrnimu pritbéhu
a pak je jiz pomérné snadné vyjadieni analytické. Vhodné je poté nakreslit do
bodového grafu, vytvoreného z experimentélnich hodnot, graf analytické funkce
a posoudit shodu a pripadné odchylky. Podrobnéjsi popis metod na urceni
typu méfeni zavislosti miizeme najit v [2]. Na druhé strané jiz v sou¢asné dobé
existuji tzv. genetické programy pro PC, které po vloZeni experimentalnich
dat do pocitace vygeneruji vhodnou analytickou funkéni zdvislost. Problém lze
rovnéz velmi Gspé3né fesit regresni analyzou (viz kap. 6).

Na mezinarodni fyzikalni olympiadé se obc¢as vyskytne experimentalni tlo-
ha, jejimZ cilem je najit empirickou fyzikalni zdkonitost. Pfikladem je 26. MFO
v Australii v r. 1995, na které méli feSitelé provést experimentalni vyzkum
odporu prostfedi (konkrétné glycerinu) p¥i pohybu vélecku o praméru rov-
nému vysce h, ktery se pohyboval malou rychlosti (za laminarniho obtékani)
kolmo k ose valecku. Méla se provést modifikace klasického Stokesova vztahu
pro silu F' = 67nrv, platného pro kouli o poloméru r, ktery se pro pripad valce
o poloméru r = % ocekaval ve tvaru F, = 67k n r™v. K tomu byl k dispozici
odmérny vélec s glycerinem, délkové méritko, stopky a valecky ze ¢tyt riznych
materidlt (ocel, méd, titan, hlinik) o zndmych hustotdch a ¢tyfech zndmych
pramérech (10, 8, 5 a 4 mm). Z padu valecku v glycerinu ustdlenou mezni
rychlosti se méfila doba padu z urcité vysky. Z grafu doby padu v zavislosti na
priaméru 2r (v grafu s logaritmickymi stupnicemi $lo o pfimku) se zjistilo, Ze

m=133= % Vedlejsim tkolem bylo jesté urceni hustoty glycerinu.

5.5.3 Graficka analyza prubéhu funkéni zavislosti velié¢in

Z grafického pribéhu (tj. z k¥ivky grafu) experimentélné zjitovanych zévislosti
fyzikalnich veli¢in mtzeme nejen okamzité posoudit charakteristiku probihaji-
cich zmén, ale miZzeme provést i hlubsi grafickou analyzu:

e prubéh derivace kiivky funkéni zavislosti,
e urceni extrému a inflexi,

e grafickou integraci.
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Grafickd derivace se provede tak, Ze se ve zvoleném bodé kifivky nakresli
teCna a urci se jeji smérnice. Extrém funkce nastava, kdyz smérnice tecny je
nulova, tj. kdyz tefna je rovnobézna s osou usecek. V inflexnim bodé se méni
znaménko kiivosti grafu se spojitou prvni derivaci. Hledame jej tak, aby piimka
tecné vedend timto bodem rozdélila kiivku tak, ze oblouk kiivky bude z jedné
strany vypukly a ze druhé strany vyduty nebo obracené.

Grafickd integrace spojité funkce y = f(x) se provede tak, Ze se urci plosny
obsah plochy vymezené Carou grafu funkce, osou tsedek (x) a pofadnicemi
vedenymi v bodech mezi integralu, tj. napi. x = a, x = b — viz piiklad 11.

Provedeni grafické analyzy je ¢asto soucasti feSeni experimentalnich tloh
na mezinirodnich olympiddach. Uvedu jednu tlohu z MFO v Ciné (piiklad 10)
a v USA (pfiklad 11).

Piiklad 10 — erna sk¥inka (25. MFO v Ciné r. 1994)

Je dana ,Cernd skiinka“ se dvéma svorkami, kterd neobsahuje vice nez tii pa-
sivni elektrické prvky. Uréete hodnoty veli¢in téchto prvki a nakreslete schéma
obvodu mezi svorkami skiinky, pricemz se sk¥inka nesmi oteviit.

Jsou k dispozici tyto p¥istroje: dvoukandlovy osciloskop (umozhujici méfit
amplitudu napéti), ténovy generétor, rezistor o odporu R = (100£0,5) 2, spo-
jovaci kabely a grafické papiry (logaritmicky, semilogaritmicky, milimetrovy).

Reseni

(4)

0

a) Toénovy generdtor pouZzijeme
jako zdroj stridavého proudu,

jehoz frekvenci i napéti mizeme derna.

ménit. Méreni amplitudy na- skifiika

péti a (hrubé) urceni fiazového

posuvu dvou signalti umoziuje .

osciloskop. Schéma zapojeni je @f s Uac
m

na obr. 10. Predpokladame, Ze
¢erna skrinka obsahuje civku,
kondenzator a rezistor blize ne-
urc¢eného spojent a Ze mé impe-
danci Z 4 g zavislou na frekvenci
f ténového generatoru.

e (©)

Obr. 10 Schéma zapojeni pro méfeni
Cerné skiinky
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b) Mé¥ime amplitudy napéti Ur, Uac osciloskopem v zavislosti na frekvenci f.
Oznacime-li I, amplitudu proudu a Z ¢ celkovou impedanci obvodu, dosta-

neme vztahy
=%

~ U U
\ZAC\ZﬂzﬂR,

Iy
I, Ur

které umoziiuji urcit \2A0| prost¥ednictvim méfenych amplitud napéti. Mé-
feni provedeme pro sérii volenych frekvenci f € {100 Hz; 50,0 kHz}, zazna-
menavame do tabulky (tab. 6). Vypoétenou impedanci |2AC| v zévislosti na
frekvenci f vyneseme do grafu (nejvyhodnéji s logaritmickymi stupnicemi) —
— viz obr. 11.

Tab. 6 Data métreni cerné skiinky

f | Uac | Ur | |Zac|
kHz mV mV kO

0,100 | 600 | 22,0 | 2,73
0,200 | 600 | 45,0 | 1,33
0,400 | 600 | 94,0 | 0,638
0,700 | 300 | 92,0 | 0,326
0,900 | 300 | 121 0,248
1,00 | 300 | 136 0,220
1,10 | 300 | 140 0,214
1,16 | 300 | 141 0,213
125 | 300 | 140 0,214
1,50 | 300 | 120 0,250
2,00 | 300 | 88,0 | 0,341
4,00 | 300 | 78,0 | 0,769
8,00 | 600 | 380 | 1,58
15,0 600 | 200 | 3,00
30,0 600 | 10,0 | 6,00
50,0 600 6,0 | 10,0
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Zac
k0

10,0 +

)

1,00 ¢

0,213 |

0,100 H ;
0,100 1,00 10,0 f Obr. 13 Fizorovy diagram
kHz obvodu z obr. 12

yfo=1,16-10° Hz
| 4

Obr. 11 Zavislost impedance ¢erné
skfinky na frekvenci napéti

¢) Zévislost impedance na frekvenci ma minimum
|Z4C|min = 213 Q pii fo = 1160 Hz. Jde z¥ejmé
0 jev sériové rezonance — schéma zkoumaného ob- —T—o°
vodu mezi svorkami A, B skiinky je na obr. 12.

d) Pro amplitudu napéti Uac plati (obr. 13)

UAC:\/(UT+UR)2+(UL_UC)2. Uac

Pr1i rezonanci je Ugo = Up, tedy

(Ur)o

(Uac)o =Ur +Ur = (r+ R)lo = (r + R) ==,

kde Iy je amplituda proudu pfi rezonanci. Pak

(Uac)o
(Ur)o

r=R

—1} =113 Q.

Obr. 12 Schéma obvodu
Cerné skiinky
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e) Pri nizké frekvenci f < fy je
Up,=wL I, -0
a obvod se chové jako sériovy obvod RC, pri¢emz napéti U je fazové opozdéno

oproti (U, + Ug) o g (viz obr. 14).

Pak napéti

Ue = /U4 — (U + Un)?,

2
UC:\/Ugc— (%4—1) f)

a kapacitance

Obr. 14 Fazory napéti
u obvodu RC U 2 2
AC r
Xe=R — ) —|=+1) .
‘ \/( Ur > <R " >

l—27rf1-2 <@>2—<1+1>2 (f < fo)
c Ur R ’ 0/

Pro f = 100 Hz (viz tab. 6) vychdzi C = 585 nF.

Odtud

f) Pii velmi vysoké frekvenci (f > fo) je

I
Uc=Xcl=— =0
c c oC

a obvod se chovd jako sériovy obvod RL, pricemz
napéti Uy, fazové piedbihd napéti (U, + Ug) o g
(viz obr. 15). Pak napéti na indukénosti

Ur, = \/Uic — (U + U)2.

0 ﬁr + ﬁR
Obr. 15 Fazory napéti r ?
u obvodu RL UL = \/U‘%C B <E + 1) UIQ%
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a induktance

.U Uac')® r ?
xomer= Y om (%) ()

Z toho indukénost

B R UAC 2 r 2
g (T) ~(Fe) v

Pro f = 50,0 kHz (viz tab. 6) vychazi L = 31,8 mH.

Pozndmka: Ukolem studentt bylo provést jesté p¥iblizné odhady chyb mé-
feni. Protoze vSak pro seriézni vypocet vybérovych standardnich odchylek
nejsou k dispozici potiebné origindlni experimentdlni tdaje (napf. hodnoty
veliéin p¥i opakovanych méfenich a presnost méficich piistrojil), problémem
presnosti méreni se zde nebudeme zabyvat.

Piiklad 11 — mérné skupenské teplo varu dusiku (24. MFO v USA
r. 1993)

Ukolem je ur¢it mérné skupenské teplo varu I, tekutého dusiku, pficemz je
znamo, 7Ze teplota varu dusiku je iy = —195,8 °C = 77,4 K. Z hlediska ptivodu
skupenského tepla varu jsou uvazovany dvé metody.

1. Nositelem tepla je hlinikové télisko, které se ponoii do dusiku a za pro-
bihajicitho varu se ochladi z laboratorni teploty #;, = 21 °C na teplotu varu
kapalného dusiku.

2. Vyuzije se Jouleovo teplo, které vyvine rezistor, ponofeny do dusiku, po
pripojeni k elektrickému ¢lanku.

Je déno:

a) Hlinikovy véle¢ek o hmotnosti m, = 19,4 g a mérné tepelné kapacité c,
ktera zavisi na teploté podle obr. 16.

b) Rezistor o odporu R = 23,0 Q pii teploté 77 K, zdroj stejnosmér-
ného proudu, multimetr (voltmetr, ampérmetr). Déle jsou k dispozici digitalni
stopky, torzni vdhy, polystyrénova nadoba s tekutym dusikem a popis prisnych
pravidel prace s touto nebezpecnou kapalinou.
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Obr. 16 Zavislost mérné tepelné kapacity hliniku na teploté

Reseni

1. Dusik se v dtsledku velkého
teplotniho rozdilu

Ty —Tn =217TK
rychle vypatuje. Proto je nutné
nejprve sledovat samovolny
ubytek hmotnosti dusiku v né-
dobé. Nadobu s dusikem posta-
vime na vadhy a sledujeme ca-
sovou zavislost tbytku celkové
hmotnosti m (viz tab. 7).

Po odecteni nékolika (3esti)
udaji hmotnosti opatrné po-
notime do dusiku hlinikovy va-
lecek. Nastane prudky var. Po
jeho zklidnéni méfime opét cel-
kovou hmotnost v zavislosti na
Case.

Tab. 7 Data méfeni ubytku hmotnosti dusiku
vyparovanim a varem pii prvni metodé

celk. hm. korig. hm. cas
m m' =m —my T
g g s
153 0
152 36,8
151 79,1
150 120,7
149 160,5
148 203.1
ponofeni valecku — prudky var
150 130,6 331,8
149 129,6 381,6
148 128,6 457,3
147 127,6 488.,6
146 126,6 540,9
145 125,6 594.6
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Zavislost tbytku hmotnosti nadoby dana tbytkem hmotnosti dusiku je obr. 17.

m(m’)
g

155 1

C
150 1
145 1 N

1407 Amy=145¢g
135 ¢

1307 \\\
125 1

120

0 100 200 300 400 500 600 T
S

Obr. 17 Graf zavislosti tbytku hmotnosti
dusiku na c¢ase pfi prvni metodé

Ubytek hmotnosti v disledku
samovolného vyparovani pro-
biha podle (pfiblizng) rovno-
béznych piimek. Rozdil porad-
nic téchto primek dava ubytek
hmotnosti dusiku pfi varu pod-
minéném okamzitym privodem
tepla (rozdilem vnitfni ener-
gie valecku pred jeho ponore-
nim a po jeho ponofeni a vy-
rovnani teplot). Protoze mérna
tepelnd kapacita c¢ hliniku je
funkei teploty (obr. 16), je pii-
vedené teplo

T;

Q:mv/ch.

Tn

Integraci provedeme graficky — jako obsah plochy vymezené (empirickou)
kiivkou ¢ = ¢(T'), osou T a pofadnicemi danymi teplotami Ty = 77 K, T} =
= 294 K. Vypoc¢tem plodného obsahu (plochu rozélenime na ¢tverecky, nejlépe

uzitim milimetrového papiru) dostaneme

Q=19,4-151J = 2930 J.

Protoze toto teplo je skupenskym teplem varu, je

Q = Alev.
Odtud mérné skupenské teplo varu dusiku je

Q

V_AmN

=202J-g7'=2,02-105J . g7 ".

2. Do nédoby s dusikem ponofime rezistor s pfivodnimi dréty (dojde k samo-
volnému varu, pockdme, az se vyrovnd teplota rezistoru a var ustane). Nadobu
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postavime na vahy a sledujeme opét ubytek hmotnosti dusiku samovolnym
vypafovadnim (méfime celkovou hmotnost m) v zavislosti na ¢ase ¢ (tab. 8).
Rezistor pripojime k elektrickému ¢lanku, zméfime napéti a proud:

U=127V, I=560mA.

Tab. 8 Data mé&feni tbytku Déale méifime zavislost tibytku hmot-
hmotnosti dusiku pfi druhé metodé nosti na ¢ase, a to ihned od okamziku
pripojeni ke ¢lanku. Proud po zvolené

vikon | celk. hm | ¢as dobé vypneme a pokracujeme v méreni
m T hmotnosti a ¢asu.
g s
156 0 m
155 45,2 &
P=0 154 91,4
153 136,2 160 1
152 180,0
151 227,2
150 253,6 195
149 272,1
148 290,1 150 1
P#0| 147 | 3089
146 | 327,2 145 |
145 | 3457
144 364,1
143 381,9 1407
142 422.3
141 478,4 135 ! ' ' i
P=0 140 531.2 0 200 400 600 800 T
139 | 5837 ®
138 634,6 Obr. 18 Graf zdvislosti m = f(7) dusiku
137 690,7 a vypocet smérnic piimek

Zavislost hmotnosti na ¢ase zndzornime graficky (obr. 18). Pritbéh mtZeme
nahradit Gseckami lezicimi na p¥imkach 1, 2, 3. Z grafu uré¢ime smérnice téchto
piimek °, které vyuZijeme k vypoctu I,.

Smérnice urcené z grafu:

156 — 140
k= ——— o.s71 =-0,022g 57",
1= —720 8° pesasE

5Mame-li k dispozici PC, je moZno smérnice pfimek pro jednotlivé &asti ur¢it piesnéji po-
moci programu EXCEL lineéarni regresi (podle [7]). Metodou linedrni regrese bychom dostali
k1 =—0,0221 g s~ 1, ko = —0,0544 g -s~ 1, k3 = —0,0188 g - s~ .
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164—135

— . —- . -1
ko = 0_520 8 s 0,0558 g -s™
150 — 135 - -

ks 0_ a5 8 s 0,0191¢g-s

K vypoctu piikonu rezistoru mame k dispozici tfi mé¥ené adaje (U, I, R);
vypoc¢teme z nich t¥i hodnoty pfikonu, které zprumeérujeme:

1 U\ Ul RI U
P=-(UI+RP+—)==—"(1+2=+—) =711W.
3( * +R) 3<+U+RI> !

Pro Jouleovo teplo vzniklé za jednotku ¢asu soucasné plati

. Q -1 AmN
At T At
kde Amy je rychlost ubyvani hmotnosti dusiku zptisobend prikonem P. Urcime

At
ji z grafu na obr. 18, kdyZ od smérnice piimky 2 odecteme stfedni velikost
smérnic piimek 1 a 3 (abychom vylouéili hmotnost samovolnym odpaiovanim,
které probiha i béhem ¢asového intervalu At pii topeni):

AmN |k1 + k3|

N :|k2|—T:07o352g-s*1.
Pak 6
P —1 5 —1
by =R —=2027-g7" =202:10° J-kg".
N
At

Ukolem soutézicich bylo jesté odhadnout piiblizné chyby méveni. Podle au-
torti tlohy je méfeni podle prvni metody zatiZeno relativni chybou asi 2%,
podle druhé metody asi 4%.

6Uzijeme-li vysledkii pro smérnice ziskané presn&jsi metodou regresni analyzy (viz po-

zndmku 5), dostaneme % =0,0340 g-s~ ' aly, =209 J-g~! (hodnotu o 3,4% v&t¥i).
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5.5.4 Pouziti experimentalnich dat pfi feSeni teoretickych tloh

Fyzika jako piirodni véda musi pfi své vystavbé samoziejmé vychazet z po-
zorovani a experimentil. Ziskané vysledky kvantitativné zpracovava metodami
popsanymi v této praci a formuluje obecné platné zakony. Pomoci téchto zakoni
nastat pripad, kdy je tfeba na casteéné vysledky teoretického reSeni navazat
experimentalni data z pozorovani a poté pripadné pokracovat v teoretickém
feSeni. K tomuto navazani teorie a experimentu miize dobte poslouzit vhodny
graf sestrojeny z experimentdlnich dat.

Ukéazeme si to na prikladé 12 jedné teoretické tilohy na mezinarodni fyzikalni
olympiadé.

Piiklad 12 — gravitaéni rudy posuv a méfeni hmotnosti hvézdy
(26. MFO v Australii r. 1995)

Slo o rozsdhlou a naro¢nou tlohu, ze které zde podrobnéji uvedu jen &ast, ktera
se tyka problematiky tohoto ¢lanku 5.5.4.

a) Ukolem prvni ¢sti bylo odvozeni piedloZeného vztahu pro relativni gra-
vitacéni rudy posuv fotonu o frekvenci f pii jeho vzdaleni z povrchu hvézdy
(o poloméru R a hmotnosti M) do bodu neomezené vzdéleného, tj. vztahu

% = —%%, pro Af <K f.

b) Ve druhé ¢4sti se pozaduje uréit hmotnost M a polomér R hvézdy z experi-
mentalnich dat, kterd namérila automaticka vesmirné sonda, kterd se radidlné
piiblizuje ke hvézdé. Ionty He' na povrchu hvézdy emituji fotony a jejich za-
feni je monitorovano na sondé prostiednictvim rezonanéni absorpce iontt He™
obsazenych v testovaci komtrce. Rezonan¢ni absorpce nastane jen tehdy, kdyz
ionty hélia maji rychlost ve sméru ke hvézdé.

Protoze se vesmirné sonda priblizuje ke hvézdé radidlné, mtize se relativni
rychlost v = fc iontl hélia v komurce (pfi rezonan¢ni absorpci) méfit jako
funkce vzdalenosti d od nejbliz§itho povrchu hvézdy. Experimentalni data jsou
v tab. 9.

Tab. 9 Data méreni uskuteénéného vesmirnou sondou
Rychlostni parametr B-10° || 3,352 | 3,279 | 3,195 | 3,077 | 2,955

BL 38,90 | 19,98 | 13,32 | 8,99 6,67
10° m

Vzdalenost od povrchu
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¢) Pozaduje se provedeni korekce frekvence zafeni na zpétny rdz atomu hélia p¥i
emisi fotonu. Dalsim tkolem byl jesté vypocet energie fotonu na zakladé roz-
boru energie excitovaného elektronu v atomu hélia (vztah pro Bohrovu energii
byl sou¢asti zadani). ReSeni tohoto tfetiho bodu vybocuje z tématu piedloze-
ného studijniho textu a nebudeme se jim zabyvat — zdjemce odkazuji na [8].

Reseni

a) Ozna¢me fr frekvenci zafeni na povrchu hvézdy a f.. frekvenci tohoto zafeni
v bodé neomezené vzdaleném. Gravita¢ni hmotnost fotonu na povrchu hvézdy
polozime rovnou jeho hmotnosti setrvacné, tj.

62

My
Ze zakona zachovani celkové energie fotonu, tj. energie hf a potencidlni energie
gravitacni (tato energie je zdpornd) — vyjad¥eno pro bod na povrchu (r = R)
a pro bod neomezené vzdéleny (r — oo) — vychézi

th xM

hfp — R CZ g
fR C2 R f

Odtud
foo =R _Af _ =M

fr  f& AR

b) Aplikujeme-li uvedeny postup pro pfilehly nejblizsi bod na povrchu hvézdy
a pro bod v misté vesmirné sondy (ve vzddlenosti r = R + d od stiedu hvézdy)

dostaneme e )
E:1—%—2 —— . (32)
r c R R+d
Protoze se sonda pohybuje v radidlnim sméru ke hvézdé rychlosti v = e,
dojde k podélnému relativistickému Dopplerovu jevu, pti kterém prijimana
frekvence f' bude vyssi nez frekvence fy pro klidovou soustavu:

" 1+
.f_fd 1_67
neboli
PN el 1 33
fo= P\ R PA=0) mo < (33)
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(Organizétori MFO akceptovali rovnéz pouziti klasického Dopplerova jevu,
ktery pro 8 < 1 davéa stejny vysledek.)

Aby doslo k rezonanéni absorpci, musi byt frekvence f’ monitorovand son-
dou, rovna frekvenci fr zafeni emitovaného z povrchu hvézdy. Dosadime-li
vztah (33) pro f' = fr do (32) dostaneme

ﬂ 1 1 _xM d
& (R+dR’

p= 2 \R R+d
Z hlediska vzajemné zavislych experimentalnich dat 3, d je tato funkéni zavis-
lost typu (30); bude ji vhodné pfepsat na zavislost typu (31). Tedy

l—R_C2 54_1
B8 xM \ d '

1 1 R%c? Rk

— =k= kde k=—— = — ==

Er B M 1T TR
co? je v proménnych S~', d~! rovnice pfimky o smérnici k a ¢ je Gsek na ose
B~1. Oba tyto parametry mizeme urcit z grafu primky sestrojené z naméfenych
hodnot uvedenych v tab. 9 — viz obr. 19.

neboli

Pak hledané charakteristi- 104
ky hvézdy jsou B
k 3,41
R=-=1,10-10*m,
q
3,21
_R*? Pk i k= 731’12517120@?? 10 m
= ——2 )
»k 7q 301 k=320-10"2m
M =514-10°" kg. gy~ o010t
278 + + + + + + + + + + + + + + +
0 5 10 15 10710

Obr. 19 Vypocet parametri k a ¢q
pro priklad 12 uzitim grafu

Pozndmka: Uloha 6 pozaduje ¥eSeni, zde provedené graficky na obr. 19, meto-
dami regresni analyzy’.

"Mame-li k dispozici PC, je mozno podle [7] tlohu vyt¥esit pomoci programu EXCEL.
PouZitim linearni regrese v EXCELu dostaneme k = 3,24 - 10'2 m, ¢ = 2,8913 - 10%.
Pak R=1,12-108 m, M = 5,22 - 1030 kg.
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6 Regresni analyza dat méreni

6.1 Princip regresni analyzy

V predchozi 5. kapitole jsme se seznamili s jednoduchou grafickou analyzou
experimentalné zjistovanych zavislosti fyzikdlnich veli¢in. V této kapitole se
naopak budeme zabyvat analytickou metodou prokladani kiivek empirickymi
hodnotami, zaloZzenou na poznatcich matematické statistiky. Tento statisticky
odhad (predikce) analytickych zavislosti veli¢in na zakladé vysledkt mé¥eni se
nazyva regrese® nebo regresni analijza. Zpétné tedy hleddme regresni zdvis-
lost sledovanych fyzikélnich veliin. Cilem procesu regrese je nalezeni (odhad)
prislusné regresni funkce.

Mé&jme fyzikalni veli¢inu y (napt. elektricky odpor) a hledejme jeji zavislost
na nezavisle proménné veli¢iné = (napf. na teploté). Pfimym méfenim ziskdme
n dvojic veliéin [z1,y1], [x2,¥2],- . . ,[Tn, yn], které v kartézské soustavé os z, y
muzeme znazornit jako bodovy graf.

Piedpoklddejme, Ze mezi veli¢inami z, y existuje funkéni vztah y = f(x)
znédmého tvaru (v pripadé na$i sledované zavislosti elektrického odporu napf.
linedrni). Pokud by pfi uskute¢hovini méfeni nevznikaly ndhodné chyby (vime,
7e to v principu neni mo7né), pak by v8echny body [z;,y;], i =1,2,...,n, lezely
na kfivce y = f(z). Ve skutecnosti v8ak plati y; = f(z;) +¢;, kde ¢; je ndhodna
chyba i-tého méfeni, takze vlivem chyb jsou body [z;,y;] rozptyleny kolem
hledané regresni kiivky, kterd ma byt obrazem funkce y = f(z). Tato hledana
funkce obsahuje uréity pocet neznamych konstant (parametri) bo, b1,...,bp;
miizeme tedy psat

y = f(z;bo,b1,...,0p). (34)

Tyto neznamé parametry se nazyvaji regresni koeficienty. Napt. linearni funkce
y = bp+b1x (resp. y = a+bx) obecné obsahuje dva nezndmé regresni koeficienty.
Meéfenim veli¢iny y tedy ziskdme hodnoty y;, které mtizeme vyjadrit rovnici

y;i = f(x;60,b1,...,bp) + &4, (1=1,2,...,n), (35)

kde &; jsou zminéné ndhodné chyby méreni. Mame-li body, ziskanymi mérenim,
tj. [z1, v1], [22,92],- - - ,[Tn, Yn], Prolozit kiivku (34), musime provést statisticky
odhad regresnich koeficientt by, b1,...,b,. Pozadavkem tohoto odhadu je, aby
prolozend kiivka (34) ,co nejlépe piiléhala“ experimentalné ziskanym bodim
(35). Regresni koeficienty b; (j = 0,1,...,p), ziskané statistickym odhadem,

oznacime bj. Nazyvaji se vjberové regresni koeficienty.

8regrese je latinské slovo a znamend ,zp&tny pochod“.
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Vysledek odhadu regresnich koeficientii b} zdvisi na tom, jaké kritérium
»briléhavosti“ regresni kiivky k experimentalnim bodim zvolime. K feSeni vy-
uzijeme nam jiz zndmou metodu nejmensich ctverci.

Yy
o [2:,yi] — empiricky bod
} i y* = f(z;b5,b7,,by) — empiricka
o R regresni funkce
Q, X . N
} e; = y; — y} — reziduum méteni
|
1
0 x; x

Obr. 20 K principu regrese

Nejprve definujeme veli¢inu reziduum méreni
ei =yi —y; =i — f(z;bg, Iv"'vb;) (36)
jako rozdil méfené hodnoty y; a hodnoty vypoc¢tené z regresni funkce pro stejné
x;, tj. y7 (viz obr. 20). Pomoci veli¢iny (36) pak definujeme rezidudini (zbytkovy)
soucet ctverci

n n

Se=Yei = (yi—y))* =D [vi— flw:b5,b],.... 05, (37)
i=1

i=1 i=1

ktery se uziva ke statistickému odhadu regresnich koeficientt b}, j € {0,p}.
Podle metody nejmensich ¢tverctt bude tento odhad nejlepsi, kdyZ soucet (37)
nabude minima:

Se = min. (38)
Nutnou podminkou pro toto minimum je
S, .
o 0 provsechna j€{0,1,...,p}. (39)
J

Provedenim pfislusnych p 4+ 1 derivaci dostaneme soustavu p + 1 linearnich
rovnic o p+1 nezndmych bg, b7, ... by, které se nazyvaji normdini rovnice. Aby
proces uréeni téchto nezndmych byl jednoznac¢ny, musi pro pocet n nezévislych
méfeni (pozorovani) platit n > p + 1. Pokud je n = p + 1, prochézi regresni
kiivka vSemi body [z;, y;]. Zpravidla zddame, aby

n>p+1. (40)
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Napt. pro linedrni regresni funkci y = by + b1z, kdy p = 1, to znamena
n > 2, pro kvadratickou regresni funkci n > 3. Pii splnéni podminky (40)
obecné nelze proloZit regresni kiivku v8emi body [z;,y;], coZ povazujeme za
disledek chyb méreni.

Odhad regresnich koeficienti pfimym vypoétem z podminek (39), tj. sesta-
veni a FeSeni normdlnich rovnic, byva tloha zdlouhava a pro p > 1 naroc¢na.
V praxi se fesi pomoci pocitace nebo kalkuldtoru (viz odst. 6.3). Nicméné z hle-
diska pochopeni principu metody nejmensich ¢tvercd a regresni analyzy viubec
je uzitecné ukézat a vyzkouset si pfimé feseni alespon pro linedrni regresni
funkce. To je pfedmétem piikladu 14 a tloh 7 a 8.

Vedle zde diskutovaného pfipadu regrese funkce jedné proménné, je rozpra-
covéana (viz napf. [6]) i regrese funkei s nékolika nezavisle proménnymi. Je-li po-
et téchto proménnych k, predstavuje x usporddanou k-tici x = (z1, za, - - ., Tk)
nezdvisle proménnych. Lze tedy x povazovat za vektor o k slozkach, ktery pod-
minuje zavisle proménnou veli¢inu y. Témito pripady regrese se v nasem textu
nebudeme déle zabyvat.

6.2 Typy regresnich funkci

Prakticky se lze setkat s regresnimi funkcemi, které jsou uvedeny v tab. 10.

Tab. 10 Piehled pouZzivanych regresnich funkci

¢. | Typ zavislosti | Regresni funkce Poznédmka
1 | konstantni y=a

piimka
2 | linearni y = bx jde pocatkem
3 y=a+bx obecné primka
4 | kvadraticka y = bo + b1z + boa® zvlastni pripady
5 | kubicka y = by + b1z + byx? + bsx® | polynomické
6 | kvarticka y=0bo+bix+ ...+ byt zavislosti
7 | polynomickd | y=0bg+bix+...+ b
8 | lin. lomena y=a+ g x#0

b=eP, B#0,
9 | exponencidlni | y = ab® b>0
10 y = aeB? B=Inb,b>0
11 | logaritmicka y=a+blnz x>0
12 | mocninna y = ax® a#0
13 | logisticka y=a+ 1o e b#0,d#0
14 | sinusoidni y=a+bsin(cx + d)
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I kdyZ funkce 1 a 2 jsou zvlastnim piipadem funkce 3, je pri regresni analyze
vhodné postupovat specializované, jsou-li k tomu teoretické dtivody. Je-li napt.
ziejmé, Ze linedrni funkce musi prochazet pocatkem, zvolime piimo modelovou
funkei 2 (viz p¥iklad 15). Zvolime-li v tomto pfipadé obecnou funkei 3, regresni
analyzou dospé&jeme ziejmé k odhadu a* # 0, i kdyZ skutecnd kiivka musi
prochézet bodem [0, 0].

Pocitacové a kalkulatorové programy nabizeji Siroké spektrum modelovych
funkei, uvedenych v tab. 10 — viz rovnéz odst. 6.4. Pfesto je nékdy uzitecné
pomoci vhodné substituce nelinedrni funkci jednoduse prevést na linedrni re-
gresni funkci. Analogicky problém jsme fesili u grafii v odst. 5.3. Refeni dané
ulohy je prehledné uvedeno v tab. 11. Zde ¢isla nelinedrnich funkci odpovidaji
¢islim v tab. 10.

Tab. 11 Pievod nékterych nelinearnich regresnich funkei na linedrni funkce

Nelinearni Substituce Linearizované

regresni funkce regresni funkce
b 1

8 y=a+ - 5_6 y=a+b

9 | y=ab® Iny=nIna=AInb=B |n=A+ Bz

11 |y=a+blnz | Inx =¢ y=a+ b¢

12 | y=ax’ Iny=n,lna=A, Inz=¢ | n=A+b
B

y=ae?® lny:n,lna:A,%zf n=A+ B¢

6.3 Hodnoceni kvality modelu regrese

Kvalita zvoleného modelu regrese, tj. vhodnost urcité regresni funkce a odhad
jejich vybérovych regresnich koeficienti, se testuje. Jednou z vychozich veli¢in
je rezidudlni soucet ¢tverci Se, definovany vztahem (37), a to proto, Ze regresni
koeficienty se odhaduji pravé tak, aby tento soucet byl minimélni — viz (38).
Dalsi pomocnou veli¢inou je celkovy (totdlni) soucet ctverci, definovany

vztahem
Se=) Wi-1*=) (?Ji - Zw) ~ (41)
i=1 i=1 i=1

K hodnoceni kvality modelu regrese se uzivaji tyto velic¢iny:

2

1. Koeficient determinace r~ modelu regrese definovany vztahem

S,
2=-1-= 42
r < (42)
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Zi¥ejmé plati 0 < r? < 1. Cim vice se koeficient piiblizi k jedné, tim méné jsou
body [z;,y;] rozptyleny (aZ na niZe uvedenou vyjimku) okolo regresni kiivky.
Velikost 2 > 0,95 se ¢asto povazuje za dobré kritérium pro piijeti zvoleného
modelu.

Hodnoceni koeficientem r* méa vSak jedno tskali. Pro modelovou funkci
y = a* = konst. je Sy = S. a tudiz r?> = 0 bez ohledu na kvalitu modelu (viz
pifklad 16). Koeficient r2 nelze tedy pouzit u funkce y = a* + b*z, je-li b* = 0.
Je-li b* # 0, aviak velmi malé, je hodnoceni pomoci 72 rovnéz méalo vhodné
(viz piiklad 16).
2. Koeficient korelace r je druhou odmocninou koeficientu determinace (42).
Uziva se u linearni regresni funkce.

2

3. Rezidudlni rozptyl s>
S,
e (43)
n—(p+1)
kde p + 1 je polet odhadovanych regresnich koeficientd a n — (p + 1) > 0, tj.
pocet méfeni zmenSeny o pocet regresnich koeficientii, se nazyva podet stuptii
volnosti rezidudlntho souétu étvercd S, °.

4. Smérodatnd odchylka s je druhou odmocninou rozptylu, tj.

Se
s= ”m (44)

M4 vyznam statistického odhadu smérodatné odchylky (chyby) o kteréhokoli
méteni y;. Pro hodnoceni kvality modelu regrese ma vétsi vyznam nez koeficient
determinace (42).

Pro jednotlivé regresni funkce lze odvodit vztahy pro Se, Sy a tedy i speci-
alizované vzorce pro velic¢iny (42) az (44).

6.4 Praktikum regresni analyzy

Vypocty, které jsou spojeny s praktickym provadénim regresni analyzy, jsou
slozité a zejména zdlouhavé. Proto rozvoj aplikaci regresni analyzy umoznila az
soucasna uroven vypocetni techniky. Programy pro provadéni regresni analyzy
jsou predevsim soucasti programového vybaveni PC. Napt. text [7] popisuje
provadéni regresni analyzy v programu EXCEL od firmy Microsoft na fadé tloh
— zpracovani vysledkt méfeni teplotnich zavislosti fyzikalnich veli¢in. Provadéni
regresni analyzy na PC vynikd komfortem — predevsim je k dispozici jemnd a

9Potet odhadovanych regresnich koeficientii je roven p+ 1 pouze v p¥ipadé tiplného poly-
nomu stupné p
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rozmérnd grafika a moznost tisku. Protoze popis aplikace programu EXCEL
pro regresni analyzu je dostateéné uveden v [7], nebudu se vyuzitim PC déle
zabyvat.

Existuji situace, kdy nemitizeme pohotové vyuzit PC (napt. pii soutézi FO),
pak se nabizi vyuziti souc¢asnych kapesnich ,védeckych kalkulatort*, které by-
vaji bohaté programové vybaveny i pro provadéni regresni analyzy. Napt. kal-
kulatory CASIO fady fx nabizeji regresni modelové funkce 3, 4, 9, 11 a 12
7z tab. 10. Grafické kalkuldtory Texas Instruments TI 89/92 funkce 3, 4, 5,
6, 10, 11, 12, 13 a 14. Tyto grafické kalkulatory vyiesi nejen regresni koefici-
enty, ale i smérodatné odchylky, koeficient determinace (u vybranych funkei)
a umozni navic zobrazit pomoci zvolenych znacek piislusné grafy, tj. bodovy
graf namérenych hodnot a proloZzenou regresni kiivku. Podobné jsou vybaveny
i grafické kapesni kalkuldtory firmy Hewlett Packard.

Jak postupujeme pri regresni analyze dat méreni na kapesnim
kalkulatoru?

1. Nejprve musime rozhodnout jekou pouzijeme modelovou regresni funkci.
Ovéfujeme-li teoreticky zndmou funkéni zavislost fyzikalnich veli¢in, vime pte-
dem, o jakou funkci jde anebo by mélo jit. Regresni analyzou poté konkre-
tizujeme prubéh funkce pro dané podminky tim, Ze statistickym vypoctem
na kalkuldtoru uréime (odhadneme) regresni koeficienty. Uréenim smérodatné
odchylky (44) nebo koeficientem determinace (42) soucasné ovéiime, jak se em-
piricky prubéh lisi od teoretického. Stejné postupujeme pfi verifikaci hypotézy,
kdy jistou zavislost predpokladame, napt. podle provedené tvahy.

Pokud nezndme teoreticky ani predpoklddany priibéh zkoumané zavislosti
fyzikélnich veli¢in, nakreslime bodovy graf empirickych bodi [z;,y;] a odhad-
neme vhodny typ funkce, kterd mé byt prolozena body. Nékdy ndm pomiize

1

vhodnd substituce, napt. £ = = é nebo ¢ = Inz, n = Iny. Vhodna
miize nékdy byt i jen jednostrannd uvedend substituce, tj. jen pro x nebo pro
y. U teplotnich zavislosti musime ¢asto pfepodist teplotu ¢[°C] na jednotky
v kelvinech, tj. T'= ({t} + 273,15) K.

Muzeme se také rozhodnout jen pro linearni regresni funkci a provést pii-
slusné substituce podle tab. 11.

Jak je zfejmé z uvedeného rozboru, je volba vhodné modelové regresni
funkce specificky zavisld na zkoumané fyzikéalni zdkonitosti. Vhodna (resp. ne-
vhodnd) volba v8ak ovlivni vysledek celé regresni analyzy.

2. Kalkulator pfepneme do rezimu regresnich vypoctl, vymaZeme statistické
pamétové registry, nastavime zvolenou modelovou regresni funkci a do vstupni
paméti peclive vloZime vSechna nase statisticka data, tj. vysledky méfeni [z;, y;],
ve spravném potadi.
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3. V okamziku otevieni prvniho ze statistickych pamétovych registri, v nichz
nasledné maji byt uloZeny vybérové regresni koeficienty, dojde automaticky ke
spusténi statistického vypoctu. Jeho (téméi okamzitym) vysledkem jsou ¢iselné
hodnoty vybérovych regresnich koeficientii a ostatnich vystupnich statistickych
veli¢in, které se ulozi do oznacenych pamétovych registrii. Vysledky vhodné
zaokrouhlime.

4. Pomoci koeficientu determinace (r?) a smérodatné odchylky (s) posoudime
kvalitu regrese a zvoleny model bud pouZzijeme nebo zamitneme.

5. Vhodné je, pokud to (graficky) kalkuldtor umoziuje, nakreslit jesté jak bo-
dovy graf mérenych veli¢in, tak do néj vypoctenou regresni kiivku. Vizualné tak
muzeme snadno posoudit korelaci empirickych hodnot s vypoctenou regresni
funkci. Tim je proces regresni analyzy ukoncen.

Piiklad 13 — regresni analyza dat z prikladu 9

Provedte feSeni problému v zadéani piikladu 9 — zavislost elektrického odporu
na teploté — metodou regresni analyzy. Urcete teplotni soucinitel elektrického
odporu pfi vztazné teploté tg = 0 °C.

Reseni

a) Z teorie predpokladdme, ze modelova zavislost elektrického odporu na teploté
je linearni. Pak
R=a+bt=Ry(l+at),

Roy=a, a=-.
a

b) Provedeme regresni analyzu dat méfeni z tab. 5 (v pfedbéZném piikladé byl
uzit kalkuldtor CASIO fx — 991 W):
a="708Q, b=0289K ! . Q,

r=0,9985, r? =0,997.

Ry=708€Q, a=4,08-10"3K™,

t1 =20,0°C: Ry =70,8(1+4,08- 1073 - 20) Q@ =76,6 Q,
ty = 6070 °C: RQ = 88,1 Q,

R3; =82,0Q: t3=388°C.

Reseni ziskané regresni analyzou je rychlejsi a spolehlivéjsi nez feseni grafické.
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Piiklad 14 — odvozeni pro linearni regresni funkci

Uvazujte linedrni regresni funkci ve tvaru y = bz (pfimka jdouci pocatkem).
Uzitim metody nejmengich étverctt odvodte vztah pro odhad regresniho koefi-
cientu b*, pro rezidudlni soucet ¢tverci S, a smérodatnou odchylku s, je-li ddno
n experimentalnich dat [z;,y;], i € {1,n} hledané funké¢ni z4vislosti.

Reseni

Podle metody nejmensich ¢tverct musi byt rezidudlni soucet ¢tvercti minimalni,
tj.

n

S, = Z(y, —b*z;)? = min.

i=1

05: _ 0, tedy kdyZ (pro jednoduchost zapisu

Podminka bude splnéna, kdyz i

vynechdme meze sumace)
-2 E —b*x;)x; =0.

b* — leyz
PSEL

7 toho

Rezidudlni soucet ¢tvercu je

Se = Z(yi —b'z;)? = ny - b*(Qinyi - b fo)
S _Z 2 _ szyz)

Smérodatnou odchylku kteréhokoli méteni vypocteme ze vztahu (44), kde v na-
Sem pripadé pocet stupnt volnosti je n — 1. Tedy

Smérodatné odchylka regresniho koeficientu b* je (viz [6])

S

Yai

Spx =



Piiklad 15 — tihové zrychleni regresni analyzou

Vysledky ziskané fesenim ptikladu 14 vyuzijte k regresni analyze experimen-
talnich dat z prikladu 8 a uréete tithové zrychleni véetné smérodatné odchylky.
Odpor vzduchu neuvazujte.

Reseni

s . . 1 . , o iawel e .
Zavislost drahy s na case s = Egt2 miizeme vyhodné vyjadrit linedrni regresni

funkci y = bz, kdyz zavedeme substituci t?> = 2z a oznadime s = y. Pak g = b.
Odhad regresniho koeficientu b* (resp. g) a jeho smérodatné odchylky uréime
z dat v tab. 4 uzitim vzorct z piikladu 14. Vypocty jsou uvedeny v tab. 12.

Tab. 12 Vypocet tihového zrychleni regresni analyzou

% 26_2 ya Yoai =5,14232 s*
S @y = 50,40269 m-s~2
0 0 0 S y? = 494,04 m?
0,90 | 0,405 4,0 b — g — % m-s—2 = 9.8015 m-s~2
1,03 | 0,53045 | 5,2 ’ 2
: : ; B _50,40269 9 _ 2
1,10 | 0,605 6,0 Se = <494’04 5,14232 > me = 001568 m
1,20 | 0,720 7.0 5= 070?68 m = 0,0443 m = 0,05 m
1,28 | 0,8192 8,0 0.0443 9
Spr = ———m-s 2=0,0195m-5s2=0,02m-
1.35 | 091125 | 9,0 VAR
143 | 1,02245 | 100 | °
J— . 72
1,50 | 1,125 | 11,0 9= (080£002) ms?|

Piiklad 16 — regresni analyza dat dvou blizkych souboru

Uvazujme dva blizké ,,cviéné“ soubory A, B proménnych z;, y; podle tab. 13,
které se vyznacuji tim, Ze stfedni hodnoty 7, = yg = 10,0. Provedte regresni
analyzu dat téchto soubort, tj. provedte odhad regresnich koeficient, urcete
celkovy soucet ¢tverct (Si), rezidudlni soucet ¢tverci (Se), koeficient determi-
nace (r?), rezidudlni rozptyl (s). Provedte diskusi vysledkii pro oba soubory.



Tab. 13 Ciselné hodnoty soubord A, B
T; 1 2 3 4 5 6 7 8 m
Ay | 100101 ] 100 99100 99| 10,0 10.1 || 10.0
B [y | 99 99100100 10,0 | 10,0 | 10,1 | 10,1 | 10,0

Reseni

Pro oba soubory lze pouzit modelovou regresni funkci ve tvaru y = a + bzx.
Soubor A
Pi¥imym vypodétem (viz tlohu 8) anebo pouzitim statistického programu na
kalkuldtoru, dostaneme odhad koeficientii:
=7 =10,0; b* =0.

Pro soudty ¢tverct plati

celkovy Se =Y (yi —¥)? = 0,04,

rezidudlni S, = Y (y; — y7)? = 0,04.

St

Koeficient determinace 12 =1 — < =0,
a1 _ Se /0,04 N
rezidudlni rozptyl s = \/n my e Vi — = 0,0756 = 0,08.

Soubor B
Piimym vypoctem (viz tlohu 8) anebo uzitim kalkuldtoru dostaneme odhad
koeficienti:
a* =9,.871, b* = 0,02857.
Uréime odhad hodnot y; z regresni funkce: y; = a* + b*x;; vysledky vypocti
jsou v tab. 14.

Tab. 14 Vypocty pro soubor B

x| yi =a* +b%x;

1| 98996 Se =Y (yi —y¥)? =0,005713
2 | 9,9281 St = Y(yi —7)* = 0,040 000
3| 9,9567 r?=1- *g,— =0,8571

4 | 99853 5 .

5 | 10,0139 s =4/ =0,0309=0,03

6 | 10,0424 Kontrolni vypocet:

7 | 10,0710 7 =9,999575 = 10,0

8 | 10,0996
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Diskuse vysledka

1. Pro soubor A vysel koeficient determinace 72 = 0, i kdyZ pouzitd modelova
regresni funkce y* = a* = konst. je vhodna. Je totiz ziejmé, Ze odchylky jed-
notlivych dat od y* (tedy rezidua méfeni) nepresahuji £1%. Protoze v p¥ipadé
této regresni funkce je S; = S., je z definice 72 = 0 a 72 se pro hodnoceni
kvality modelu nehodi (obecné plati, ze pro b* =0 je r? = 0).

2. U druhého souboru (v disledku pouhého pfeskupeni ¢éisel ze souboru A) jsou
hodnoty y; neklesajici, a proto b* # 0. I tak je r?> = 0,86 < 0,95 a koeficient
determinace tedy hodnoti pouzity model jako méalo vhodny, i kdyz vhodnéjsi
model z¥ejmé 1ze najit jen obtiZné (nejvétsi reziduum je pro xz3: e3 = +0,43% a

pro xg: eg = —0,43%). Hodnoceni podle s je piiznivéjsi nez u modelové funkce
souboru A.

3. Pouzijeme-li pro soubor B piimo modelovou funkci y = a (viz tlohu 7), dava
regresni analyza stejné vysledky jako pro soubor A.
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7 Ulohy

1. Elektromotorické napéti

a) Pfi desetkrat opakovaném méfeni elektromotorického napéti zdroje byly na-
méfeny tyto hodnoty ve voltech: 6,13; 6,20; 6,17; 6,18; 6,15; 6,17; 6,21; 6,14;
6,15; 6,18. Zpracujte statistickd data méreni jednak klasickym zptsobem, jed-
nak uzitim statistického programu na kalkuldtoru. Provedte kontrolu dat na
krajni chybu a provedte korigovany vypocet, bude-li téeba.

b) Jak se zméni vysledek méreni, kdyZ do vyhodnoceni jeho pfesnosti zahrneme
dovolenou mezni chybu voltmetru, ktery byl nastaven na rozsah 10 V. Uvazujte
analogovy voltmetr v t¥idé presnosti jednak p; = 0,5, jednak p, = 0,1.

2. Vlnova délka

Vinova délka stojatého vinéni v Kundtové trubici byla mérena postupnou me-
todou tak, Ze byla méfena vzdalenost mezi (k + 4)-tym a k-tym uzlem pro
k € {1,5}. Vysledky méfeni jsou uvedeny v obr. 21. Stanovte vlnovou délku
véetné vybérové smérodatné odchylky.

244 mm

-

242 mm T
238 mm W

Obr. 21 RozloZeni uzlt v Kundtové trubici

3. Objem valce

Objem vélce byl uréovan méfenim jeho rozmért: vysky h = (53,87 +0,04) mm
a poloméru r = (6,956 £+ 0,002) mm. Napiste obecny vyraz pro smérodatnou
odchylku objemu a provedte numericky vypocet.

4. Youngiuv modul pruZnosti v tahu

Youngtiv modul pruznosti v tahu oceli byl méfen prostiednictvim prihybu y
ocelové tyce konstantniho obdélnikového priarezu. Pro prihyb stfedu vodorovné
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tyCe podepiené ve dvou bodech ve vzdalenosti [ a uprostied zatizené svisle
orientovanou silou F plati

_FPP
T 48EI’

1
Y kde I = —bh?,
12

pficemz b je §ifka prifezu a h jeho vyska (tj. rozmér ve sméru ptlisobeni sily).
Odvodte vyraz pro smérodatnou odchylku modulu E a provedte numericky
vypocet pro

F =49,03 N (pfesné — déno zavazim 5 kg)

[ = (1002 + 2) mm, y = (21,82 %+ 0,09) mm,

b=(1223+0,01) mm, h = (6,050 0,006) mm.

5. Tihové zrychleni

Uzijte experimentdlni udaje v tab. 4 (piiklad 8) k uréeni tihového zrychleni
vypoctem ze vztahu pro volny pad — véetné stanoveni smérodatné odchylky.
6. Regresni analyza dat z prikladu 12

Problém feSeny v prikladé 12 graficky (obr. 19) feste regresni analyzou uzitim
kalkulétoru.

7. Odvozeni pro regresni funkci y = a

Uvazujte jednoduchy p¥ipad linedrni regresni funkce y = a(= konst.). Uzitim
metody nejmensich ¢tverci odvodte vztahy: pro odhad regresniho koeficientu
a*, pro rezidudlni soucet ¢tvercit S. a smérodatnou odchylku, je-li ddno n ex-
perimentalnich dat [z;,y;] hledané funkéni zavislosti.

8. Odvozeni vztahu pro regresni funkci y = a + bz

Uzitim metody nejmensich ¢tvercti odvodte vztahy pro odhad regresnich koefi-
cient a*, b* regresni funkce y = a + bx. Je dana n-tice experimentalnich dat
(i, yil.
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Vysledky tuloh

1.

a) U = (6,168 £ 0,008) V.
Krajni chyba jednoho méfeni je ts = 4,090,024 V = 0,1 V; krajni inter-
val spolehlivosti pro jedno mé¥eni je (6,07;6,27) V. VSechna namétend
data jsou uvnitf tohoto intervalu.

b) p1 =0,5: U = (6,17 +0,05) V,
p2 =0,1: U = (6,168 £ 0,013) V.

2\ = (2414 £0,7) mm; A = (120,7 £ 0,4) mm

2 2
.V =nr?h, sy = V\/(Q%) + <S]—;’> ,

V = (8,189 + 0,008) - 106 m3

_FlS = F 3ﬂ2+5_y2+5_b2+33_h2

= ayon® P T I Y b h)
E = (2,09 4 0,02) - 10! Pa.

25

: (9,88; 9,80; 9,92; 9,72; 9,77; 9,88; 9,78; 9,78) m-s~ 2,

g= (9,82 +0,02) m-s2

. Regresni koeficienty (s vyuzitim kalkuldtoru CASIO fx — 991 W) jsou a* =

g = 2892-10% b* = k = 3,249 - 10'? m, koeficient determinace r?
0,9985. Pak parametry hvézdy jsou R =1,12-108 m, M = 5,23 -10%0 kg.

_ Zyz . S. _Zyz (Z?h) — i

s = .
’ n—1

Q
*
|

* Zx DY — T szyz b*_nzﬂfzyz DT Zyz
ny @i — (X wi)? ny @i — (X wi)?
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Studijni texty fyzikalni olympiady

39.

40.

41.

42.

43.
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Vybiral, B.: Kinemetika a dynamika tuhého télesa
Horékova, R. — Sedivy, P.: Kyvadla

Horédkova, R. — Sedivy, P.: Kruhovy dé&j v idedlnim plynu
Chytilova, M.: Znate Archimédtv zakon?

Vybiral, B.: Setrvacniky

Sedivy, P.: Pokusy s opera¢nimi zesilovaéi

Horakova, R.: Pohyb soustavy téles spojenych vldknem
Volf, I. - Sedivy, P.: Dopravni kinematika a grafy

Vybiral, B.: Elektrické pole

Sedivy, P.: Modelovani pohybti hmotného bodu
numerickymi metodami

Hordkova, R. — Sedivy, P.: Kruhovy dé&j v idedlnim plynu
Volf, I. - Sedivy, P.: Dopravni kinematika a grafy

Vybiral, B.: Magnetické pole ve vakuu

Sedivy, P. — Volf, I. — Horakov4, R.: Harmonické kmity
mechanickych soustav

Sedivy, P. — Volf, I.: Pohyb télesa po eliptické trajektorii
v radidlnim gravita¢nim poli

Volf, I. — Sedivy, P.: Dopravni kinematika a grafy

Vybiral, B.: Magnetické pole v latce

Vybiral, B. — Zdeborova, L.: Odporové sily
Sedivy, P.: Teplotni z4vislosti fyzikalnich veli¢in
Sedivy, P. — Volf, I.: Prace — vykon — energie
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