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PøedmluvaPøedlo¾ená publikace Mechanika ideálních kapalin je první ze tøí studijníchtextù vìnovaných tekutinám. Na ni bude navazovatMechanika ideálních plynùa Aplikovaná mechanika tekutin. V¹echny tyto texty jsou urèeny zájemcùmo fyziku, kteøí se chtìjí o pøíslu¹ném tématu dovìdìt více, ne¾ jim mù¾e po-skytnout støedo¹kolská fyzika, tedy pøedev¹ím øe¹itelùm fyzikální olympiády.V pøedlo¾ené publikaci tvoøí kapitoly 1 a 2 studijní text pro øe¹itele fyzi-kální olympiády kategorie C. Zde nebylo nutné pøi výkladu a øe¹ení pøíkladùa úloh pou¾ívat aparát vy¹¹í matematiky. Kromì toho je do kapitoly 3 zaøa-zeno 9 nároènìj¹ích pøíkladù, které zpravidla ji¾ pøekraèují mo¾nosti mlad¹íchøe¹itelù FO, pøedev¹ím pro nutnost pou¾ívání aparátu vy¹¹í matematiky. Ka-pitolu 3 mù¾ete pøi prvním ètení vynechat a vrátit se k ní pozdìji. Jinak sevy¹¹í matematiky nebojte, proto¾e výraznì usnadòuje a urychluje øe¹ení rùz-ných úloh. Studium tìchto úloh vám mù¾e také poslou¾it jako vhodná ilustracepro aplikace integrálního poètu, s ním¾ se setkáte v pøedmìtu Matematika.Pøedlo¾ený text se zabývá ideálními kapalinami. V pøípadì kapalin v klidutento model kapaliny zcela vyhovuje. V pøípadì kapalin v pohybu ji¾ vznikajímen¹í èi vìt¹í odchylky chování skuteèných kapalin od ideálních, které jsouzpùsobeny molekulárními vlastnostmi kapalin. Zachytit jejich vliv na pohybkapalin je ji¾ nároèná úloha. Viskózními kapalinami se èásteènì zabývaly pøed-chozí texty [13] a [14]. Chování skuteèné kapaliny pøi výtoku z lahve poznáterovnì¾ v experimentálnì zamìøeném pøíkladì 8.Pøi tvorbì textu byla dodr¾ena osvìdèená metoda | výklad je ilustrovánøe¹enými pøíklady, které vypovídají o významných jevech. V ka¾dé kapitolejsou rovnì¾ zadány úlohy k øe¹ení, pøièem¾ jejich struèné øe¹ení je uvedenov kapitole 4. V textu je 17 øe¹ených pøíkladù a 27 vyøe¹ených úloh.
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Úvod1 Tekutiny, ideální kapalinyKapaliny a plyny, které souhrnnì nazýváme tekutiny , se li¹í od látek pevnéhoskupenství zejména znaènou pohyblivostí èástic, z nich¾ jsou vytvoøeny. Jsouto zpravidla molekuly, je¾ nejsou vázány na nepromìnné rovnová¾né polohy.Z toho dùvodu kladou tekutiny velmi malý odpor pøi zmìnì tvaru, brání sev¹ak zmìnám objemu.Tekutiny èleníme na kapaliny a plyny podle jejich stlaèitelnosti a rozpí-navosti. Kapaliny se vyznaèují malou stlaèitelností . Nejsou rozpínavé | podlesvého objemu nevyplòují celý prostor nádoby, vytváøejí volný povrch (hladinu),jeho¾ normála má v klidu smìr tíhového zrychlení (pokud o tvaru povrchu roz-hodují jen tíhové sily). Kapaliny jsou tvarovì nestálé a objemovì (témìø) stálé.Èasto pøijímáme zjednodu¹ený model nestlaèitelné kapaliny.Plyny se vyznaèují velkou stlaèitelností a rozpínavostí . Vyplòují celý prostoruzavøené nádoby a nevytváøejí hladinu. Plyny jsou tvarovì i objemovì nestálé.Z termodynamiky je známo, ¾e ostrou hranici mezi kapalinami a plyny mù¾emevést jen pøi teplotách ni¾¹ích ne¾ je kritická teplota. Pøi vy¹¹ích teplotách rozdílymez kapalinami a plyny mizí. Tato mez je zøejmá z fázového diagramu.Kapaliny a plyny se navzájem odli¹ují také rùznou tekutostí . U plynù jevzájemná pohyblivost molekul vìt¹í ne¾ u kapalin. Tekutost plynù je zpravidlavìt¹í ne¾ tekutost kapalin. Tekutost omezuje vnitøní tøení , které se projevujejako odporová síla pùsobící proti smìru pohybu èástic tekutiny (podrobnìjiviz [13]). I skuteèné kapaliny se mohou dostat do stavu, kdy jejich tekutostvýraznì vzroste. Je to napø. kapalné helium pøi teplotì 1,5 K; jev se nazývásupratekutost .V na¹ich úvahách se omezíme na jednoduchý model ideální kapaliny , kteroubudeme de�novat jako fyzikální tìleso dokonale tekuté (bez vnitøního tøení) azcela nestlaèitelné. Podobnì zavádíme model ideálního plynu, jako fyzikálníhotìlesa rovnì¾ dokonale tekutého, av¹ak naopak dokonale stlaèitelného. Tytoideální tekutiny pova¾ujeme za spojité prostøedí neboli kontinuum, proto¾enepøihlí¾íme k jejich molekulové struktuøe. To nám velmi usnadní výklad jevù.Pokud tekutina splòuje podmínky statické rovnováhy, hovoøíme o staticetekutin, specializovanì o statice kapalin (hydrostatice) nebo o statice plynù(aerostatice). Zákonitosti pohybu tekutin jsou pøedmìtem dynamiky tekutin,specializovanì dynamiky kapalin (hydrodynamiky) a dynamiky plynù (aerody-namiky).Proto¾e vnitøní tøení nemá vliv na podmínky statické rovnováhy tekutin,4



není ve statice tekutin rozdíl mezi reálnou a ideální tekutinou 1). Rozdíly seprojevují a¾ v dynamice.V na¹em textu se budeme zabývat statikou a dynamikou ideálních kapalin.Proto¾e ideální kapalina je nestlaèitelná, má kapalné tìleso za stálé teplotystálý objem a stálou hustotu. Je-li hmotnost tohoto homogenního kapalnéhotìlesa m a objem V , má kapalina hustotu% = mV : (1)Je-li kapalina nehomogenní, udává výraz (1) støední hustotu kapaliny v uva-¾ovaném tìlese. Abychom urèili hustotu kapaliny v urèitém místì, vymezímekolem tohoto místa malý objem �V , který obsahuje hmotnost �m kapaliny.Pak hustota kapaliny v daném místì bude% = �m�V : (2)V na¹em textu budeme zpravidla uva¾ovat kapaliny homogenní. Výjimeènìbude hustota funkcí místa (viz napø. pøíklad 12). Pak je øe¹ení problému spojenos integrováním funkcí.2 Z historie mechaniky tekutinV dìjinách lze sledovat hospodáøské vyu¾ití vody ji¾ tøi tisíce let pøed Kris-tem. I kdy¾ ¹lo mnohdy o dùmyslné konstrukce, jejich stavba se uskuteèòovalavýhradnì na podkladì empirie. Av¹ak ji¾ ve 3. století pø. Kr. formuloval Archi-medes ze Syrakus (287 { 212 pø. Kr.) ve spisech O rovnováze a O plovoucíchtìlesech nìkteré zákonitosti statiky pevných tìles a kapalin. Formuloval nejenzákon o vztlaku v tíhovém poli, který nese jeho jméno, ale správnì pochopilpojem kapaliny, její hustoty (na¹el nìkteré metody jejího urèování). Prohlásil,¾e volná kapalina musí mít hladinu kulového tvaru a odtud vyvodil, ¾e i Zemìmá kulový tvar.Po Archimedovi nebyly do 17. století, tedy zhruba 1900 let, v hydromecha-nice a aeromechanice objeveny ¾ádné nové zákonitosti. Teprve Blaise Pascal(1623 { 1662) objevil nìkolik zákonù. Pøedev¹ím poznal, ¾e tlak, který vytvo-øíme pùsobením sil na povrch kapaliny, se roz¹íøí v kapalinì nezávisle na smìrua poté, co kapalina zaujme statickou rovnováhu, bude v¹ude stejný. Spolu s Vin-cenzem Vivianim r. 1643 objevili existenci atmosférického tlaku. Isaac Newton1Výjimku tvoøí velmi viskózní kapaliny, mezi nì¾ patøí napø. asfalt pøi pokojové teplotì.Tato hustá viskózní kapalina se pøi pùsobení rázové síly chová jako køehké pevné tìleso.5



(1643 { 1727) popsal ve svých Principiích (1687) zákon vnitøního tøení kapalin.Rozhodující pøínos k mechanice tekutin pochází od Daniela Bernoulliho (1700 {{ 1782), který r. 1738 vydává spis Hydrodynamica. V nìm mj. zavedl pojemhydrodynamického tlaku a rozvinul kinetickou teorii plynù. Na objevu þBer-noulliovy rovniceÿ mìl vedle Daniela podíl i jeho otec Jan Bernoulli (1667 {{ 1748), který v letech 1732 { 1740 zpracoval spis Hydraulica obsahující takétuto rovnici, a to pro nestacionární proudìní.K mechanice tekutin významnì pøispìl i v¹estranný matematik a mechanikLeonard Euler (1707 { 1783), který formuloval pohybové rovnice ideální teku-tiny. Dynamické rovnice pro proudìní viskózní kapaliny kapilárami sestavili aøe¹ili r. 1839 Gotthilf Hagen a r. 1846 J. L. Poiseuille. Obecné pohybové rov-nice reálných tekutin byly sestaveny díky teoretickým pracím Louise Naviera(1785 { 1836) a Georga Gabriela Stokese (1819 { 1903).Aplikovaná mechanika tekutin v úzké vazbì na termodynamiku zazname-nala velký rozmach zejména ve 20. století, kdy bylo tøeba øe¹it rùzné technickéúlohy, které si vy¾adovala napø. konstrukce vodních, parních a spalovacích tur-bín, letadel, hlavòových støel a raket. Pøi pohybech tìles v plynech rychlostmipøekraèujícími rychlost zvuku a pøi nadzvukových rychlostech proudìní plynùbylo nutné øe¹it i slo¾ité otázky rázových vln.O rozvoj moderní aerodynamiky se zaslou¾il napø. Ernst Mach (1838 {{ 1916), Nikolaj Jegoroviè ®ukovskij (1848 { 1921) a Sergej Alexandroviè Èa-plygin (1869 { 1962). Øadu úloh umo¾nila vyøe¹it teorie podobnosti spojená sejmény Augusta Louise Cauchyho (1789 { 1857) a Osborna Reynoldse (1842 {{ 1912). Teprve rozvoj moderní výpoèetní techniky umo¾nil exaktní øe¹ení kon-krétních úloh aplikované aerodynamiky, napø. aerodynamiky nadzvukových le-tadel a raketoplánù, které vy¾adovalo øe¹ení Navierových - Stokesových rovnic.Jde o soustavu parciálních diferenciálních rovnic druhého øádu.Jak je z uvedených poznámek zøejmé, rozvoj mechaniky tekutin a jejíchtechnických aplikací se vzájemnì ovlivòoval. Dnes jak tato teorie, tak i jejíaplikace dosáhly ji¾ vysoké úrovnì. Bez strojù a zaøízení, která vyu¾ívají zá-konitosti mechaniky tekutin, si nelze pøedstavit souèasný civilizovaný ¾ivot.Svìdèí o tom nejen moderní konstrukce vodních a tepelných turbín, ale i ce-lých systémù jako letadel, raket, námoøních a kosmických lodí a gigantickýchpøehrad. Èasto jde také o zaøízení víceménì skrytá, jako jsou rùzné mazacísoustavy strojù, hydraulické systémy mìøení a øízení strojù, napø. u automo-bilù automatické mazání motorù, hydraulické ovládání spojky a brzd. Fyzikálnípodstatu v¹ech tìchto skvìlých aplikací popisuje mechanika tekutin budovanápo staletí. 6



1 KAPALINY V KLIDU (hydrostatika)1.1 Tlak v kapalinách, Pascalùv zákonDe�nice tlakuDùle¾itou velièinou, která charakterizuje stav kapaliny (obecnì tekutiny) jetlak . Uva¾ujme nejprve kapalinu v klidu, napø. v nádobì na obr. 1a. Vlo¾me doní sondu pro mìøení tlaku, její¾ malá pru¾ná membrána má plo¹ný obsah �S.Sonda umo¾òuje mìøit velikost síly �F , kterou kapalina pùsobí v uva¾ovanémmístì na membránu. Je-li kapalina v klidu, pùsobí síla �F kolmo k membránì{ má smìr normály n k plo¹ce. Je to dáno tekutostí kapaliny, v dùsledku ní¾kapalina v klidu nemù¾e pøená¹et síly, které mají smìr teèny k plo¹ce. Mìøenímmù¾eme zjistit, ¾e velikost síly �Fnezávisí na úhlu natoèení plo¹ky, nýbr¾ jenna jejím obsahu. Proto podíl velikosti síly �F a obsahu �S je velièina, kteránezávisí ani na smìru plo¹ky, ani na jejím obsahu, a nazývá se tlak kapalinyv daném místì: p = j�F j�S : (3)Projevuje se jak v místech uvnitø kapaliny, tak i v místech, kde se kapalinastýká s pevnými tìlesy (tedy na stìnách a dnì nádoby).Pùsobí-li na povrch pevného tìlesa proudící reálná kapalina { napø. na stìnulopatky vodní turbíny (obr. 1b) { pak je tlak v místì styku de�nován podílemvelikosti normálové slo¾ky �Fn síly �F a obsahu �S:p = j�Fnj�S : (4)
�F n �Sa) �Ft�S

�Fn �F
b)

Obr. 1 K de�nici tlaku { a) v kapalinì v klidu, b) v kapalinì proudící kolemtìlesa 7



Tlak je velièina skalární , proto¾e nemá smìr 2). Smìr má tlaková síla �F ,pro její¾ velikost platí j�F j = p�S.Jednotkou tlaku je N �m�2 = Pa (pascal). Proto¾e pascal je malá jednotka,èasto se u¾ívají násobky této jednotky kPa = 103 Pa a MPa = 106 Pa. Ve star¹íliteratuøe se mù¾eme setkat je¹tì s jinými jednotkami tlaku:technická atmosféra 1 at = 98;066 5 kPa := 0;1 MPa;torr 1 torr = 133;322 Pa;bar 1 bar = 1 � 105 Pa = 0;1 MPa := 1 at:Za normální atmosférický tlak se volí tlak pn = 1;013 25 � 105 Pa := 760 torrù.De�nice tlaku, kterou jsme vztahy (3), (4) uvedli pro kapaliny, platí prov¹echny tekutiny, tedy i pro plyny. Fyzikální význam tlaku v tekutinì si vy-svìtlíme na základì této úvahy: Pøedstavme si, ¾e uzavøená nádoba o objemu Vje vyplnìna stlaèitelnou tekutinou o tlaku p. Ve stìnì nádoby nech» je relativnìmalý válec opatøený pístem o plo¹ném obsahu S, který se mù¾e pohybovat beztøení (obr. 2). Tlaková síla o velikosti F = pS pùsobící na píst vykoná pøi jehoelementárním posunutí o �l práci, která se projeví úbytkem potenciální energietekutiny, tedypS�l = ��Ep ; neboli p = ��EpS�l = ��Ep�V : (5)Tlak má tedy význam potenciální energie tlakové vzta¾ené na jednotkový ob-jem, neboli hustoty potenciální energie tlakové 3).
�lpV F Obr. 2 K fyzikálnímu významutlaku v tekutinìPascalùv zákonKapalné tìleso mù¾e v dùsledku tekutosti pøená¹et jen tlakové síly. Tlakovásíla zpùsobí, ¾e kapalina se dostává do stavu, který je popsán tlakem. Ten se2Ve skuteènosti je tlak zvlá¹tním pøípadem tenzorové velièiny mechanické napìtí, jakotenzoru druhého øádu o devíti slo¾kách. U dokonalých tekutin je v¹ak ¹est slo¾ek tohototenzoru nulových a tøi nenulové slo¾ky jsou �p. Podrobnìji viz napø. [11], str. 15 nebo [1].3Pokud bychom uva¾ovali jen ideální nestlaèitelnou kapalinu, museli bychom zajistit v ná-dobì stálý tlak, napø. silovým pùsobením na píst druhého válce.8



roz¹íøí do v¹ech bodù kapalného tìlesa a pùsobí na libovolnou plochu uvnitøkapaliny tlakovou silou stejnì jako na stìny nádoby. Mù¾eme to sledovat pøi po-kusu s nádobou kulového tvaru s otvory na povrchu uzavøenou válcem s pístem(obr. 3). Naplníme-li nádobu vodou a pùsobíme-li na píst silou F , vystøikujevoda kolmo ke stìnám nádoby stejnì prudce v¹emi otvory. Je to proto, ¾e vev¹ech místech kapalného tìlesa je stejný tlakp = konst: : (6)
p = FSF S Obr. 3 K ilustraci Pascalova zákonaTento výsledek vyjadøuje Pascalùv zákon: Tlak vyvolaný vnìj¹í silou, kterápùsobí na kapalné tìleso v uzavøené nádobì, je ve v¹ech místech kapaliny stejný.Pascalùv zákon ve tvaru (6) platí pøesnì jen pro kapalinu v beztí¾ném stavu.Nachází-li se kapalina v silovém poli, napø. gravitaèním, platí tento poznatekjen pro body kapaliny, které le¾í na urèité ekvipotenciální hladinì. Mezi bodykapaliny na rùzných hladinách toti¾ vzniká hydrostatický tlak, jak poznámedále. Pøesnìji mù¾eme Pascalùv zákon vyjádøit ve tvaru:Zmìníme-li tlak v jednom místì kapaliny, objeví se tá¾ zmìnaprakticky ihned v ka¾dém jiném místì kapaliny i na stìnách ná-doby, v ní¾ je kapalina uzavøena.Poznámka: U modelu ideální (nestlaèitelné) kapaliny se ¹íøí zmìny tlaku neko-neènì rychle. U reálné (stlaèitelné) kapaliny se zmìny tlaku ¹íøí rychlostí zvuku, napø.ve vodì rychlostí 1 500 m � s�1.Pascalùv zákon se s výhodou u¾ívá k hydraulickému pøenosu sil , na nìm¾jsou zalo¾ena hydraulická zaøízení , (napø. hydraulické lisy, zvedáky, brzdy aj.)V takovém zaøízení je uzavøený prostor stálého objemu tvoøený dvìma propo-jenými válci s písty vyplnìn vhodnou kapalinou, napø. olejem (obr. 4). Síla F1pùsobící na píst malého válce vyvolá v kapalinì tlak p = F1=S1. Na píst velkéhoválce pak pùsobí síla o velikosti 9



F2 = p2S=F1S2S1 :Tím dochází k hydraulickému pøevodu sil v pomìru plo¹ných obsahù pístù.Oznaèíme-li l1; l2 posunutí pístù, musí z dùvodu zachování objemu kapalinyplatit �V = l1S1 = l2S2, neboli posunutí velkého pístu budel2 = l1S1S2 = l1F1F2 :Tento výsledek plyne i z poznatku o rovnosti práce sil F1, F2: F1l1 = F2l2.
olejpl1 l2S1 F1 F2S2 Obr. 4 Hydraulické zaøízení1.2 Kapalina v silovém poli, hydrostatický tlakVlo¾íme-li kapalné tìleso do silového pole, projeví se to vznikem tlaku v ka-palinì. V podmínkách kapaliny na povrchu Zemì je tímto silovým polem v¹u-dypøítomné pole tíhových sil. Pak se tento tlak nazývá hydrostatický . Uva¾ujmenejprve obecnìj¹í pøípad, kdy na kapalinu pùsobí silové pole o intenzitìK = Fm :Intenzita silového pole je tedy síla, kterou pole pùsobí na tìleso (v na¹empøípadì kapalné) o jednotkové hmotnosti. V pøípadì tíhového pole Zemì jeK = g = konst :Proto¾e obecnì K 6= konst :, musíme ke zji¹tìní úèinku pole na kapalné tì-leso vyjmout z nìj element napø. ve tvaru kvádru (obr. 5) o hmotnosti �m == %�y�S a vy¹etøit vliv pole na nìj. Pøitom �y volíme tak malé, ¾e v jehointervalu mù¾eme zmìnu intenzity K zanedbat. Pole pùsobí na element si-lou �mK . Proto¾e pole vyvolává v kapalinì tlak, který se bude místo od místamìnit, bude na dolní stìnu o poloze y pùsobit tlaková síla o velikosti F1 = p�Sa na horní stìnu o poloze y + �y tlaková síla o velikosti F2 = (p + �p)�S.Na ètyøi boèní stìny budou rovnì¾ pùsobit tlakové síly, které budou kolmé keK , pøièem¾ dvì a dvì budou mít stejnou velikost a opaèný smìr, a proto se10



vzájemnì vyru¹í. Podmínka statické rovnováhy elementu ve smìru vektoru Kmá proto tvarF1+F2+�mK = 0 ; neboli F1�F2��mK = 0 ; ��p�S�%�y�SK = 0 :Odtud dostáváme dùle¾itou rovnici pro elementární zmìnu tlaku nestlaèitelnékapaliny v silovém poli: �p = �%K�y : (7)pøièem¾ záporné znaménko je dáno tím, ¾e K pùsobí proti kladné orientaciosy y.
�yy �mKF1

F2 K�S
pp+�p %

Obr. 5 Pùsobení silového polena element kapalinyObecnì mù¾e být jak K tak i % funkcí y. U¾ití rovnice (7) je pak zpravidlaspojeno s integrováním. Takováto aplikace je v¹ak nad rámec tohoto základníhovýkladu a je uplatnìna a¾ v pøíkladech 11 a12 v kap. 3. My tuto rovnici nynípou¾ijeme pro jednoduchý a dùle¾itý pøípad kapaliny v homogenním tíhovémpoli, kde K = g = konst:Uva¾ujme tedy kapalné tìleso v nádobì podle obr. 6 a v ní vzorek kapalinymezi rovinami ve vzdálenostech y1 a y2 ode dna. Tyto roviny urèují hladinytlaku p1 a p2. Pro rozdíly tìchto tlakù musí platit rovnice (7), její¾ platnost nenív na¹em pøípadì omezena jen na malé �y, proto¾e % = konst, K = g = konst:Pak p2 � p1 = �%g(y2 � y1) :Tento výsledek budeme aplikovat pro dùle¾ité zvlá¹tní polohy hladin tlaku:y2 = H ; kde p2 = pa a y1 = y; kde p1 = p :11



Pak pa � p = �%g(H � y). Odtud celkový tlak v hloubce h = H � y podvolnou hladinou je p = pa + %gh = pa + ph ; (8)kde ph = %gh (9)je hydrostatický tlak . Je to tlak, který v hloubce h pøistoupí pùsobením tíhovéhopole k atmosférickému tlaku pa na volném rovinném povrchu (volné hladinì).Volná hladina je tedy hladina o nulovém hydrostatickém tlaku. Hladiny ka-paliny v nádobì, která je v relativním klidu vùèi Zemi jsou rovinné. Hladinyv rozlehlej¹ích þnádobáchÿ, jakými jsou moøe, mají pøibli¾nì kulový tvar sestøedem ve støedu Zemì. 4)hH K =g
% vzorek pap1p2 y1 y2 Obr. 6 K výpoètu hydrosta-tického tlaku podlerovnice (7)Hydrostatický tlak je stejný ve v¹ech bodech, které se nacházejí v hloubce hpod hladinou. Nezávisí na mno¾ství kapaliny nad tímto místem, nýbr¾ jen na h.Nemá smìr. Tlaková síla, která pùsobí na element plochy �S pod hladinou,má smìr normály k tomuto elementu plochy.K hydrostatickému tlaku dospìjeme také pøímo následující úvahou: Ve stìnìnádoby s kapalinou nech» je válec s pístem relativnì malých rozmìrù ve srovnánís hloubkou h støedu pístu (obr. 7). Píst nech» má plo¹ný obsah S a nech» sepohybuje ve válci bez tøení. Posune-li se píst pùsobením tlakové síly o velikostiF = phS o �l, projeví se to u hladiny úbytkem hmotnosti �m = %S�lkapaliny. Tento místní úbytek hmotnosti je doprovázen úbytkem potenciálníenergie kapaliny v tíhovém poli, který je roven práci vykonané pístem, neboli�mgh = F�l ; po dosazení %S�l gh = phS�l :Z toho ph = %gh :4Pokud nebude moct dojít k zámìnì, budeme v dal¹ím textu pou¾ívat pojem þhladinaÿve smyslu þvolná hladinaÿ. 12



% F
�m

�l
h Obr. 7 K alternativnímu odvo-zení hydrostatického tlakuTlakové síly, kterými pùsobí tá¾ kapalina na stejnì velká dna nádob av¹akzcela odli¹ného tvaru stìn a objemu, jsou stejné. Tento jev se oznaèuje jakohydrostatické paradoxon.Ve spojených nádobách, v nich¾ je kapalinao stejné hustotì, je v dùsledku stejného hyd-rostatického tlaku v èástech spojujících ná-doby hladina kapaliny ve stejné vý¹ce a tobez ohledu na tvar a objem jednotlivých ná-dob. Naplníme-li v¹ak spojené nádoby dvìmanavzájem se nemísícími kapalinami o rùznýchhustotách %1, %2, musí být hydrostatický tlakstejný ve vý¹ce spoleèného rozhraní (obr. 8),tj. h1%1g = h2%2g. Volné hladiny se tedy ustálíve vý¹kách h1, h2, pro nì¾ platíh1h2 = %2%1 :

h1 h2%2
%1Obr. 8 Spojené nádobys rùznými kapalinami%1 > %2Zajímavé bude vypoèítat, jaké vý¹ce rtu»ového sloupce pøi teplotì 0 �C(%r = 13 595;1 kg �m�3) odpovídá normální atmosférický tlak:hr = pn%rg = 1;013 25 � 10513;595 1 � 103 � 9;806 65 m = 0;76000 m = 760;00 mm :Proto¾e 1 mm rtu»ového sloupce pøi 0 �C odpovídá vedlej¹í jednotka tlaku1 torr, je normální atmosférický tlak 760 torr.Vodní sloupec pøi teplotì 18 �C (%v = 998;6 kg � m�3), který odpovídánormálnímu atmosférickému tlaku, má vý¹kuhv = pn%vg = 1;013 25 � 105998;6 � 9;806 65 m = 10;346 m :13



Tento poznatek má dùle¾itý význam pro mnohé situace praktického ¾ivota.Napøíklad na potápìèe v hloubce 20 m pod hladinou pùsobí celkový tlakp � pa+2pa = 3pa, co¾ mù¾e být ji¾ nebezpeèné pro jeho organismus, zejménasluchový orgán. Cvièený potápìè mù¾e bez skafandru krátce dosáhnout hloubkumnohem vìt¹í. Sportovní potápìè W. Rhodes dosáhl r. 1975 s dýchacím pøí-strojem se speciální smìsí pro dýchání rekordní hloubku 350 m. Uvá¾íme-li, ¾ehustota moøské vody je % = 1;03 �103 kg �m�3, pùsobil zde na nìj hydrostatickýtlak ph = 350 � 1;03 � 103 � 9;81 Pa := 3;54 MPa � 35pa. Americký batyskafs lidskou posádkou dosáhl r. 1960 rekordní hloubku 10 915 m. Nejvìt¹í hloubkaoceánu je v Mariánském pøíkopu { 11 034 m. Nebyla dosud èlovìkem dosa¾ena.Jaký je zde hydrostatický tlak? Výpoèet podle vztahu (9) dává jen velmi pøi-bli¾ný výsledek: ph � 11 034 � 1;03 � 103 � 9;81 Pa := 111 MPa, proto¾e hustotavody se s rostoucím tlakem zvìt¹uje a rovnì¾ intenzitu gravitaèního pole Zemìnelze ji¾ pro tyto hloubky pova¾ovat za konstantu. Výpoètem tlaku ve velkýchhloubkách uvnitø Zemì se zabývají pøíklady 11 a 12.Vztah (9) se vyu¾ívá pro mìøení tlaku v kapalinových manometrech, va-kuometrech a barometrech, kde se mìøený tlak pøevede na hydrostatický tlakmìrné kapaliny, kterou zpravidla bývá rtu». Schéma diferenciálního manometruje na obr. 36 v pøíkladu 7 a vakuometru na obr. 20 v úloze 2. Pro technickámìøení se u¾ívají kovové manometry, u nich¾ se mìøení tlaku pøevádí na mì-øení deformace buï ohnuté duté kovové trubice nebo nádoby ve tvaru vlnovcezpùsobené tlakovou silou.Chceme-li vysát kapalinu do urèité vý¹ky h, mu-síme v sací trubici vytvoøit vùèi atmosférickémutlaku pa podtlak minimálnì rovný hydrostatickémutlaku (9). Tak èiníme ústy, kdy¾ napø. sajeme ná-poj ze sklenice pomocí brèka. Podobnì èerpadlomusí v sacím potrubí vytvoøit minimálnì podtlakps = hs%g, aby se kapalina dostala k èerpadlu(obr. 9). Problém mù¾e vzniknout pøi èerpání vodyz hlubokých studní. Sací vý¹ka hs nemù¾e pøekro-èit s ohledem na atmosférický tlak u nepohybujícíse vody mezní hodnotu 10 m. Prakticky se dopo-ruèuje hsmax � 7 m. Pøi èerpání odstøedivým èer-padlem je nutné v sacím potrubí udr¾ovat spojitýsloupec vody. K tomu je v sacím ko¹i zpìtný ventil.Obr. 9 K výkladu sací vý¹ky hs èerpadla
hs pa

výtlakovépotrubí
sacípotrubísacíko¹
èerpadlo
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Pøíklad 1 { hydrostatické síly u pøehradní hrázePøehradní hráz tvaru obdélníka o ¹íøce b zadr¾uje vodu jezera, které má v místìhráze hloubku h podél celé ¹íøky hráze. Urèete velikost výslednice hydrostatic-kých sil pùsobících na hráz a polohu jejího pùsobi¹tì. Hustota vody je % =1;00 �103 kg �m�3. Numericky øe¹te pro nejvìt¹í pøehradu na svìtì Tøi soutìskyna ®luté øece v Èínì v souèasnosti uvádìnou do provozu, u ní¾ je b = 1500 ma h = 175 m. (Pøehradní jezero má délku 640 km a zadr¾uje 5 � 1010 m3 vody.)Øe¹eníHydrostatický tlak ph = %gy vzrùstá rovnomìrnì smìrem dolù od hladiny.Vektory tlakových sil pùsobících na stejnì ¹iroké elementy hráze tak vyplnípravoúhlý trojúhelník (obr. 10).
FOh yy0 Obr. 10 Hydrostatická síla pùsobícína pøehradní hrázElementární øe¹eníS ohledem na lineární prùbìh hydrostatického tlaku urèíme snadno jeho støedníhodnotu ps = 12%gh :Pak výsledná tlaková síla má velikostF = psS = 12%gbh2 :Její pùsobi¹tì je v tì¾i¹ti trojúhelníka elementárních tlakových sil, tj.y0 = 23h :Øe¹ení u¾itím vy¹¹í matematikyVýslednou tlakovou sílu dostaneme integrací elementárních tlakových sil dF =ph dS pøes plo¹ný obsah S = bh smoèené stìny hráze:F = Z(S ) ph dS = %gb hZ0 y dy = 12%gbh2 :15



Polohu nositelky výslednice F urèíme u¾itím momentové vìty k bodu O:Fy0 = R(S ) yph dS = %gb hR0 y2 dy = 13%gbh3 :Po dosazení za F dostaneme y0 = 23h.Hodnoty velièin pro pøehradu Tøi soutìsky jsou F = 2;25 �1011 N; y0 = 117 m.PoznámkaKonstrukènì a technologicky je nutné bìhem výstavby hráze dosáhnout toho,aby u vybudované hráze nemohla voda vniknout pod její základy. Pokud by setak stalo, pak voda pùsobením hydrostatického tlaku na plochu základù vyvolátlakovou sílu, která bude nadzvedávat hráz, co¾ mù¾e vést k její havárii.1.3 Archimedùv zákonNyní se budeme zabývat otázkou, kterou øe¹il ji¾ ve 3. stol. pø. Kr. Archimedes:jaká síla nadlehèuje tìleso ponoøené v tíhovém poli do kapaliny. Uva¾ujme,¾e tìleso má hustotu %t vìt¹í ne¾ je hustota % kapaliny. V první úvaze projednoduchost pøedpokládejme, ¾e tìleso má tvar kolmého válce s podstavamirovnobì¾nými s hladinami hydrostatického tlaku (obr. 11). Na tìleso pùsobíjednak tíhová síla FG = mg = %tSlg , kde S je obsah podstavy a l vý¹ka válce,jednak tlakové síly vyvolané existencí hydrostatického tlaku.g hlFG
Fh
Fd

Fb Fb
pa
%

%tS Obr. 11 K odvození Archime-dova zákona. Je vyznaèeno roz-lo¾ení tlakových sil od hydrosta-tického tlaku. Síly od atmosfé-rického tlaku nejsou vyznaèeny.Jejich výslednice je zøejmì nu-lová, proto¾e povrch tìlesa tvoøído sebe uzavøenou plochu.16



Z obr. 11 je zøejmé, ¾e výslednice boèních tlakových sil pùsobících na plá¹»válce je nulová. Výslednice tlakových sil pùsobících na horní podstavu má ve-likost Fh = phS = (pa + h%g)S a na dolní podstavu má velikost Fd = pdS == [pa+(h+ l)%g]S. Výslednice v¹ech sil pùsobících na ponoøené tìleso má tedyvelikost F = FG � (Fd � Fh) = FG � Fvz = Sl(%t � %)g = V (%t � %)g (10)a smìøuje dolù. Proti tíhové síle FG tìlesa pùsobí vztlaková síla Fvz o velikostiFvz = Sl%g = V %g ; (11)kde V je objem tìlesa rovný objemu kapaliny, kterou pøi ponoøení vytìsnilotìleso. Velikost vztlakové síly je tedy rovna tíze kapaliny o tomto objemu V .Vztahy (10), (11) popisují Archimedùv zákon, který mù¾eme formulovat takto:Tìleso ponoøené celým svým povrchem do kapaliny je nadlehèo-váno vztlakovou silou, její¾ velikost je rovna tíze kapaliny stej-ného objemu, jako je objem ponoøeného tìlesa.Archimedùv zákon platí jen za podmínek, pro které byl odvozen, tj. ¾e hyd-rostatický tlak mù¾e pùsobit na celý povrch ponoøeného tìlesa. V následujícímpøíkladu 2 je zámìrnì v nìkolika pøípadech tento pøedpoklad poru¹en, co¾ vedeke zcela jinému silovému pùsobení na ponoøené tìleso. Proto jsou do formulaceArchimedova zákona vlo¾ena slova þcelým svým povrchemÿ. U èásteènì pono-øených tìles se pøi výpoètu vztlakové síly uplatní jen objem ponoøené èásti, jakpoznáme v èl. 1.4 vìnovaném plování tìles.Platnost Archimedova zákona mù¾eme roz¹íøit na v¹echny tekutiny, tj. i naplyny. Proto¾e v¹ak tato publikace je vìnována jen kapalinám, nebudeme sespeci�kací a aplikacemi Archimedova zákona pro plyny blí¾e zabývat.Archimedùv zákon jsme odvodili pro zvlá¹tní (válcový) tvar tìlesa. K obecnéformulaci Archimedova zákona pro ponoøené tìleso libovolného tvaru mù¾emepøímo dospìt touto úvahou. Pøedstavte si, ¾e v tíhovém poli máme nádobu s ka-palinou o hustotì % a ¾e uvnitø jejího objemu èást kapaliny vymezíme my¹lenouuzavøenou plochou. Tato skuteènost nic nezmìní na chování takto vymezenéhotìlesa v kapalinì { jeho poloha se nezmìní { tìleso se bude vzná¹et. Vyjmeme-limy¹lenì takto vymezené kapalinové tìleso o objemu V a nahradíme-li je pev-ným tìlesem o stejném objemu a tvaru, av¹ak o hustotì %t, bude na nì pùsobitvýsledná síla, která je dána rozdílem tíhové síly, která pùsobí na vlo¾ené pevnétìleso a tíhové síly, která pùsobila na vyjmuté kapalné tìleso. TedyFc = V (%t � %)g17



v souladu s odvozeným vztahem (10). Velikost vztlakové síly je tedy rovnavelikosti tíhy kapalného tìlesa, které má stejný objem jako ponoøené pevnétìleso. Pokud vlo¾ené tìleso bude mít hustotu %t = %, pak výsledná síla Fc = 0v souladu s výchozím stavem tohoto my¹lenkového pokusu.Archimedùv zákon mù¾eme experimentálnì ovìøit øadou pokusù, z nich¾zajímavý je pokus podle obr. 12:a) b) c) d)
Fr Fr FrFvz Fvz FvzObr. 12 Experiment k ovìøení Archimedova zákona a principu akce a reakcepomocí vaha) Na tømen misky vah zavìsíme tìleso a po vyvá¾ení je zcela ponoøíme donádoby s vodou, která je postavena na pevném mùstku (obr. 12a). Zjistíme, ¾erovnováha se poru¹í tak, ¾e miska s tìlesem se vychýlí nahoru. Kapalina toti¾pùsobí na tìleso vztlakovou silou Fvz svisle vzhùru a tìleso na kapalinu nao-pak reakèní silou Fr stejnì velkou, av¹ak opaèného smìru. Tato síla pùsobí nanádobu a vyru¹í se reakcí pevné podlo¾ky. Zùstává vztlaková síla Fvz, která sepøená¹í závìsem na vahadlo a vyrovná se zmìnou jeho polohy. Velikost vztla-kové síly urèíme odebráním takového záva¾í mvz z druhé misky vah, aby sedosáhlo pùvodní rovnová¾né polohy vahadla.b) Nyní podmínky experimentu zmìníme. Na vahách vyvá¾íme nádobu s vo-dou a pak do ní ponoøíme tìleso zavì¹ené na stojánku (obr. 12b). Rovnováhase opìt poru¹í, av¹ak tak, ¾e miska s nádobou se vychýlí dolù. To proto, ¾evztlaková síla se vyrovná pevností stojánku a reakèní síla Fr, kterou pùsobítìleso na kapalinu, zvìt¹í zatí¾ení misky. Pùsobení reakèní síly mù¾eme vyrov-nat vlo¾ením takového záva¾í mvz na druhou misku, jaké jsme odebrali v prvníèásti experimentu. Tím se opìt obnoví pùvodní rovnováha.c) Na misku vah polo¾íme nádobu s vodou, na tømen misky zavìsíme tìlesotak, aby viselo nad vodou, a váhy vyvá¾íme (obr. 12c). Pak závìs prodlou¾íme,aby se tìleso ponoøilo do vody (obr. 12d). Rovnováha vah se neporu¹í. Úèinkyobou sil Fvz a Fr se vyru¹í, proto¾e miska s nádobou tvoøí jedno tìleso.18



Experimentem jsme prokázali, ¾e síly Fvz a Fr jsou stejnì velké a opaènéhosmìru. Splòují tedy princip akce a reakce. Pokud urèíme objem Vt tìlesa (lzejej jednodu¹e urèit pøi u¾ití kalibrované nádoby opatøené stupnicí v jednotkáchobjemu z rozdílu celkového objemu po ponoøení tìlesa a objemu vody pøed jehoponoøením) a hmotnost záva¾í mvz, mù¾eme ovìøit platnost rovnostiFvz = mvzg = Vt%g :Pøíklad 2 { analýza sil u ponoøeného tìlesaUva¾ujme homogenní hliníkový válec (%t = 2;70 � 103 kg � m�3) o polomìrur = 30;0 mm a vý¹ce l = 70;0 mm a nádobu s vodou (% = 1;00 � 103 kg �m�3),v ní¾ budeme ve v¹ech sledovaných situacích udr¾ovat hladinu ve stejné vý¹ceh = 120 mm ode dna. Atmosférický tlak je pa = 1;013 � 105 Pa. Válec nech» senachází ve vztahu k nádobì v ¹esti rùzných situacích (obr. 13):1. Válec je pomocí lanka upevnìného v ose válce èásteènì ponoøen do nádobys vodou, pøièem¾ pro hloubku ponoøení platí x 2 h0; l).2. Zavì¹ený válec je celý ponoøen do vody x 2 hl; h).3. Válec polo¾íme na dno nádoby, pøièem¾ v dùsledku drobných neèistot (napø.malých zrnek písku) nebo nerovnosti podstavy a dna válec nedosedá doko-nale ke dnu.4. Válec dokonale pøiléhá ke dnu (stykové plochy jsou jemnì zabrou¹eny doroviny).5. Válec na plo¹e mezikru¾í o vnitøním polomìru r1 = r=p2 dokonale pøiléháke dnu a tvoøí uzávìr výtokového otvoru ve dnì.6. Zavì¹ený válec prochází volnì (se zanedbatelným tøením) otvorem o polo-mìru r ve dnì nádoby, pøièem¾ plá¹» válce a otvor jsou jemnì zabrou¹enytak, ¾e tìsní výtokový otvor. Tlou¹»ka dna je zanedbatelná, pro vzdálenostdna od hladiny platí x 2 hh; h+ l).Proveïte analýzu sil, které v jednotlivých pøípadech pùsobí na válec.
19
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Obr. 13 K analýze sil pùsobících na válec v kapalinì
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Øe¹ení1. Na válec pùsobí tíhová síla o velikosti FG = pr2l%tg a tlakové síly, pøièem¾tlakové síly pùsobící na plá¹» válce se vzhledem k jeho rotaèní symetrii vy-ru¹í. Tlaková síla na horní podstavu má velikost Fh = pr2pa a smìøuje dolù,tlaková síla na dolní podstavu má velikost Fd = pr2(pa + x%g) a smìøujevzhùru. Výsledná síla pùsobící na válec má velikostF1 = pr2(l%t � x%)g � FG ;F1max = pr2l%tg = FG = 5;24 N (pro x = 0) ;F1min = pr2l(%t � %)g = 3;30 N (pro x! l) :Z výpoètu je zøejmé, ¾e pùsobení atmosférického tlaku na obì podstavypøispívá silou stejné velikosti a opaèného smìru a jeho vliv se zde vyru¹í.Uvìdomíme-li si, ¾e pr2x je objem ponoøené èásti válce, vidíme, ¾e èlenpr2x%g je velikost vztlakové síly dané Archimedovým zákonem. Výslednásíla F1 je kompenzována silou stejné velikosti a opaèného smìru, kteroupùsobí lanko na válec, tak¾e se soustava nachází ve statické rovnováze.2. Tento pøípad se od situace v bodì 1 li¹í jen tím, ¾e hydrostatický tlak ji¾pùsobí na celý povrch válce a výsledná síla má konstantní velikostF2 = F1min = pr2l(%t � %)g = 3;30 Na míøí dolù. Tíhová síla je zmen¹ena o vztlakovou sílu plnì ponoøeného tìlesapodle Archimedova zákona.3. V dùsledku netìsného ulo¾ení válce na dnì nádoby pùsobí voda hydrostatic-kým tlakem i na spodní podstavu válce a výsledná síla má stejnou velikostjako sila v pøípadì 2, tj. F3 = F2 = 3;30 N :Síla F3 je kompenzována reakcí dna nádoby, která má stejnou velikost, av¹akopaèný smìr.4. V dùsledku tìsnosti ulo¾ení nemù¾e pùsobit na spodní podstavu válce hyd-rostatická tlaková síla ani síla od atmosférického tlaku. Na horní podstavupùsobí tlaková síla o velikosti Fh = pr2[pa+(h�l)%g]. Výsledná síla pùsobícína válec má velikostF4 = FG + pr2[pa + (h� l)%g] = pr2[l%tg + pa + (h� l)%g]� FG ;F4 = (5;24 + 286;4 + 1;39) N := 293 N :Síla F4 je opìt kompenzována reakcí dna nádoby.21



5. Situace se oproti pøípadu 4 li¹í tím, ¾e pùsobení atmosférického tlaku seèásteènì kompenzuje jeho pùsobením u dna na plo¹e výtokového otvoruo polomìru r1. PakF5 = F4 � pr22 pa � FG ; F5 = (293;0� 143;2) N := 150 N :6. Výsledná tlaková síla je dána rozdílem tlakových sil pùsobících na horní adolní podstavu válce { vliv atmosférického tlaku se kompenzuje a výslednásíla pùsobící na válec má velikostF6 = FG + pr2%(x� l)g = pr2[l(%t � %) + %x]g = F2 + pr2%gx > FG ;F6max = F2 + pr2%(h+ l)g = (3;30 + 5;27) N = 8;57 N ;F6min = F2 + pr2%hg = (3;30 + 3;33) N = 6;63 N :ZávìrZ uvedeného pøíkladu je zøejmé, ¾e formální aplikace Archimedova zákona naslo¾itìj¹í pøípady mù¾e vést k záva¾ným chybám. Výpoèet vztlakové síly v situ-acích ad 1, 2, 3 je v souhlase s bì¾nì uvádìnou formulací Archimedova zákona(tj. velikost vztlakové síly je rovna tíze kapaliny stejného objemu, jako je objemponoøené èásti tìlesa). U pøípadù 4, 5, 6 v¹ak nebyly splnìny podmínky, prokteré byl Archimedùv zákon odvozen a formulován a nelze jej tedy pøímo pou-¾ít. Pravdìpodobnì je pøekvapující i velikost síly vypoètená v tìchto pøípadech.U pøípadù 4 a 5 je dána nekompenzovaným pùsobením atmosférického tlakupa na dnì válce. Tato síla se projeví tlakem ve stykové plo¹e mezi tìlesem adnem nádoby. Pro uvedené pøípady 4 a 5 tyto tlaky jsoup4 = F4pr2 = 1;036 � 105 Pa ; p5 = F5p(r2 � r21) = 2F5pr2 = 1;060 � 105 Pa :Jsou tedy jen o málo vìt¹í ne¾ je atmosférický tlak pa.Archimedùv zákon lze tedy bez obav pou¾ít, pùsobí-li hydrostatické tlakovésíly na v¹echny body povrchu tìlesa (je-li tedy celý povrch tìlesa smoèen).U èásteènì ponoøeného tìlesa musí hydrostatické tlakové síly analogicky pùsobitve v¹ech bodech ponoøené èásti tìlesa.Pøíklad 3 { vá¾ení tìles ponoøených do vodyDvì stejné nádoby polo¾íme na misky rovnoramenných vah a nalejeme doobou vodu stejného objemu. Váhy pøesnì vyvá¾íme. Do vody v ka¾dé nádobìpoté zcela ponoøíme kouli zavì¹enou na niti upevnìné na stojanu mimo váhy.Obì koule mají stejnou hmotnost, jedna z nich je sklenìná, druhá ocelová(%s < %o). Koule se nedotýkají dna nádob (obr. 14a).22



a) V jaké poloze je vahadlo vah? Je hydrostatický tlak u dna nádob stejný neborùzný?b) Po pøestøi¾ení nití klesnou obì koule na dno nádob (obr. 14b). V jaké polozeje vahadlo vah? Zmìní se hydrostatický tlak u dna nádob?a) b)m m mm
Obr. 14 Vá¾ení ponoøených tìlesØe¹enía) Sklenìná koule má vìt¹í objem ne¾ koule ocelová. Pùsobí na ni vìt¹í vztla-ková síla, koule pùsobí na vodu vìt¹í tlakovou silou a prostøednictvím vodyna misku vah. Vahadlo klesne na stranì sklenìné koule. Hydrostatický tlakvody u dna je vìt¹í v nádobì, kde je ponoøena sklenìná koule, proto¾e volnáhladina stoupne do vìt¹í vý¹e.b) Po dosednutí koulí na dno se vahadlo opìt ustálí v rovnová¾né poloze, nebo»na obou miskách jsou tìlesa stejné hmotnosti. Hydrostatický tlak u dnanádoby se sklenìnou koulí v¹ak zùstává vìt¹í ne¾ v druhé nádobì, proto¾evolná hladina vody v nádobì se sklenìnou koulí zùstává jako v pøípadì a)vý¹e ne¾ v druhé nádobì.1.4 Plování pevných tìlesPonoøíme-li pevné tìleso o objemu V a hustotì %t do kapaliny o hustotì %,mohou nastat tøi situace v závislosti vztahu mezi hustotami. Je-li %t > %,tìleso klesne ke dnu, proto¾e na nì pùsobí výsledná síla F = V (%t � %)g vesmìru g , tedy dolù. Je-li %t = %, je F = 0 a tìleso se bude v kapalinì vzná¹et.Nás bude nyní zajímat pøípad, kdy %t < %. Pak na zcela ponoøené tìlesopùsobí výsledná síla F = �V (% � %t)g , která má opaèný smìr ne¾ g . Tatosíla se nìkdy oznaèuje jako nosná síla tìlesa. Tìleso se bude pùsobením tétosíly pohybovat smìrem k hladinì, poté se èásteènì vynoøí tak, aby byla splnìna23



podmínka statické rovnováhy. Oznaèíme-li V 0 objem ponoøené èásti tìlesa, budepro rovnováhu platit F 0vz + FG = 0 , neboliV 0%g = V %tg ; V 0V = %t% : (12)Pøi plování tìlesa je tedy objem ponoøené èásti tìlesa a objem tìlesa ve stejnémpomìru jako hustota tìlesa a hustota kapaliny.Napøíklad led z moøské vody má hustotu 939 kg�m�3 a moøská voda hustotu1 024 kg � m�3, tak¾e ledová kra zùstává 939=1 024 = 0;917 = 91;7 % svéhoobjemu ponoøena ve vodì.Na ponoru tìles v závislosti na hustotì kapaliny jsou zalo¾eny hustomìrypro mìøení hustoty kapalin.Charakteristickou velièinou lodí je nosnost . Udává se jako hmotnost pøí-pustného lodního nákladu pøi plném (pøípustném) ponoru lodi. Je to rozdílmezi hmotností plnì nalo¾ené lodi a lodi prázdné. Hmotnost lodi i s náklademse nazývá toná¾ (uvádí se v tunách). Plná toná¾ je dána ponoøením lodi potzv. èáru ponoru. Pøitom hmotnost vytlaèené vody neboli výtlak lodi je rovnatoná¾i.Nosná síla ponorky se reguluje pomocí vodních komor. Plní-li se komoryvodou, ponorka se potápí, vytlaèuje-li se voda z komor vzduchem, ponorka sevynoøuje.U plovoucích tìles, zejména u lodí, je dùle¾itá stabilita. Tìleso plove stabilnì,jestli¾e pøi vychýlení pùsobí na tìleso dvojice sil, která je uvádí zpìt do pù-vodní rovnová¾né polohy. Plovoucí tìleso mù¾e mít zásadnì tøi polohy: stabilní(stálou), labilní (vratkou) a indiferentní (volnou). Vy¹etøeme nyní podmínky,za kterých tìleso jednotlivých poloh dosáhne.U plovoucích tìles tìles jsou primárnì dùle¾ité dva body, které za rovnováhytìlesa le¾í na spoleèné vertikále, tzv. ose plování . Je to tì¾i¹tì T plovoucíhotìlesa, tedy bodu, v nìm¾ pùsobí tíhová sila FG tìlesa, a tì¾i¹tì T 0 kapalnéhotìlesa o objemu V 0 vytlaèeného plovoucím tìlesem, tedy bodu, v nìm¾ pùsobívztlaková síla Fvz (obr. 15a). Je zøejmé, ¾e u homogenního tìlesa, jakým jekvádr na obr. 15, je bod T v¾dy nad bodem T 0. Proto¾e v tì¾i¹ti pùsobí tíhovásíla FG smìrem dolù, sna¾í se po vychýlení zaujmout co nejni¾¹í polohu, kde¾totì¾i¹tì T 0, v nìm¾ pùsobí vztlaková síla Fvz smìrem vzhùru, co nejvy¹¹í polohu.V rovnová¾né poloze, kdy jsou oba body na vertikální ose plování (obr. 15a),to nastat nemù¾e. Vychýlíme-li tìleso z této polohy o malý úhel � (obr. 15b),zmìní se tvar kapalného tìlesa, i kdy¾ jeho objem V 0 se zachová. Poloha tì¾i¹tìT 0 se zmìní na T 0�. Pøi vychýlení ze stabilní polohy tìlesa (obr. 15b) se vytvoøídvojice sil FG, Fvz, která svým momentem síly vrací vychýlené tìleso zpìt dorovnová¾né polohy. Stabilní poloha se snadno posoudí podle bodu M , který je24



prùseèíkem nositelky vztlakové síly a vychýlené osy plování. Bod M se nazývámetacentrum a vzdálenost jTM j je metacentrická vý¹ka. U stabilnì plovoucíhotìlesa je bod M nad bodem T a metacentrická vý¹ka se de�nuje jako kladná.Èím je metacentrická vý¹ka vìt¹í, tím rychleji se vychýlené tìleso vrací zpìt dorovnová¾né polohy.
Fvz FvzFGFGT TT 0 T 0�

M
V 0 V 0

osa plování osa plovánívratnýmoment síly�a) b)
Obr. 15 Tìleso ve stabilní poloze pøi plování { pøi vychýlení tìlesale¾í metacentrum M nad tì¾i¹tìm TPadne-li metacentrum M pod tì¾i¹tì T (obr. 16), nachází se tìleso v labilnípoloze pøi plování, nebo» pøi jeho vychýlení z rovnová¾né polohy o malý úhel� zaène na tìleso pùsobit dvojice sil FG, Fvz, klopným momentem síly, kterýje pøevrhne. Metacentrická vý¹ka je v tomto pøípadì záporná.
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Obr. 16 Tìleso v labilní poloze pøi plování {{ pøi vychýlení tìlesa le¾í metacentrum M podtì¾i¹tìm T
T �MT 0V 0Obr. 17 Homogenní válecnebo koule v indiferentní po-loze pøi plování25



Kromì stabilní a labilní polohy se mù¾e tìleso nacházet v poloze indiferentní(volné, neurèité), kdy metacentrum M je v tì¾i¹ti T . V indiferentní poloze pøiplování se zøejmì nachází del¹í rotaèní válec s vodorovnou osou nebo koule(obr. 17). Metacentrická vý¹ka je nulová.Znalost polohy metacentra je dùle¾itá u lodí, u nich¾ se s ohledem na slo-¾itost tvarù a struktur hustot látek obtí¾nì urèuje (pøibli¾nì lze urèit jehopolohu experimentálnì na modelu lodi). Je-li metacentrická vý¹ka lodi velká,je loï sice stabilní, av¹ak do své rovnová¾né polohy se pøi vychýlení (kymácení)vrací rychle { þtvrdìÿ, co¾ je nepøíjemné. Je-li metacentrická vý¹ka lodi malá,loï se lépe pøizpùsobuje vlnám, av¹ak je labilnìj¹í. Stavitelé lodí uvádìjí, ¾eoptimální metacentrická vý¹ka má být kolem 5 % ¹íøky lodi.Zejména v minulosti se èasto stávalo, ¾e v dùsledku nevhodné konstrukcelodi nebo ¹patného rozlo¾ení nákladu byla metacentrická vý¹ka malá nebo do-konce záporná. Pak docházelo na neklidném moøi k pøevrácení lodi a k jejímupotopení. Takovými labilními loïmi byly napø. v 16. a 17. století ¹panìlskéváleèné lodi galeony . Nevhodným prvkem lodi byly ubikace na zádi, které mìlya¾ 5 pater. Pøetí¾ené galeony se proto ve vlnách èasto pøevracely. Historickynejznámìj¹í je tragický osud galeony Vasa, kterou nechal postavit ¹védský králGustav Adolf z rodu Vasa. Pøi její stavbì se zcela podcenily otázky stability.Mìla 5 palub, z toho napø. dvì dìlové v horní èásti. Pøi zku¹ební plavbì 10. 8.1628 se na klidné vodì loï pøevrátila hned u stockholmského pøístavu a zahy-nulo nìkolik set lidí vèetnì kapitána Hanssona. R. 1969 byl vrak lodi vyzdvi¾en,konzervován a vystaven v suchém doku jako ojedinìlý dokument lodního sta-vitelství 17. století.Pøíklad 4 { stabilita pøi plováníHomogenní døevìný trám obdélníkového prùøezu o ¹íøce b, vý¹ce h a délce l(l � b, l � h)plove ve vodì. Je dána hustota døeva %d = 6;0 � 102 kg � m�3 avody % = 1;00 � 103 kg �m�3.a) Urèete velikost vratného momentu Mv a metacentrickou vý¹ku trámu pøijeho otoèení z rovnová¾né polohy o malý úhel �.b) Jakou hodnotu mù¾e mít podíl ¹íøky k vý¹ce, má-li být poloha trámu pøiplování stabilní?Øe¹eníPøi vychýlení z rovnová¾né polohy se trám otoèí kolem podélné osy pro-cházející tì¾i¹tìm T jeho obdélníkového prùøezu (obr. 18). Pøedpokládejme, ¾eúhel otoèení bude tak malý, ¾e mù¾eme polo¾it sin� � tg� � �, cos� � 1.Otoèením se potopená obdélníková èást prùøezu ABEH zmìní na lichobì¾-ník ABCD o stejném plo¹ném obsahu, proto¾e se nezmìní velikost vztlakové26



síly Fvz (Fvz = FG). Zmìní se v¹ak její pùsobi¹tì z tì¾i¹tì obdélníku ABEHna tì¾i¹tì lichobì¾níku ABCD. Tím zaène na trám pùsobit vratný momentMvdvojice sil Fvz, FG { po¾adujeme, aby platilo Mv > 0.
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Obr. 18 K výpoètu vratného momentuMv a metacentrické vý¹ky jMT j trámupøi vychýlení o malý úhel �a) Velikost vztlakové síly Fvz je úmìrná plo¹nému obsahu potopené èásti prù-øezu, kterou je v rovnováze obdélník ABEH o obsahu bt. TedyFvz = FG = %btlg = %dbhlg ) t = %d% h :Pøi otoèení o malý úhel � se uvedený obdélník zvìt¹í o trojúhelník ECKa souèasnì zmen¹í o trojúhelník DKH stejného obsahu. Toho lze vyu¾ítk jednoduchému výpoètu vratného momentu Mv, kdy¾ k momentu dvojicesil FG, F 0vz (tato síla F 0vz je v pùvodním pùsobi¹ti T 0) pøièteme momentpøídavné dvojice sil �F a ��F :Mv � �FGh� t2 �+�F � 23b ; kde �F � %b2lg�8 :Po dosazení za velikosti sil a rozmìr t dostanemeMv � blg2 �%b26 � %dh2�1� %d% ��� :27



Pro výpoèet metacentrické vý¹ky jMT j vyjdeme ze skuteènosti, ¾e velikostmomentu Mv mù¾eme také vyjádøit vztahem Mv � FG � jMT j�. PakjMT j � MvFG� = 12%dh �%b26 � %dh2�1� %d% �� :b) Plování bude stabilní, kdy¾ bude Mv > 0, resp. jMT j > 0, tedy kdy¾%b26 � %dh2�1� %d% � > 0 :Odtud dostaneme hledanou podmínku pro pomìr b a h:bh >s6%d% �1� %d% � = 65 :1.5 Úlohy ke kapitole 11. Hydraulický zvedákHydraulický zvedák (obr. 19) má dva propojené válce o polomìrech r1 == 30;0 mm a r2 = 150 mm. Píst v men¹ím válci je pohánìn pomocí jedno-zvratné páky (l = 800 mm, l1 = 160 mm). Pøi transformaci síly F nasílu FG = mg na zvedacím stolku dochází v dùsledku tøení ke ztrátám,které se vyjadøují úèinností � = FG=F 0G, kde F 0G je velikost ideální síly,kterou by zvedák pøekonal bez ztrát. V na¹em pøípadì � = 88 %. Vypoètìtevelikost síly F , kterou musíme pùsobit kolmo na konec páky, abychom zvedliautomobil o hmotnosti m = 2750 kg.
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Obr. 19 Hydraulický zvedák

ghpap
Obr. 20 Vakuometr28



2. VakuometrPodtlak v nádobì s plynem lze mìøit rtu»ovým vakuometrem (obr. 20). Jakýje tlak v nádobì, je-li vý¹ka sloupce h = 620 mm a atmosférický tlak pa == 1;013 � 105 Pa? Hustota rtuti %r = 13;6 � 103 kg �m�3.3. Záklopka u vodní nádr¾eVodní nádr¾ má záklopku podle obr. 21, která se pøi dosa¾ení vý¹ky h = h0samoèinnì otevøe. Záklopka uzavírá ètvercový otvor o stranì 2a = 200 mm,jeho¾ støed je ve vzdálenosti b = 625 mm od závìsu O páky. Záva¾í máhmotnost m = 250 kg a je v kolmé vzdálenosti c = 800 mm od závìsu O.O b c
gh 2a m

a) Vypoètìte velikost a polohu pùso-bi¹tì tlakové síly pùsobící na zá-klopku pøi vý¹ce h vody.b) Pøi jaké vý¹ce h0 se záklopka ote-vøe? Jaká bude v této situaci velikostF0 hydrostatické síly pùsobící na zá-klopku?Obr. 21 K øe¹ení záklopky nádr¾e4. Problémy s hadicovou vodováhouDùle¾itým mìøidlem stavbaøù, které slou¾í k vytýèení vodorovné roviny nastavbì, je hadicová vodováha. Je to pry¾ová hadice, která je na koncíchopatøena prùhlednými (sklenìnými nebo plastovými) trubièkami. Nalije-li sedo hadice voda tak, aby v ní nezùstaly vzduchové bubliny (!), pak hladinyvody v trubièkách jsou ve stejné vý¹ce bez ohledu na to, zda jsou u sebenebo napø. 15 m vzdáleny.Pavlovi se na stavbì stala tato pøíhoda. Spìchal a pøi manipulaci s vodo-váhou se mu vylila èást vody. Tak vodováhu pohotovì doplnil kapalinou,kterou mìl pøi ruce. Byla to ov¹em sladká limonáda. Pøi pozdìj¹í kontrolezjistil, ¾e vodováha þprová¾ilaÿ vý¹kovou úroveò o �h = 3;0 cm { o tutový¹ku byla hladina v rameni s limonádou ni¾¹í. Jakou chybu Pavel udìlal?Odchylku �h zdùvodnìte výpoètem, uvá¾íte-li, ¾e nejni¾¹í bod vodováhy bylv hloubce h = 1;5 m pod hladinou v trubièkách.5. Mìøení zrychlení vlakuLinda s Vilíkem se rozhodli zmìøit zrychlení vlaku pomocí hadicové vodo-váhy (viz pøedcházející úlohu). Prùhledné trubièky na jejích koncích opatøili29



milimetrovým mìøítkem. Vodováhu naplnili vodou tak, aby hladina bylapøibli¾nì uprostøed trubièek, jsou-li oba konce vedle sebe ve stejné vý¹ceve svislé poloze. Pøedpokládejme, ¾e vlak se po dobu mìøení pohyboval popøímých vodorovných kolejích. Pøed odjezdem vlaku pøipevnili na¹i experi-mentátoøi trubièky vodováhy na ostìní oken na té¾e stranì vagonu do vzá-jemné vzdálenosti l = 7;5 m a oznaèili polohu rovnová¾né hladiny v oboutrubièkách. Pøi rozjezdu vlaku z nádra¾í v Kolínì zaznamenala Linda zvý¹eníhladiny o �h1 = 55 mm. Pøi pøíjezdu do Prahy bylo spu¹tìné návìstidlo apøi brzdìní vlaku zaznamenala Linda pokles hladiny o �h2 = 95 mm. Jakézmìny hladiny namìøil Vilík? Kdo byl ve smìru jízdy vpøedu, Linda neboVilík? Vypoètìte pøíslu¹ná zrychlení.6. Síly pùsobící na ponoøený kvádrF0
F1
F2F3 F4

g h
% %t paa c

Kvádr o hustotì %t a vý¹ce c, jeho¾ pod-stava má rozmìry a, b, je ponoøen do kapa-liny o hustotì % < %t tak, ¾e jeho vodorovnáhorní podstava je ve vzdálenosti h od hladiny(obr. 22).a) Vypoètìte velikosti hydrostatických sil F1,F2, F3, F4, F5 a F6, které pùsobí na jednot-livé stìny kvádru, urèete jejich výsledniciF a ovìøte platnost Archimedova zákona.b) Vypoètìte velikost síly F0, kterou na kvádrpùsobí vlákno, na kterém je zavì¹en.Obr. 22 Ponoøený kvádr7. Vzná¹ející se kouleDutá ocelová koule o vnìj¹ím polomìru r = 50;0 mm se vzná¹í ve vodì. Jakýje polomìr r0 její dutiny? Je dána hustota oceli %0 = 7;85 � 103 kg � m�3 ahustota vody % = 1;00 � 103 kg �m�3.8. Rovnováha na dvojzvratné páceNa dvojzvratné páce tvoøené homogenní tyèí o délce l = 50 cm a hmot-nosti m = 500 g je na jednom konci zavì¹en homogenní váleèek o objemuV = 100 cm3, který je celý ponoøen do nádoby s vodou (obr. 23). Páka jepodepøena ve vzdálenosti l1 = 30 cm od závìsu váleèku. Rovnováhy na pácedosáhneme, kdy¾ na její druhý konec zavìsíme záva¾í o hmotnosti z. Kdy¾váleèek vysuneme právì polovinou vý¹ky z vody, dosáhneme rovnováhy tím,30



¾e podpìrný bøit posuneme z polohy O1 do polohy O2 o délku a = 5;0 cm.Urèete hustotu %t váleèku a hmotnost z záva¾í.
% %tO1 O2a l l1z V Obr. 23Rovnováha na dvojzvratné páce9. Jednoduché mìøení hustoty a objemu tìlesaHomogenní tuhé tìleso libovolného tvaru zavìsíme na silomìr a zcela pono-øíme do kapaliny o hustotì %1. Na silomìru zmìøíme velikost tahové síly F1.Potom toté¾ tìleso zavì¹ené na silomìru zcela ponoøíme do kapaliny o hus-totì %2 a na silomìru zmìøíme velikost tahové síly F2. V ¾ádném z oboupøípadù se tìleso nedotýká dna nádoby. Kapaliny s tìlesem chemicky nere-agují, ani ho nerozpou¹tìjí. Urèete hustotu tìlesa % a jeho objem V .10. Jednoduché mìøení hustoty kapalinyHomogenní tuhé tìleso zavìsíme na silomìr a zmìøíme velikost tahové sílyF0, kterou napíná pru¾inu silomìru. Potom tìleso zavì¹ené na silomìru zcelaponoøíme do kapaliny o hustotì %1. Na silomìru zmìøíme velikost tahové sílyF1. Pøi tøetím mìøení toté¾ tìleso zavì¹ené na silomìru zcela ponoøíme dokapaliny o neznámé hustotì a zmìøíme velikost tahové síly F2. Jak z výsledkùtìchto tøí mìøení urèíme neznámou hustotu % druhé kapaliny? Vztlakovousílu pùsobící na tìleso ve vzduchu zanedbejte.11. Slo¾ení slitiny kovùJe známo, ¾e bronz je slitina mìdi (%1 = 8;9 � 103 kg � m�3) a cínu (%2 == 7;3 � 103 kg �m�3). Tìleso odlité z bronzu a zavì¹ené na silomìru pùsobilona nìj ve vzduchu silou o velikosti F1 = 6;1 N a zcela ponoøené do vodysilou o velikosti F2 = 5;4 N. Urèete hustotu %b slitiny a hmotnostní podíly�1 mìdi a �2 cínu. Vztlakovou sílu pùsobící na tìleso ve vzduchu zanedbejte.Pøi øe¹ení pro jednoduchost pøedpokládejte, ¾e objem slitiny je roven souètuobjemù jejich slo¾ek pøed vytvoøením slitiny.12. Sklenice nápoje s ledemLinda s dìdou za¹li do restaurace. Linda si objednala sklenici dobré vody,dìda whisky se sodou. Èí¹ník donesl nápoje, které se jim ov¹em zdály teplé, a31



proto si oba doplnili sklenici kostkami ledu tak, ¾e hladiny nápojù dosahovalya¾ k okraji. Po chvíli se led rozpustil. Co myslíte { vytekl nápoj ze skleniceLindì nebo dìdovi? Odpovìï zdùvodnìte. Je známo: hustota vody %v == 1;00 � 103 kg � m�3, hustota ledu %l = 0;92 � 103 kg � m�3, hustota lihu%a = 0;79 � 103 kg � m�3. Whisky má 40 % (objemových) alkoholu, øedìnísodou (vodou) je 1:1 v objemu. Teplotní rozta¾nost látek zanedbejte.13. Zvedání pøedmìtù z pøehradní nádr¾ePøi stavbì pøehrady spadly do vody tøi pøedmìty stejné hmotnosti m == 1000 kg:1. masivní ocelový blok (%1 = 7;8 � 103 kg �m�3),2. masivní ¾ulový blok (%2 = 2;7 � 103 kg �m�3),3. ocelové tìleso, v nìm¾ byla neprody¹nì uzavøena dutina o objemu �V == 100 dm3.Jakou práci vykoná jeøáb pøi zvedání tìchto pøedmìtù do vý¹ky h = 5;0 ma) ve vodì, b) ve vzduchu (vliv jeho hustoty mù¾ete zanedbat). Hustota vody% = 1;00 � 103 kg �m�3.14. Ocelové tìlísko ve rtutiNa hladinu rtuti (% = 13;6 � 103 kg � m�3) polo¾íme ocelové tìlísko (%0 == 7;88 � 103 kg �m�3), které má tvara) rotaèního ku¾ele o vý¹ce h = r, pøièem¾ orientace ku¾ele je podle obr. 24a,5)b) koule (obr. 24b).Vypoètìte, jaká èást x=r tìlíska mìøená od jeho nejvy¹¹ího bodu bude nadhladinou.
% %0 r rxa)

% %0 r xb)
Obr. 24 Ocelové tìlísko ve rtuti: a) ku¾el, b) koule5Ku¾el tìchto proporcí bude v uvedené poloze plovat stabilnì.32



15. Plování volné tyèe se záva¾ímHomogenní pøímá tenká tyè délky l, konstantního pøíèného prùøezu S ahmotnosti m je na jednom konci zatí¾ena záva¾ím o hmotnosti m0 zanedba-telných rozmìrù. Vlo¾íme-li tyè do nádoby s vodou (% = 1000 kg�m�3), plovetak, ¾e je ponoøena èást délky a (0 < a < l) na stranì záva¾í (obr. 25).a) V jakém vztahu je hmotnost záva¾í m0 k hmotnosti m tyèe, jestli¾e tyèmù¾e plovat pod libovolným úhlem?b) Jaká je hustota %t tyèe?Øe¹te obecnì a pro a = a1 = 34 l; a = a2 = l2.
% %ta ml Om0Obr. 25 Plovoucí tyè se záva¾ím %%tx l O h�

Obr. 26 Plování zavì¹ené tyèe16. Plování zavì¹ené tyèeTenká tyè o délce l a hustotì %t je na horním konci otoènì zavì¹ena ve vý¹ceh nad hladinou a spodním koncem ponoøena do kapaliny o hustotì % > %t(obr. 26). Vypoètìte délku x ponoøené èásti a odchylku � tyèe od svisléhosmìru. Proveïte diskuzi výsledkù vzhledem k vý¹ce závìsu h.17. Stabilní plování trámuDlouhý trám ètvercového prùøezu volnìplove ve vodì tak, ¾e jedna z jeho stìnse nachází nad hladinou a je s ní rov-nobì¾ná (obr. 27). Jaký musí být vztahmezi hustotou %x trámu a hustotou %vody, aby tato poloha trámu byla sta-bilní? Obr. 27 Plovoucí trám33



2 PROUDÌNÍ KAPALIN (hydrodynamika)2.1 Ustálené proudìní ideálních kapalinPohyb kapalin je ve srovnání s pohybem pevných tìles daleko slo¾itìj¹í, proto¾ejednotlivé èástice kapaliny snadno mìní svou vzájemnou polohu. Pokud pøipohybu kapalin pøeva¾uje pohyb v jednom smìru, mluvíme o proudìní kapalin.V pohybující se kapalinì má ka¾dá její èástice urèitou rychlost v , její¾ veli-kost a smìr se mù¾e mìnit v závislosti na poloze a èase. Je-li rychlost v èasovìnepromìnná, jde o dùle¾itý zvlá¹tní pøípad proudìní, které se nazývá ustálenéneboli stacionární . Je-li v èasovì promìnné, jde o proudìní nestacionární .Pohybový stav kapaliny popisujeme a znázoròujeme vektorovým polemrychlosti neboli rychlostním polem de�novaným v prostoru, který zaujímá ka-palina. Matematicky pou¾íváme k znázornìní rychlostního pole funkce, geo-metricky je znázoròujeme pomocí proudnic. Proudnice je my¹lená orientovanáèára, její¾ teèna v libovolném bodì, av¹ak v urèitém okam¾iku má smìr rychlostiv pohybující se èástice (obr. 28a). Hustota proudnic (tj. jejich poèet prochá-zející jednotkovou plochou postavenou kolmo k èarám) se volí tak, aby bylaúmìrná velikosti rychlosti v v uva¾ovaném místì. Proudnice tak podávají ob-raz o rozlo¾ení rychlostí kapaliny v urèitém èase.a)
teènav C

vb)
Obr. 28 a) Proudnice. b) Proudová trubiceUrèitým bodem prostoru mù¾e procházet jen jedna proudnice. Proudnicese nemohou protínat, jinak by èástice kapaliny mìla v urèitém bodì a oka-m¾iku rychlost dvou smìrù. Zvolíme-li v proudící kapalinì uzavøenou rovinnoukøivku, která protíná jednotlivé proudnice jen jedenkrát (viz køivku C na obr.28b), vytváøejí uva¾ované proudnice útvar, který se nazývá proudová trubice.Vymezuje-li køivkaC dostateènì malou plochu, pak kapalinì uvnitø této trubicese øíká proudové vlákno.Nejjednodu¹¹ím proudìním je ustálené (stacionární) proudìní ideální kapa-liny , tj. kapaliny, která je dokonale tekutá a nestlaèitelná (% = konst.). Prou-34



dová trubice mù¾e mít v tomto pøípadì tvar válce (obr. 29). Objem kapaliny,který proteèe uva¾ovaným prùøezem za jednu sekundu se nazývá objemový prù-tok QV . Je roven objemu kapaliny ve válci o podstavì S a vý¹ce v:QV = Sv : (13)Jeho jednotkou je m3 � s�1.Proudìní skuteèné kapaliny je daleko slo¾itìj¹í. V dùsledku vnitøního tøenínení ji¾ rozlo¾ení rychlostí po prùøezu S stálé, místo od místa se rychlost mìní.Pøi malých rychlostech jsou rozdíly malé a proudìní je laminární , u nìho¾proudnice mìní smìr jen pozvolna. Od urèité kritické rychlosti pøechází prou-dìní na turbulentní , které se vyznaèuje prudkými zmìnami smìru rychlosti.Proudnice vytváøejí víry. O proudìní skuteèných kapalin pojednává mj. text[14]. V pøedlo¾eném textu se omezíme jen na proudìní ideálních kapalin, o kte-rém budeme pøedpokládat, ¾e je stacionární a nevírové.
S vObr. 29 Proudová trubice pøiustáleném proudìní

v1 v2S1 S2Obr. 30 K rovnici kontinuity2.2 Rovnice kontinuityProto¾e ideální kapalina je tekutina bez vnitøního tøení, bude její rychlost vev¹ech bodech pøíèného prùøezu S proudové trubice stejná. Proto¾e je vedletoho ideální kapalina dokonale nestlaèitelná, nemù¾e se pøi proudìní v ¾ádnémmístì hromadit. Proto musí ka¾dým prùøezem proudové trubice za stejnou dobuprotéct kapalina o stejném objemovém prùtoku (13):QV = Sv = konst. (14)Toto je rovnice kontinuity neboli rovnice spojitosti toku ideální kapaliny.Budeme-li jako pøíklad uva¾ovat trubici, její¾ prùøez se zvìt¹í z obsahu S1na S2 (obr. 30), bude kapalina proudit tak, ¾eS1v1 = S2v2 ; neboli v2v1 = S1S2 : (15)35



2.3 Bernoulliho rovniceNyní se budeme zabývat vztahem mezi rychlostí v proudící nestlaèitelné ka-paliny, jejím tlakem p a vý¹kou h uva¾ovaného prùøezu nad zvolenou nulovouhladinou. Vztah odvodíme dvìma zpùsoby, které v¹ak mají spoleèný základ {{ zákon zachování mechanické energie.�l1
�l2

F1
F2v1

v2% gh1 h2 O
S1

S2
F1 = p1S1F2 = p2S2 Obr. 31K odvození Bernoulliho rovnice

Mìjme proudovou trubici s kapalinou o hustotì % = konst. V této trubicisi vymezíme kapalné tìleso mezi dvìma kolmými prùøezy S1 a S2 a vyjádøímezmìnu jeho energie v krátkém èasovém intervalu, bìhem kterého obìma prùøezyproteèou elementy kapaliny o stejné hmotnosti�m = %S1�l1 = %S2�l2 (16)a celé tìleso ponìkud zmìní polohu. Pro urèitost pøedpokládejme, ¾e S1 > S2a h1 > h2 (obr. 31). Zmìna kinetické energie uva¾ovaného tìlesa je rovna cel-kové práci v¹ech vnìj¹ích sil, které na tìleso pùsobí bìhem daného èasovéhointervalu. Je to tlaková síla F1 o velkosti p1S1, pùsobící na prùøez S1 ve smìrupohybu, tlaková síla F2 o velikosti p2S2 pùsobící na prùøez S2 proti smìrupohybu a tíhová síla FG, její¾ pùsobení je rozlo¾eno v celém objemu uva¾ova-ného tìlesa. Práce tíhové síly je rovna úbytku potenciální energie tíhové celéhotìlesa tj. rozdílu potenciální energie tíhové elementu, který protekl prùøezemS1 a potenciální energie tíhové elementu, který protekl prùøezem S2. Pøírùs-tek kinetické energie uva¾ovaného tìlesa podobnì urèíme jako rozdíl kinetickéenergie elementu, který protekl prùøezem S2 a kinetické energie elementu, kterýprotekl prùøezem S1. Vztah mezi celkovou prací vykonanou vnìj¹ími silami apøírùstkem kinetické energie uva¾ovaného tìlesa tedy mù¾eme vyjádøit rovnicí�mg(h1 � h2) + p1S1�l1 � p2S2�l2 = 12�m(v22 � v21) :36



Dosadíme-li za hmotnost elementù z (16) a vydìlíme-li rovnici elementem ob-jemu �V = S1�l1 = S2�l2, dostaneme%g(h1 � h2) + p1 � p2 = 12%(v22 � v21) ;12%v21 + h1%g + p1 = 12%v22 + h2%g + p2 = konst. , (17)co¾ je Bernoulliho rovnice ve tvaru pro tlaky .Døíve, ne¾ rozebereme význam jednotlivých èlenù Bernoulliho rovnice, pro-vedeme je¹tì druhou variantu odvození této nejvýznamnìj¹í rovnice mechanikytekutin.Podle zákona zachování mechanické energie se musí pøírùstek kinetické ener-gie elementu kapaliny v u¾¹ím prùøezu trubice projevit úbytkem jeho potenci-ální energie tak, aby celková mechanická energie elementu zùstala zachována,tj. aby Ek + Ep = konst. Element kapaliny o hmotnosti �m = %�V bude mítkinetickou energii Ek = 12�mv2 = 12%�V v2 :Potenciální energie elementu kapaliny bude mít dvì slo¾ky: tíhovou �mgh == %�V gh a tlakovou p�V , nebo» podle vztahu (5) má tlak v kapalinì význampotenciální energie tlakové vzta¾ené na jednotku objemu. Celková potenciálníenergie elementu kapaliny tedy jeEp = %�V gh+ p�V :Podle zákona zachování energie musí platitEk +Ep = 12�V v2 + (%gh+ p)�V = konst.Po dìlení objemem �V dostaneme rovnici12%v2 + h%g + p = konst. ; (18)co¾ je struèný zápis rovnice (17). Bernoulliho rovnice je tedy zákon zachovánímechanické energie ideální kapaliny , který je ve tvaru (17) a (18) vzta¾en najednotkový objem kapaliny.Význam jednotlivých èlenù rovnice (18):37



12%v2 : : : kinetická energie kapaliny o jednotkovém objemu a souèasnì dy-namický tlak , který je dán rychlostí toku kapaliny. Zabrzdíme-likapalinu z rychlosti v na nulu, zvý¹í se v daném místì tlak kapa-liny o hodnotu dynamického tlakuh%g : : : potenciální energie tíhová kapaliny o jednotkovém objemu a sou-èasnì tlak v kapalinì daný polohou v tíhovém poli popsanou vý¹kouh od zvolené nulové hladinyp : : : potenciální energie tlaková kapaliny o jednotkovém objemu a sou-èasnì tlak v proudící kapalinìBernoulliho rovnici (18) pro tlaky mù¾eme pøepsat do tvaru pro vý¹ky tím,¾e ji vydìlíme %g tedy tíhou kapaliny o jednotkovém objemu:v22g + h+ p%g = konst. = H (19)Význam jednotlivých èlenù rovnice (19):v22g : : : rychlostní vý¹ka { je rovna vý¹ce, ze které by element kapaliny muselpadat volným pádem, aby velikost jeho rychlosti dosáhla hodnoty vh : : : geodetická vý¹ka (nebo té¾ místní vý¹ka) je skuteèná vý¹ka danéhoelementu kapaliny nad zvolenou nulovou hladinoup%g : : : tlaková vý¹ka { je to vý¹ka, do ní¾ kapalina o hustotì % vystoupív tíhovém poli, je-li tlak na zvolené nulové hladinì právì p, resp. jerovna vý¹ce sloupce kapaliny o hustotì %, který vyvolá hydrostatickýtlak pH : : : celková efektivní vý¹ka, která podle (19) zùstává pøi proudìní ideálníkapaliny konstantní.U skuteèných kapalin dochází pøi proudìní v dùsledku vnitøního tøeník úbytku celkové mechanické energie kapaliny. Projevuje se to tím, ¾e v Ber-noulliho rovnici (18) a (19) ji¾ není na pravé stranì konstanta. V rovnici (19)se to øe¹í tím, ¾e na levou stranu rovnice pro skuteèné kapaliny se pøipojí ztrá-tová vý¹ka. Její výpoèet pro laminární prùtok viskózní kapaliny trubicí stáléhoprùøezu je napø. v [14], str. 32.Jako jednoduchý pøíklad na u¾ití Bernoulliho rovnice si popí¹eme proudìníideální kapaliny vodorovným potrubím podle obr. 32, tedy pro h = konst.V tomto pøípadì se rovnice (18) zjednodu¹í na tvar12%v2 + p = konst.Uva¾ujme, ¾e potrubí má tøi rùzné prùøezy S1 > S3 > S2.38
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Obr. 32 Proudìní kapaliny vodorovným potrubím o promìnném prùøezuPodle rovnice kontinuity platí S1v1 = S2v2 = S3v3. Mezi rychlostmi v jed-notlivých prùøezech bude tedy vztah v1 < v3 < v2. Pak podle Bernouulihorovnice bude p1 > p3 > p2. Vý¹ky h1 a h3 sloupcù kapaliny v tlakomìrech T1a T3 udávají pøetlak kapaliny v daném místì oproti atmosférickému tlaku,tedyp1 � pa = h1%g ; p3 � pa = h3%g :Situace na obr. 32 pøedpokládá, ¾e v prùøezu S2 bude rychlost v2 tak veliká,¾e v tomto místì vznikne podtlak:p2 � pa = �h2%g ; neboli pa � p2 = h2%g :Udìláme-li v neju¾¹ím místì do potrubí otvor, bude se zde nasávat vzduch.Bernoulliho rovnici si mù¾ete experimentálnì ovìøit jednoduchými pokusydoma v koupelnì:1. Na hladinu vody v umyvadle polo¾te pingpongový míèek. Na plovoucímíèek nyní nechte z boku dopadat proud vody z kohoutku (obr. 33a). Proudvody nebude lehký míèek odplavovat, jak by se podle þselskéhoÿ (nepouèe-ného) rozumu zdálo, ale naopak pøitahovat. V místech, kde dopadá voda, sepùsobením pøeká¾ky { míèku { zvìt¹uje rychlost proudící vody (proudnice sezde zahu¹»ují). Podle Bernoulliho rovnice je zde tedy men¹í tlak vody ne¾ jetlak vody na protilehlé stranì míèku, ale i tlak vzduchu nad hladinou. Protopøevládne tlaková síla smìrem do proudu vody. Se stejným úkazem se mù¾etesetkat u jezu rozvodnìné øeky. Lehký objemný pøedmìt, který voda v øece uná¹í(napøíklad prázdný uzavøený sud), se pod jezem vrací proti proudu øeky zpìtk jezu. 39
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Obr. 33 Experimenty s pingpongovým míèkem v umyvadle2. Dostateènì silný proud vody nyní nechte dopadat na vrchol plovoucíhomíèku. Ten jej zatlaèí pod vodu, i kdy¾ pøed tím ploval podstatnou èástí svéhoobjemu nad hladinou (obr. 33b). Pøevládl zde úèinek dynamického tlaku (prou-dící voda se na vrcholu míèku zastavila) nad vztlakovou silou podle Archime-dova zákona. Mù¾eme zjistit, ¾e hloubka ponoøeného míèku závisí jak na rych-losti proudu vody, tak na jeho mohutnosti. Stejný jev se mù¾e stát osudnýmplavci, který plave v tùni pod jezem. Padající voda jej mù¾e nebezpeènì vtlaèitpod vodu a pùsobením prvého efektu se bude z tohoto prostoru jen obtí¾nìvymaòovat.Popsané experimenty demonstrují dva z jevù, které se v literatuøe oznaèujíjako hydrodynamické paradoxon. Praktických dùsledkù Bernoulliho rovnice prokapaliny (obecnì pro tekutiny) se vyu¾ívá u øady zaøízení, jako jsou vodní vý-vìvy, podtlakové rozpra¹ovaèe, karburátory. Vysvìtluje se jí i nosná síla køídlaletadla. V následujících pøíkladech 5 a¾ 7, 15 a¾ 17 a v úlohách 18 a¾ 27 jsouuvedeny významné a zajímavé aplikace Bernoulliho rovnice.Pøíklad 5 { Torricelliho vztahOdvoïte Torricelliho vztah pro výpoèet rychlosti výtoku ideální kapaliny o hus-totì % otvorem ve dnì nádoby, v ní¾ je hladina kapaliny ve vý¹ce h nad výto-kovým otvorem (obr. 34). Pøedpokládejte, ¾e pøíèný prùøez nádoby je mnohemvìt¹í ne¾ pøíèný prùøez výtokového otvoru.Øe¹eníTorricelliho vztah mù¾eme odvodit dvìma zpùsoby:1. zpùsob { z Bernoulliho rovniceZvolíme si dva prùøezy: hladinu, kde velikost rychlosti je zanedbatelná, tlak jepa a vý¹ka h a výtokový otvor, kde rychlost má velikost v, tlak je pa a vý¹kaje 0. Pak podle (17) je 40



h%g + pa = 12%v2 + pa :Odtud v = p2gh ; (20)co¾ je Torricelliho vztah.2. zpùsob { ze zákona zachování energieNech» za urèitý èasový interval vyteèez nádoby kapalina o hmotnosti �m rych-lostí v . Má kinetickou energii Ek == 12mv2. Tento výtok se projeví úbyt-kem kapaliny o hmotnosti �m u hla-diny, která má potenciální energii, o ní¾ sezmen¹í celková potenciální energie kapa-liny v nádobì, tedy �Ep = ��mgh. Pøí-rùstek kinetické energie je podle zákonazachování energie roven úbytku potenci-ální energie. Tedy
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v
hpa
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Obr. 34K odvození Torricelliho vztahu�Ek +�Ep = 0 ; neboli 12�mv2 ��mgh = 0 :Odtud po vydìlení �m a úpravì dostáváme vztah (20).Porovnání výtokové rychlosti s rychlostí volného páduPokud element kapaliny dopadne volným pádem z vý¹ky h za dobu t, platíh = 12gt2 ; z toho t =r2hg :Velikost rychlosti dopadu jev = gt = gr2hg = p2gh :Dospìli jsme opìt k Torricelliho vztahu. Rychlost kapaliny vytékající otvo-rem v hloubce h pod hladinou má tedy stejnou velikost, jako kdyby dopadalavolným pádem z vý¹ky h.Pøíklad 6 { Pitotova trubiceK mìøení rychlosti proudìní tekutin (kapalin i plynù) lze u¾ít Pitotovu trubici .Je to trubièka o konstantním pøíèném prùøezu, její¾ jeden konec je zahnutýdo pravého úhlu. Trubièka je vlo¾ena do proudu tekutiny tak, aby zahnutýkonec smìøoval proti proudu (obr. 35). Nech» uva¾ovanou tekutinou je kapalinao hustotì %. Proud kapaliny se pøed otvorem trubice zastaví a kapalina v trubici41



vystoupí do vý¹ky h1. K urèení hydrostatického tlaku v ka¾dém místì pøíènéhoprùøezu proudu kapaliny (zmìna hydrostatického tlaku podél svislice prùøezu sezanedbává) slou¾í druhá trubice, její¾ osa je kolmá k proudnicím. V ní kapalinavystoupí do vý¹ky h2. Urèete rychlost kapaliny.g �hh2 h1T1 T2
v1 2 Obr. 35 Pitotova trubiceØe¹eníPou¾ijeme Bernoulliho rovnici (19) pro dva body 1, 2 proudu, které se nacházejíve stejné geodetické vý¹ce, pøièem¾ bod 1 je v ústí Pitotovy trubice, kde seproud kapaliny zastaví (v1 = 0). Tlak p1 v tomto bodì je urèen vý¹kou h1v tlakomìru T1, tj. p1 = h1%g. Bod 2 je libovolný bod osy, kde v2 = v je hledanárychlost proudu a tlak mìøený tlakomìrem T2 je p2 = h2%g. Z Bernoullihorovnice (19) dostanemep1 = p2 + 12%v2 ; v =s2(p1 � p2)% =p2g(h1 � h2) =p2g�h :Praktickým provedením této soustavy dvou trubic je Prandtlova trubice u kterése pøímo ète rozdíl vý¹ek �h diferenciálním manometrem (srovnej s obr. 36).Mìøení není zcela pøesné.Pøíklad 7 { Venturiho trubiceK mìøení rychlosti proudìní kapalin v potrubích a tím i k mìøení objemovéhoprùtoku se pou¾ívá Venturiho trubice. Je to vodorovná trubka ku¾elovitì sezu¾ující z pùvodního prùøezu S1 do prùøezu S2. Poté se v difuzoru prùøez po-zvolna roz¹iøuje do pùvodní velikosti S1 (obr. 36). Jsou dány prùmìry potrubíd1, d2 v prùøezech 1, 2. Zmìna velikosti rychlosti kapaliny o hustotì % zpùsobíi zmìnu tlakù. Jejich rozdíl v prùøezech 1, 2 zjistíme diferenciálním manomet-rem napø. ve tvaru U-trubice. Je-li zmìøen rozdíl �h sloupcù mìøicí kapalinyo hustotì %m, urèete 42



a) rychlost v1 kapaliny v prùøezu S1 potrubí,b) objemový prùtok QV potrubím.
�h g%mdiferenciálnímanometr

1 2% v1 v2S2S1 S1
Obr. 36 Venturiho trubiceØe¹enía) Pro prùøezy 1, 2 napí¹eme rovnici kontinuity (15) a Bernoulliho rovnici (17)v1S1 = v2S2 ; %v212 + p1 = %v222 + p2 :Z toho v21 = 2S22%(S21 � S22) (p1 � p2) :Rozdíl tlakù urèíme diferenciálním manometrem: p1 � p2 = �h(%m � %)g:Pak rychlost kapaliny v prùøezu S1 potrubí je v1 = Kp�h, kdeK = S2s 2gS21 � S22 �%m% � 1� = d22s 2gd41 � d42 �%m% � 1�je konstanta Venturiho trubice pro danou dopravovanou kapalinu.b) Objemový prùtok kapaliny protékající potrubím jeQV = S1v1 = pd214 Kp�h :43



Pøíklad 8 { experimenty s plastovou lahvíOpatøete si dvou nebo 1,5litrovou plastovou lahev, její¾ stìny jsou co nejménìpro�lovány. Je tøeba, aby se v její horní polovinì nacházela válcová èást o vý¹ce(h0) asi 50 a¾ 75 mm (tuto podmínku splòují jen nìkteré lahve na trhu). V jejísvislé (válcové) spodní èásti vyvrtejte kruhový výtokový otvor o prùmìru 4 a¾6 mm a jeho okraj peèlivì vyhlaïte jemným pilníkem. Dále si opatøete asi200 mm dlouhou sklenìnou nebo plastovou trubièku o vnitøním prùmìru 3 a¾6 mm (v nouzi lze pou¾ít þbrèkoÿ k pití nápojù) a podle jejího vnìj¹ího prù-mìru vyvrtejte otvor do víèka lahve, aby jím ¹la trubièka jen tìsnì prostrèit.Trubièku zasuòte po dolní okraj válcové èásti, do vý¹ky h nad výtokový otvor.Výtokový otvor uzavøete vhodnou zátkou, nejlépe ku¾elovou z pry¾e. Dostalijste tak Mariotovu lahev , pomocí ní¾ si v experimentech podle obr. 37 ovìøítezákladní jevy spojené s výtokem vody otvorem ve stìnì nádoby. Na pracovnístùl umístìte vhodný podstavec, napø. stolièku, a na jeho okraj postavte Mari-otovu lahev. Vìt¹í fotogra�ckou misku polo¾te na stùl tak, aby do ní dopadalavoda z Mariotovy lahve po otevøení výtokového otvoru.
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Obr. 37 Výtok vody z Mariotovy lahve44



A) Zadání teoretické èástia) Vysvìtlete, jaký jev nastane pøi otevøení výtokového otvoru B a odvoïtevztahy pro výpoèet tlaku p0 nad hladinou, velikosti v0 výtokové rychlosti adoby t0, za ní¾ se vý¹ka h0 zmen¹í na nulu.b) Výtokový otvor B nech» le¾í ve vý¹ce H nad horním okrajem misky, dokteré dopadá voda. Odvoïte vztah mezi vý¹kami h, H a dálkou D dopaduvodního paprsku do bodu C vodorovné roviny prolo¾ené horním okrajemmisky, má-li rychlost v0 vodorovný smìr.c) Navrhnìte metody pro experimentální urèení (nepøímé mìøení) rychlosti v0.B) Zadání experimentální èástid) Proveïte kvalitativní pozorování výtoku z Mariotovy lahve a seøiïte expe-rimentální soustavu tak, aby co nejlépe odpovídala teoretickým pøedpokla-dùm.e) Proveïte mìøení potøebných velièin a vypoètìte velikost rychlosti v0 vèetnìodchylek zmìøených a vypoètených velièin. Výsledky získané rùznými me-todami porovnejte.f) Kvalitativnì sledujte výtok z lahve s otevøeným hrdlem.g) Kvalitativnì sledujte výtok z lahve s tìsnì uzavøeným hrdlem a proveïtevýklad sledovaného dìje.Øe¹eníA) Teoretická èásta) Jakmile otevøeme výtokový otvor B, trubièka T se velmi rychle zaplní vzdu-chem a tlak na jejím spodním konci A bude roven atmosférickému tlaku pa.Proto je pro výtokovou rychlost urèující vý¹ka h. Podle Torricelliho vztahu(20) bude mít výtoková rychlost v0 velikostv0 =p2gh : (21)Pøi postupujícím výtoku s lahve bude h = konst. a tedy i v0 = konst.,kde¾to vý¹ka h0 se bude zmen¹ovat konstantní rychlostí. Proto¾e v bodì Aje atmosférický tlak pa, bude v prostoru nad hladinou podtlakp0 = pa � h0%g :Ten se bude v prùbìhu výtoku zmen¹ovat tak, ¾e trubièkou T bude doprostoru nad hladinou probublávat vzduch. Rychlost v0 se bude udr¾ovatkonstantní jen do okam¾iku, kdy hladina klesne k ústí A trubièky. Poté sebude výtoková rychlost spojitì zmen¹ovat, a¾ hladina klesne k výtokovémuotvoru. 45



Budeme-li pøedpokládat, ¾e ve výtokovém otvoru nedojde ke kontrakcivodního paprsku (ve skuteènosti je kontrakce významná { viz experimentálníèást), pak pro dobu t0, za ní¾ se vý¹ka h0 zmen¹í na nulu, mù¾eme u¾itímrovnice kontinuity psátpd24 � h0t0 = pd204 v0 ; neboli t0 = h0v0 � dd0�2 = h0p2gh � dd0�2 ; (22)kde d je prùmìr válcové èásti lahve a d0 je prùmìr výtokového otvoru.b) Jde o vodorovný vrh z vý¹ky H poèáteèní rychlostí v0. Pro dálku D vrhudo vodorovné roviny platí D = v0t = v0s2Hg : (23)Po dosazení za v0 z (21) dostaneme hledaný vztahD = 2phH ; neboli D2pHh = 1 : (24)c) K urèení velikosti výtokové rychlosti v0 mù¾eme na základì pøedcházejícíteorie pou¾ít tøi metody:1. Po zmìøení vý¹ky h vypoèteme velikost v0 výtokové rychlosti pou¾itímTorricelliho vztahu (21).2. Po zmìøení vý¹ky h0, prùmìrù d, d0 a doby t0 výtoku, za kterou sehladina rovnomìrnì posune o h0, pou¾ijeme vztah (22), ze kterého provelikost výtokové rychlosti plynev00 = h0t0 � dd0�2 : (25)3. Po zmìøení vý¹kyH výtokového otvoru nad rovinou horního okraje miskya dálky D, do ní¾ paprsek v této rovinì dopadne, pou¾ijeme vztah (23),ze kterého pro velikost výtokové rychlosti plynev000 = Ds g2H : (26)Pro ideální kapalinu musí být v0 = v00 = v000 . Proto¾e budeme experimento-vat se skuteènou kapalinou, nebude tato rovnost pøesnì splnìna.B) Experimentální èástd) Kvalitativní pozorování jevù je nezbytným úvodem k na¹emu experimentu.V jeho rámci provedeme seøízení experimentální soustavy. Pøedev¹ím zkon-trolujeme, zda výtok z lahve je vodorovný. Upravíme zastrèení trubièky {46



její dolní konec vymezuje dolní okraj válcové èásti o vý¹ce h0. Fotogra�ckoumisku umístíme do vhodné vzdálenosti, polo¾íme na ni tyèový metr a po-mocí olovnice jej posuneme tak, aby jeho poèátek byl pøesnì pod výtokovýmotvorem.e) Zmìøíme nejprve konstantní velièiny experimentální soustavy:� Prùmìr d horní válcové èásti lahve zmìøíme vìt¹ím posuvným mìøi-dlem nebo mìøením obvodu pomocí prou¾ku papíru. Odeèteme dvakráttlou¹»ku stìny.� Prùmìr d0 otvoru zmìøíme posuvným mìøidlem.� Vzdálenosti h a h0 a vý¹ku H výtokového otvoru nad horním okrajemmisky zmìøíme ocelovým nebo skládacím metrem.Po opìtovném sestavení aparatury otevøeme výstupní otvor B a pomocístopek zmìøíme dobu t0, za kterou hladina klesne pøes vymezený úsek h0 dobodu A. V¹imnìte si, ¾e v dùsledku probublávání vzduchu trubièkou T jevýtok ponìkud neklidný. Proto dálku vrhu D odeèteme na tyèovém metrua¾ v okam¾iku, kdy hladina právì klesne k bodu A a tok se uklidní.Ná¹ experiment je vhodnou pøíle¾itostí, abychom se nauèili provádìt sou-stavná fyzikální mìøení velièin vèetnì vyhodnocení odchylek namìøených avypoètených velièin. Teorie a praktické postupy zpracování jsou v [15]. Zdeuvedeme jen nezbytný pøehled.1. Mìøené velièinyMìøené velièiny jsou zatí¾eny chybami. Mìøíme proto opakovanì a k vy-hodnocení náhodných chyb výhodnì vyu¾ijeme kalkulátor se statistickýmprogramem. Do vymazaných pamì»ových registrù vlo¾íme n namìøenýchhodnot mìøené velièiny, pøièem¾ n volíme 5 a¾ 10. Smìrodatnou odchylkuaritmetického prùmìru sx urèíme pomocí smìrodatné odchylky jednoho mì-øení �n�1 nebo pomocí støední kvadratické odchylky jednoho mìøení �n,které máme na kalkulátoru. Dopoèítáme ji podle vzorcesx = �n�1pn = �npn� 1a správnì zaokrouhlíme na dvì platné cifry. Podrobnìj¹í informace je v [15].Významná je i chyba pou¾itého mìøidla (odchylka sm), která je v na¹íúloze zpravidla vìt¹í ne¾ náhodná chyba. Proto poèítáme celkovou chybu(odchylka sc) podle pøibli¾ného vzorce, který vyplývá z kvadratického (Gaus-sova) zákona hromadìní chyb [15]:sc �qs2x + s2m :47



2.Vypoètené velièinyChybu su vypoèítané velièiny, která je s mìøenými velièinami vázána funkè-ním vztahem u = Kxa � yb � zc : : : ;kdeK je multiplikativní konstanta, a, b, c jsou konstantní exponenty z oborureálných èísel, vypoèteme podle vzorce (viz napø. [15]):su = us�asxx �2 +�bsyy �2 +�cszz �2 + : : : ;kde u je hodnota vypoètené velièiny získaná dosazením aritmetických prù-mìrù namìøených velièin.Pøíklad mìøení s Mariotovou lahvíByla pou¾ita 1,5litrová plastová lahev. Sklenìná trubièka mìla délku 200 mma vnitøní prùmìr 5,5 mm.1. Mìøené velièiny� Vnìj¹í prùmìr d0 lahve (mìøeno velkým posuvným mìøidlem s dvacetidíl-kovým noniem, sm � 0;05 mm)i 1 2 3 4 5 6 7 8d0i=mm 84,8 84,7 84,5 84,6 84,7 84,7 84,6 84,9d0 = 84;688 mm; sd0 = 0;044 mm;sc �p0;0442 + 0;052 mm = 0;067 mm; d0 = (84;688� 0;067)mm.Korekce na tlou¹»ku stìny lahve 2� 0;25 mm:d = d0 � 0;50 mm = (84;19� 0;07)mm.� Prùmìr d0 výtokového otvoru (mìøeno posuvným mìøidlem s dvacetidílko-vým noniem, sm � 0;05 mm)i 1 2 3 4 5 6 7 8d0i=mm 5,40 5,30 5,35 5,45 5,40 5,30 5,35 5,45d0 = 5;375 mm; sd0 = 0;021 mm;sc �p0;0212 + 0;052 mm = 0;054 mm; d0 = (5;38� 0;06)mm.
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� Vý¹ka H výtokového otvoru nad rovinou horního okraje misky (mìøeno oce-lovým pravítkem, sm � 0;5 mm)i 1 2 3 4 5 6 7 8Hi=mm 498 497 497 498 497,5 497 498 497H = 497;44 mm; sH = 0;18 mm;sc �p0;182 + 0;52 mm = 0;53 mm; H = (497;4� 0;6)mm.� Horní vý¹ka h0 v lahvi (mìøeno plastovým mìøítkem, sm � 1 mm)i 1 2 3 4 5 6 7 8h0i=mm 71 70 70 69 71 70 71 71.5h0 = 70;44 mm; sh0 = 0;29 mm;sc �p0;292 + 12 mm = 1;04 mm; h0 = (70;4� 1;1)mm.� Spodní vý¹ka h v lahvi (mìøeno plastovým mìøítkem, sm � 1 mm)i 1 2 3 4 5 6 7 8hi=mm 145 147 147 146 145 146 146 146.5h = 146;06 mm; sh = 0;28 mm;sc �p0;282 + 12 mm = 1;04 mm; h = (146;1� 1;1)mm.� Doba t0 výtoku (mìøeno digitálními stopkami, sm � 0;01 s)i 1 2 3 4 5 6 7 8t0i=s 15,1 15,6 15,8 15,5 15,3 15,4 14,9 15,2t0 = 15;35 s; st0 = 0;11 s;sc �p0;112 + 0;012 s = 0;11 s; t0 = (15;35� 0;11)s.� Dálka D dostøiku (mìøeno tyèovým metrem, sm � 1 mm)i 1 2 3 4 5 6 7 8Di=mm 505 490 505 500 515 500 510 525D = 506;3 mm; sD = 3;8 mm;sc �p3;82 + 12 mm = 4;0 mm; t0 = (506;3� 4;0)mm.
49



2. Vypoètené velièiny� Výtoková rychlost podle jednotlivých metod1. v0 = p2gh ; sv0 = v0 sh2h ; v0 = (1;693� 0;007) m � s�1 :2. v00 = h0t0 � dd0�2 ;sv00 = v00s�sh0h0 �2 +�st0t0 �2 +�2sdd �2 +�2sd0d0 �2 ;v00 = (1;13� 0;03) m � s�1 :3. v000 = Dr g2H ; sv000 = v000s�sDD �2 +� sH2H�2 ;v000 = (1;59� 0;02) m � s�1 :� Porovnání výsledkù získaných rùznými metodami�0 = v00v0 ; s�0 =s�sv00v00 �2 +�sv0v0 �2 ; �0 = 0;67� 0;03 :�00 = v000v0 ; s�00 =s�sv000v000 �2 +�sv0v0 �2 ; �00 = 0;94� 0;01 :3. Závìry k mìøení rychlosti1. Metodou zalo¾enou na vodorovném vrhu jsme zís-kali hodnotu v000 která je jen o 6 % men¹í ne¾ teo-retická hodnota v0 vypoèítaná z Torricelliho vzorce.Odchylka je patrnì zpùsobena vnitøním tøením ve vy-tékající kapalinì.2. Metodou zalo¾enou na rovnici kontinuity jsme získalipodstatnì men¹í hodnotu v00, která je o 33 %men¹íne¾ teoretická hodnota v0. I v tomto pøípadì se uplat-òuje vnitøní tøení v kapalinì. Tato metoda je v¹akje¹tì zatí¾ena velkou soustavnou chybou danou kon-trakcí proudové trubice pøi výtoku (obr. 38). Tatokontrakce je zpùsobena zmìnou hybnosti elementùkapaliny v okolí výtokového otvoru a s tím spoje-ným zakøivením proudnic. (Hybnost má smìr teènyk proudnici v uva¾ovaném místì.) Podrobnìji se lzedoèíst o vlivu kontrakce na výtok napø. v [4], str. 380. Obr. 38Kontrakcepøi výtoku50



Dal¹í experimenty s lahví podle zadáníf) Po od¹roubování zátky s trubièkou T se zcela zmìní podminky experimentu:h bude promìnné, a tím bude promìnné i v0 a D. Experiment provádíme jenkvalitativnì { sledujeme, jak se se zmen¹ujícím se h spojitì zmen¹uje i D.g) Uzavøeme-li naopak hrdlo lahve tìsnicí zátkou nebo dlaní, vzniká pøi odtokuvody z lahve v uzavøeném prostoru nad hladinou podtlak, vyteèe jen urèitémalé mno¾ství vody a výtok se krátce pøeru¹í probubláním jistého mno¾stvívzduchu. Tím dojde ke zvìt¹ení tlaku, odteèe dal¹í èást vody, atd. Lahev setak postupnì vyprázdní (viz rovnì¾ pøíklad 16). Pokud by výtokový otvorbyl velmi malý (1mm a ménì), k výtoku vody z uzavøené lahve praktickynedojde. V tomto pøípadì se ji¾ výraznì projeví molekulární vlastnosti ka-paliny (povrchové napìtí ve výtokovém otvoru).2.4 Úlohy ke kapitole 218. Injekèní støíkaèkaInjekèní støíkaèka má píst o plo¹ném obsahu S1 = 1;60 cm2 a otvor jehlyo plo¹ném obsahu S2 = 1;00 mm2. Jak dlouho budeme vyprazdòovat objemV = 10;0 ml roztoku, kdy¾ budeme na píst pùsobit stálou silou o velikostiF = 3;00 N? Pøedpokládejte, ¾e osa støíkaèky je ve vodorovné poloze; vnitønítøení neuva¾ujte. Hustota roztoku % = 1;00 � 103 kg �m�3.19. Nádoba s vodou ve výtahuNa podlaze kabiny výtahu je umístìna nádoba s vodou. Ve vý¹ce h0 od pod-lahy je ve svislé stìnì nádoby malý otvor. Hladina vody je ve vý¹ce h == 300 mm nad otvorem. Výtah se rozjí¾dí vzhùru s konstantním zrychle-ním a1 o velikosti a1 = 2;00 m � s�2, poté se pohybuje ustálenou rychlostí(a2 = 0 ) a pøed koneènou stanicí zastavuje s konstantním zrychleníma3 = �a1. Vypoèítejtea) výtokovou rychlost v jednotlivých re¾imech pohybu,b) vodorovnou vzdálenost místa dopadu vodního paprsku na podlahu kabinypøi zanedbání odporu vzduchu.20. Vystøíknutí vody z lahvePøi experimentu s plastovou lahví s uzavøeným hrdlem, v její¾ dolní èásti jeve vý¹ce H = 500 mm nad vodorovnou podlo¾kou malý výtokový otvor (vizpøíklad 8, bod g), do¹lo pøi deformaci lahve jejím zmáèknutím k vystøíknutíproudu vody vodorovným smìrem do vzdálenosti D = 950 mm. V dùsledku51



podtlaku nad hladinou a povrchového napìtí ve výtokovém otvoru vytékalavoda pøed experimentem z otvoru jen velmi slabým proudem (zanedbatel-nou rychlostí). Vypoètìte, jaký vznikl nad hladinou pøetlak oproti výcho-zímu stavu a jakou rychlostí vytryskl proud vody z lahve. Odpor vzduchuneuva¾ujte.21. Hasièská støíkaèkaMotorová støíkaèka má na výstupu èerpadla hadici o vnitøním polomìrur1 = 26;0 mm. Výstup èerpadla je opatøen tlakomìrem, který ukazuje pøe-tlak vody �p = 300 kPa. Hadice je ukonèena hubicí s výstupním otvoremo polomìru r2 = 6;20 mm. Za pøedpokladu, ¾e voda je ideální kapalinavypoètìtea) velikost v2 rychlosti, kterou voda proudí z hubice, jestli¾e je ve stejné vý¹ijako výstup èerpadla,b) velikost v02 rychlosti, je-li ústí hubice ve vý¹ce h = 15 m nad výstupemèerpadla,c) teoretický dostøik D (pro rychlost v2) a D0 (pro v 02) do vodorovné rovinyprolo¾ené ústím hubice, která je od této roviny odklonìna o elevaèní úhel� = 45�.22. Výtok vody otvory ve stìnì nádobyV homogenním tíhovém poli stojí na vodorovné desce nádoba s vodou, v ní¾je udr¾ována stálá vý¹ka h hladiny. Ve svislé stìnì nádoby jsou nad sebou dvaotvory, z nich¾ jeden je ve vzdálenosti x ode dna a druhý v té¾e vzdálenostiod hladiny (obr. 39).a) Na která místa (mìøeno od stìny nádoby) dopadají vodní paprsky vyté-kající z obou otvorù?b) Pro jakou polohu x = x0 bude voda dopadat nejdále?Vodu pova¾ujte za ideální kapalinu, odpor vzduchu zanedbejte.
h xx D1D2

v2v1 g
Obr. 39 Výtok vody otvoryve stìnì nádoby52



23. Dvì nádobyNa stole jsou postaveny dvì válcové nádoby, z nich¾ jedna je naplnìna vodoudo vý¹ky h a druhá do vý¹ky 2h. Ve stìnì prvé nádoby je ve vý¹ce h=2 odedna malý otvor. V jaké vý¹ce y nad dnem druhé nádoby musí být otvor,aby vodní paprsek dopadal na vodorovnou desku stolu ve stejné vzdálenosti,tedy x = x0 (obr. 40). Urèete tuto vzdálenost. Pøi øe¹ení pøedpokládejte, ¾ehladiny se udr¾ují ve stálé vý¹ce, ¾e voda je ideální kapalina a ¾e nepùsobíodpor vzduchu.
h 2hh2 yx x0Obr. 40 K øe¹ení stejného výtoku ze dvou nádob24. Venturiho vodomìrVe vodovodním (% = 1;00 � 103 kg � m�3) potrubí opatøeném Venturiho vo-domìrem (obr. 36 v textu) je mezi hlavním potrubím a zú¾enou èástí rozdíltlakù, který v tíhovém poli odpovídá vý¹ce �h = 720 mm sloupce rtuti(%m = 13;6 � 103 kg � m�3). Hlavní potrubí má pøíèný prùøez o obsahuS1 = 600 cm2, zú¾ená èást o obsahu S2 = 350 cm2. Jaká je velikost v1prùtoèné rychlosti v hlavním potrubí a jaký je objemový prùtok QV vody?
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3 Nároènìj¹í pøíklady z hydromechanikyV této kapitole je uvedeno devìt vyøe¹ených pøíkladù, jejich¾ øe¹ení vycházíz fyzikálních zákonù formulovaných diferenciálními vztahy a k jejich¾ vyøe¹eníje tedy nutné pou¾ít aparát vy¹¹í matematiky, zejména integrální poèet. Tytopøíklady u¾ nejsou souèástí studijního textu FO pro kategorii C. Pøistupte k nima¾ pozdìji { po zvládnutí základù vy¹¹í matematiky. Toto studium vám paknejen roz¹íøí spektrum úloh z hydromechaniky, ale bude i vhodnou ilustracíaplikace vy¹¹í matematiky. Pro soustavné studium potøebného matematickéhoaparátu fyziky lze doporuèit text [10].Pøíklad 9 { segmentové stavidloVýtok z vodní nádr¾e je uzavøen segmentovým stavidlem, které je èástí válcovéplochy o polomìru r = 3;50 m vymezené rozmìry a = 2;00 m, d = 2;50 m(obr. 41). ©íøka stavidla je b = 3;00 m a vý¹ka hladiny h = 6;00 m. Vypoètìtevýslednou tlakovou sílu pùsobící na stavidlo a urèete, kterým bodem procházíjejí nositelka.
P

O x
adh y

r Obr. 41Schéma segmentovéhostavidlaØe¹eníNa element dS plochy stavidla bude v hloubce y pod hladinou pùsobit síla dFo velikosti dF = %gydS. Síla pùsobí kolmo k válcové plo¹e stavidla a smìøujeproto do jejího závìsu P . Slo¾ky této elementární síly mají velikost (obr. 42a)dFx = dF cos� = %gy dS cos� = %gy dSx ;dFy = dF sin� = %gy dS sin� = %gy dSy ;54



kde dSx, dSy jsou prùmìty plochy dS do rovin kolmých k pøíslu¹ným osám.Slo¾ky výsledné tlakové síly dostaneme integrací pøes celou válcovou plochu S,její¾ prùmìty oznaèíme Sx, Sy. (Meze integrálù oznaèíme jen symbolicky {{ u integrálù uvedeme Sx, Sy v závorce.) Postupnì dostanemeFx = %g Z(Sx) y dSx = %g hZh�d by dy = %gb �y22 �hh�d = %gbd�h� d2� = 3;49�105 N ;Fy = %g Z(Sy) y dSy = %gb aZ0 y dx = %gb(S1 + S2 + S3) :
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Obr. 42 K výpoètu sil pùsobících na segmentové stavidloIntegrál aR0 y dx ve výrazu pro Fy zøejmì pøedstavuje obsah plochy pøíènéhoøezu mezi volnou hladinou a obloukem stavidla (obr. 42 b). Ta se skládá zetøí èástí { obdélníku, trojúhelníku a kruhové úseèe. Obsahy prvních dvou jsouS1 = a(h�d), S2 = ad=2. Obsah kruhové úseèe vypoèítáme jako rozdíl obsahukruhové výseèe ABP a trojúhelníku ABP :S3 = r22 (2�� sin 2�) = r22 (2�� 2 sin� cos�) =55



= r22  2arcsinpa2 + d22r � pa2 + d2r s1� a2 + d24r2 ! :PakFy = %gb"a�h� d2�+ r22  2arcsinpa2 + d22r � pa2 + d2r s1� a2 + d24r2 !# ;Fy = 3;04 � 105 N: Slo¾ka síly Fy míøí vzhùru a z výpoètu je zøejmé, ¾e jejívelikost je rovna tíze bloku vody, který by se nacházel pøímo nad stavidlem.Výsledná tlaková síla F vznikla slo¾ením elementárních sil, které v¹echnysmìøují do závìsu stavidla P . Proto i vektorová pøímka výsledné síly procházízávìsem stavidla. Její velikost a smìr urèíme podle obr. 42c:F =qF 2x + F 2y = 4;63 � 105 N ; �0 = arctgFyFx = 41;1� :Pøíklad 10 { klenbová hráz pøehradyPøehradní hráze je výhodné za pøíznivých geolo-gických podmínek øe¹it ve tvaru relativnì tenkéskoøepinové klenby ze ¾elezobetonu. Princip pev-nostního øe¹ení hráze spoèívá v tom, ¾e klenbapøená¹í zatí¾ení od hydrostatického tlaku do ge-ologického podlo¾í, v nìm¾ je zakotvena. Uva-¾ujme takovou hráz ve tvaru èásti válcové plochypodle obr. 43, která je dána ¹íøkou b, úhly �0 avý¹kou h. Vypoètìte velikost Fk sil, kterými hrázpùsobí na geologické podlo¾í. Pro jednoduchostpøedpokládejte, ¾e zakotvené okraje hráze majísvislý smìr.Numericky øe¹te pro parametry pøehradyMal-passet vybudované r. 1953 v hlubokém údolífrancouzské øeky Reyran: b = 220 m, h = 65 m,�0 = 30�. Pøehrada zadr¾ovala 25 � 106 m3 pitnévody.
Obr. 43 Klenbová hráz údolní pøehrady Fk
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Øe¹eníNejprve urèíme hydrostatickou tlakovou sílu dFr, která pùsobí na svislý prou¾ekhráze o ¹íøce r d� podél celé jeho vý¹ky h (obr. 44). Z tohoto prou¾ku budemeuva¾ovat plo¹ný element dS = (r d�)dy, na který pùsobí elementární tlakovásíla o velikosti p dS = (y%gr d�)dy. Velikost celé síly dFr dostaneme integracípøes promìnnou y od 0 do h:jdFrj = %gr d� hR0 y dy = 12%gh2r d� :

Fk

Fk
Fk
Fk F Orb

h ydy
�0�0
�0

�0 �0��02�0 �d�dFrdF1 dF

Obr. 44 K výpoètu sil pùsobících na klenbovou hrázPøíspìvky dFr budeme integrovat pøes úhel � v mezích od ��0 do �0.Nejprve v¹ak rozlo¾íme dFr na slo¾ky dF ve smìru osy hráze a dF1 ve smìrukolmém. Je zøejmé, ¾e slo¾ka dF1 se pøi integraci vyru¹í se slo¾kou symetrickypolo¾enou vzhledem k ose pøehrady. Velikost výslednice F elementárních sil dFo velikosti jdF j = jdFrj cos� dostaneme integrací:F = %gh2r2 �0Z��0 cos� d� = %gh2r2 h sin�i �0��0 == %gh2r2 [sin�0 � sin(��0)] = %gh2r sin�0 = %gh2b2 :57



Sílu F nyní rozlo¾íme na dvì síly Fk stejné velikosti (obr. 44):Fk = F2 sin�0 = %gh2b4 sin�0 = 4;6 � 109 N ;které klenba hráze pøená¹í do okolního geologického podlo¾í.Poznámky1. Pevnostní úèinek klenby si mù¾eme ovìøit jednoduchým pokusem. Mezi pa-lec a ukazováèek vlo¾íme pru¾nou tenkou destièku (s opatrností mù¾eme pou¾íti ¾iletku) a prohneme ji do oblouku. Prstem druhé ruky vyvoláme tlak a sle-dujeme chování destièky. Mù¾eme posoudit, jak pevnost na¹í klenby souvisís polomìrem zakøivení. Jestli¾e povolíme tlak þkotvícíchÿ prstù (resp. zvìt¹ímemezeru mezi nimi), klenba ztratí svùj pevnostní úèinek.2. Pøi konstrukci a stavbì pøehrady Malpasset se stala chyba, která byla prostavbu osudová. Projektanti a geologové toti¾ nesprávnì vyhodnotili nosnostrulového podlo¾í. Rula pod vý¹e vypoèteným znaèným zatí¾ením povolila, klen-ba ztratila svou pevnostní funkci a hráz se protrhla. Stalo se to 2. 12. 1959,6 rokù po dokonèení stavby, kdy se ji¾ pøehradní rezervoár zcela naplnil. Hrázse protrhla do tvaru písmene V a¾ k patì. Vodní masa zcela znièila mìsteèkoFrejus le¾ící 10 km pod hrází. Zahynulo 412 obyvatel. Tato událost se stalacelosvìtovým pouèením pro projektanty velkých klenbových pøehrad.3. Mezi nejvìt¹í klenbové pøehrady a nejzajímavìj¹í stavby na svìtì vùbec patøíHooverova pøehrada na øece Colorado v USA vybudovaná v r. 1935. Vyu¾ívákaòonu Grand Canyon, hráz má vý¹ku 221 m a oblouk hráze v korunì délku379 m. Jezero je dlouhé 185 km a hydroelektrárna pod pøehradou má výkon1 250 MW.4. Na principu klenby je zalo¾ena i pevnost skoøápky vajíèka, která je pøi rov-nomìrnì rozlo¾eném tlaku mnohem vìt¹í z vnìj¹ku vajíèka ne¾ zevnitø.Pøíklad 11 { jednoduchý model planetyPøijmìme jednoduchý model nebeského tìlesa (napø. planety) ve tvaru nero-tující koule o polomìru R. Pøedpokládejme, ¾e celé tìleso je tvoøeno nestla-èitelnou kapalinou o hustotì % = konst. Koule se nachází ve vakuu. Je dánoR = 6;4 � 106 m, % = 5;5 � 103 kg �m�3 (jedná se pøibli¾nì o parametry Zemì).Okrajová podmínka: pøedpokládáme, ¾e tlak na povrchu koule je p = 0.a) Vypoètìte intenzitu Kp gravitaèního pole na povrchu tìlesa a urèete, jak zá-visí intenzita K gravitaèního pole v bodì uvnitø tìlesa na jeho vzdálenosti rod støedu. 58



b) Vypoètìte tlak v libovolném bodì uvnitø tìlesa a tlak v jeho støedu. Vy-jádøete jej u¾itím velikosti Kp intenzity na povrchu koule vypoètené v od-stavci a).Øe¹enía) Pro výpoèet intenzity gravitaèního pole na povrchu homogenního tìlesa ku-lového tvaru lze redukovat hmotnost tìlesa do jeho støedu. 6) TedyKp = �{ mR2 r 0 = �43p{ %Rr 0 ;kde { je gravitaèní konstanta a r 0 jednotkový vektor ve smìru radiály ve-dené uva¾ovaným bodem. Pro daný pøípad má vektor Kp velikost Kp = g == 9;8 m � s�2.Pro intenzitu pole ve vzdálenosti r od støedu vycházíK = �{ mrr2 r 0 = �43p{ %rr 0 = �KpR r ;kde mr je hmotnost tìlesa vymezeného koulí o polomìru r (opìt v souladus Gaussovým zákonem). Vektor K smìøuje do støedu a jeho velikost jeK = KpR r.b) S ohledem na symetrii úlohy vzhledem ke støedu koule volíme za nezávislepromìnnou sférickou souøadnici r s poèátkem ve støedu koule. Pak bude pronekoneènì malou zmìnu tlaku v souladu s (7) platitdp = �%K dr = �%KpR r dr :Výraz mù¾eme jednodu¹e integrovat. Pou¾ijeme neurèitý integrálp = �%KpR Z r dr = �%Kp2R r2 + C ;kde integraèní konstantu C urèíme z okrajové podmínky, ¾e pro r = R jep = 0. Z toho C = %Kp2 R ;tak¾e tlak závisí na r podle funkcep = %Kp2R �R2 � r2� :6Tento poznatek vyplývá napø. z Gaussova zákona. Jeho odvození pro pøípad elektrickéhopole lze najít napø. v [12], str. 11. 59



Pro støed planety (r = 0) vycházíp0 = %KpR2 :Po dosazení za velièiny vztahující se k Zemi dostaneme p0 = 1;8 � 1011 Pa.Pøíklad 12 { model ZemìØe¹me nyní reálnìj¹í model struktury Zemì, ne¾ byl pøedmìtem øe¹ení pøed-chozího pøíkladu. Opìt pøedpokládejme, ¾e jde v inerciální vzta¾né soustavìo nerotující kouli o polomìru R = 6;37 � 106 m, která je vyplnìna látkou cho-vající se jako nestlaèitelná kapalina, av¹ak o hustotì, která se lineárnì zvìt¹ujes hloubkou z hodnoty %p = 2;70 � 103 kg �m�3, je¾ je støední hodnotou hustotypovrchové vrstvy Zemì. Je známa støední hustota %s = 5;52 � 103 kg �m�3 (jedána polomìrem Zemì a její hmotností mz = 5;98 � 1024 kg).a) Vypoètìte hustotu %0 ve støedu Zemì.b) Odvoïte funkèní závislost tlaku p = p(r), kde r je vzdálenost od støeduZemì, pøièem¾ volte p(R) = 0. Stanovte tlak p0 ve støedu Zemì.Øe¹enía) Hustota se zøejmì { podle pøedpokladu { budemìnit podle funkce% = %0 � (%0 � %p) rR ;kde %0 je neznámá hustota ve støedu Zemì. Ur-èíme ji ze vztahu pro hmotnost mz, který nyníodvodíme. Z koule si vytkneme element ve tvarutenké slupky (obr. 45), její¾ hmotnost je dmz == 4pr2% dr. Po dosazení a integraci od 0 do R do-staneme
dr

dmz KR rmrmz
Obr. 45K výpoètu hmotnostiZemìmz = 4p RZ0 �%0r2 � %0 � %pR r3�dr = 4p�%0r33 � (%0 � %p)r44R �R0 == 43pR3�34%p + %04 � = 43pR3%s ;kde %s je známá støední hustota Zemì. Odtud hustota ve støedu Zemì%0 = 4%s � 3%p = 14;0 � 103 kg �m�3 :Dal¹í výpoèty budeme pro jednoduchost vyjadøovat pomocí dané hustoty%p a vypoètené hustoty %0. 60



b) Vyjdeme ze stejného diferenciálního vztahu jako v pøíkladì 11, tj. dp == �%K dr, av¹ak hustota % není konstanta a intenzita K je jinou funkcí r.Podle Gaussova zákona a Newtonova gravitaèního zákona bude pro velikostintenzity ve vzdálenosti r od støedu Zemì platitK(r) = { mrr2 ;kde mr je hmotnost vnitøní koule o polomìru r (obr. 45), kterou vydìlujeze zemìkoule kulová plocha o polomìru r. V souladu s výpoètem hmotnostiv odstavci a) pro ni platímr = 4p�%0r33 � (%0 � %p)r44R � :Pak podle vztahu (7) pro zmìnu tlaku platídp = �%K dr = ��%0 � %0 � %pR r� 4p{ �%03 r � %0 � %p4R r2� dr == �p{3 �4%20r � 7%0R (%0 � %p)r2 + 3R2 (%0 � %p)2r3� dr :Integrací dostanemep = �p{3 �2%20r2 � 7%03R (%0 � %p)r3 + 34R2 (%0 � %p)2r4�+ C ;kde integraèní konstantu C urèíme, kdy¾ v souladu s okrajovou podmínkoudosadíme p = 0 pro r = R. DostanemeC = p{R23 �2%20 � 7%0(%0 � %p)3 + 3(%0 � %p)24 � :Hledaná funkèní závislost tlaku na r má pak tvarp = p{R23 �2%20�1� r2R2�� 7%0(%0 � %p)3 �1� r3R3�++ 3(%0 � %p)24 �1� r4R4�� :Tlak ve støedu Zemì (r = 0) pak jep0 = p{R236 (9%2p + 10%p%0 + 5%20) = 3;36 � 1011 Pa := 3;3 � 106pa ;tedy 3,3milionkrát vìt¹í ne¾ atmosférický tlak na povrchu Zemì.61



Poznámky� Získaný výsledek pro tlak ve støedu Zemì je ve velmi dobré shodì s odhadygeologù, kteøí dospìli k hodnotì 3;5 � 1011 Pa.� Podle geologických prùzkumù Zemì (jejich základem je zkoumání ¹íøení ainterference zemìtøesných vln { povrchové a prostorové { vyvolaných zemìtøes-nými sondami, resp. øízenými podpovrchovými výbuchy) má Zemì vrstevnatoustrukturu. Skládá se z kùry, plá¹tì a jádra. Na jejich pøechodu se sice hustotamìní témìø skokem, av¹ak její vyrovnaný prùbìh lze v prvním pøiblí¾ení pova-¾ovat za lineární, jak pøedpokládalo øe¹ení na¹eho pøíkladu.� Nespekulovali jsme o struktuøe látek pøi velkých hustotách v blízkosti støeduZemì. Je v¹ak jisté, ¾e hustoty prvkù zde budou vìt¹í ne¾ tabulkové hodnotyuvádìné pro atmosférický tlak.Pøíklad 13 { rotující nádoba s kapalinouV nádobì tvaru rotaèního válce, jeho¾ osa má smìr tíhového zrychlení g , jedo vý¹ky h0 nad dnem nalita nestlaèitelná kapalina o hustotì %. Nádoba mápolomìr R. Nech» se nádoba otáèí kolem osy stálou úhlovou rychlostí ! tak,a¾ se kapalina pùsobením vnitøního tøení postupnì v¹echna roztoèí stejnouúhlovou rychlostí jako nádoba. Pozorovatel rotující s nádobou zjistí, ¾e kapalinaje vùèi nádobì v klidu a mù¾e proto pro zkoumání tvaru hladiny u¾ít rovnicehydrostatické rovnováhy.a) Urèete rovnici plochy hladiny rotující kapaliny.b) V jaké vzdálenosti r0 od osy le¾í body hladiny, které pøi rotaci jsou v pù-vodní vý¹ce h0 hladiny nerotující kapaliny a jaká je smìrnice teèny v tìchtobodech?Øe¹eníVe v¹ech následujících úvahách budeme pøedpokládat, ¾e v nádobì je dostatekkapaliny, aby pøi rotaci byla pokryta celá plocha dna.a) První zpùsobS rotující kapalinou spojíme cylindrickou soustavu souøadnic (O; r; z), její¾poèátek O umístíme do støedu dna nádoby (obr. 46). Po roztoèení kapalinypùsobí na její elementy v neinerciální vzta¾né soustavì, v ní¾ je kapalinav klidu, vedle tíhové síly také síla odstøedivá. Hladina rotující kapaliny seustaví do takového tvaru, aby teèná rovina v libovolném bodì B hladinybyla kolmá k výslednému zrychlení aB v tomto bodì. Pro smìrnici teèny kekøivce osového øezu v bodì B tedy platí62



tg� = dzdr = a0g = !2rg :Odtud g dz = !2r dr :Po integraci v mezích souøadnicvrcholu V a libovolného bodu Bdostanemeg zRz0 dz = !2 rR0 r dr ;z = !22g r2 + z0 ; Rrr
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Obr. 46 Rotující nádoba s kapalinouco¾ je hledaný výsledek { rovnice køivky osového øezu hladiny. Je to rovniceparaboly.Druhý zpùsobU¾ijeme metodu ekvipotenciální plochy a úlohu budeme opìt øe¹it v neiner-ciální vzta¾né soustavì spojené s rotující nádobou. Potenciál V v urèitémmístì prostoru je skalární velièina, kterou de�nujeme jako podíl potenciálníenergie Ep hmotného bodu v daném místì a jeho hmotnosti m:V = Epm : (27)Hladina kapaliny je ekvipotenciální plochou. Pùvodní vodorovná hladinabyla ekvipotenciální plochou V0 = gh0, kde h0 je vý¹ka nerotující hladiny.Po roztoèení se hladina prohne do tvaru ekvipotenciální plochy, proto¾ek potenciálu V1 tíhové síly pøistoupí je¹tì potenciál V2 odstøedivé síly.7)Uva¾ujme urèitý bod A který je ve vý¹ce z nad dnem a ve vzdálenosti rod osy otáèení (obr. 46). Na dnì volíme hladinu nulového potenciálu tíhovésíly. Potenciál tíhové síly je pak V1 = gz. Potenciál V2 odstøedivé síly volímenulový v ose otáèení. Vzdalujeme-li se od osy, koná odstøedivá síla práci ajejí potenciál se zmen¹uje. PlatídV2 = �Fo drm = �!2r dr :7Síly, pro nì¾ existuje potenciál, se nazývají konzervativní a pole tìchto sil konzervativnínebo potenciálové. 63



Integrací dostaneme V2 = �!2 rZ0 r dr = �12!2r2 : (28)Potenciál výsledného silového pole pùsobícího na kapalinu jeV = V1 + V2 = gz � 12!2r2 :Pro hladinu kapaliny v rotující nádobì je potenciál V konstantní a rovná sepotenciálu tíhové síly v bodì V [0; z0], ve kterém hladina protíná osu otáèení:V = gz � 12!2r2 = gz0 :Z toho dostaneme rovnici køivky osového øezu hladinyz = !22g r2 + z0v souladu s døíve získaným výsledkem.Volný povrch (tj. hladina) rotující kapaliny má tedy tvar rotaèního pa-raboloidu s vrcholem V na ose rotace. Poloha vrcholu z = z0 závisí namno¾ství kapaliny v nádobì, tedy na vý¹ce h0 hladiny nerotující kapaliny.Vý¹ku z0 mù¾eme urèit z podmínky, ¾e objem nestlaèitelné kapaliny se pøirotaci zachovává.Poznatku, ¾e hladina rotující kapaliny má tvar rotaèního paraboloidu sevyu¾ívá pøi výrobì pøesných parabolických zrcadel, která mají významné op-tické vlastnosti. Sklovina se odlévá do formy, která rotuje vhodnou úhlovourychlostí a¾ do ztuhnutí skloviny. Pou¾ívá se i pro velká zrcadla.b) Body D, které le¾í na kru¾nicio polomìru r0 musí souèasnì le-¾et na paraboloidu (obr. 47).V rovnici paraboly proto polo¾í-me r = r0, z = h0:h0 = !22g r20 + z0 : (29)Souèasnì se musí zachovat objemkapaliny, který pøed rotací mìltvar válce a pøi rotaci má tvardutého paraboloidu. Pøi výpoètuobjemu rotující kapaliny pou¾i-jeme urèitý integrál. R r dr
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h0zz0Obr. 47K výpoètu objemu rotující kapaliny64



Z rotující kapaliny vytkneme element tvaru tenkého prstence o polomìru r,tlou¹»ce dr a vý¹ce z (obr. 47) a po dosazení za z integrujeme. Z rovnostiobjemù plyne:pR2h0 = RZ0 z(2pr dr) = 2p RZ0 �!22g r2 + z0� r dr = 2p�!28g R4 + z02 R2� ;neboli h0 = !2R24g + z0 : Srovnáním se vztahem (29) dostaneme výsledekr0 = Rp2 :Poloha bodu D tedy nezávisí na úhlové rychlosti otáèení nádoby. Na té závisísmìrnice teèny ke køivce osového øezu v bodì D:tg�0 = !2r0g = !2Rgp2 :Na tomto poznatku byl zalo¾en princip èásti experimentální úlohy na32. MFO v Turecku v r. 2001, kde studenti mìli urèit g na základì mìøení!, R, tg�0. V rámci teoretického rozboru mìli studenti provést odvozeníuvedená v odstavci a) a výpoèet r0 podle odstavce b).Pøíklad 14 { slapová deformace hladiny oceánu(úloha z 27. MFO v Norsku v r. 1996)Gravitaèním pùsobením Mìsíce a Slunce vzniká v oceánech pøíliv a odliv, ne-boli pravidelná deformace (dmutí) povrchu oceánu. Tento gravitaèní úèinek naZemi se nazývá slapy . Pøedmìtem tohoto pøíkladu je øe¹ení slapové deformacehladiny oceánu zpùsobené jen Mìsícem, jeho¾ slapové pùsobení je dominantníve srovnání s pùsobením Slunce. Zjednodu¹ené øe¹ení proveïte za tìchto pøed-pokladù:� Zemi a Mìsíc uva¾ujte jako izolovanou soustavu tìles.� Vzdálenost mezi Zemí a Mìsícem je konstantní.� Celý povrch Zemì je pokryt oceánem.� Zanedbejte dynamické jevy zpùsobené rotací Zemì kolem vlastní osy.K tomu je¹tì bylo øe¹itelùm na 27. MFO poznamenáno, ¾e gravitaèní pùsobeníZemì lze urèit tak, ¾e celá její hmotnost se soustøedí do jejího støedu.Dané velièiny:� hmotnost Zemì mZ = 5;98 � 1024 kg� hmotnost Mìsíce mM = 7;35 � 1022 kg65



� polomìr Zemì R = 6;37 � 106 m� vzdálenost støedù Mìsíce a Zemì L = 3;84 � 108 m� gravitaèní konstanta { = 6;67 � 10�11 m3 � kg�1 � s�2Úkoly k øe¹ení:a) Zemì a Mìsíc rotují úhlovou rychlostí ! kolem spoleèného hmotného støeduC. Urèete ! a vzdálenost l bodu C od støedu Zemì. Pro dal¹í výpoètypou¾ijte vzta¾nou soustavu, která je spojena se Zemí a Mìsícem a rotujekolem poèátku v bodì C (obr. 48). V této vzta¾né soustavì je tvar hladinyoceánu statický.rZ MCm !' Zemì Mìsíc
Obr. 48 K volbì soustavy souøadnicTvar hladiny oceánu vy¹etøujte v rovinì � prolo¾ené bodem C kolmo k oseotáèení soustavy. Polohu hmotného bodu na hladinì oceánu v rovinì � popi-sujte pomocí polárních souøadnic r, ' zavedených podle obr. 48. Tvar øezuhladiny oceánu rovinou � budete popisovat vztahemr(') = R+ h(') :b) Uva¾ujte hmotný bod o hmotnosti m, který le¾í v rovinì � na vodním po-vrchu Zemì. V na¹í vzta¾né soustavì na nìj pùsobí tøi síly: odstøedivá sílaa gravitaèní síly od Zemì a Mìsíce. Napi¹te výraz pro potenciální energii,který odpovídá tìmto silám.8)c) Odvoïte a zjednodu¹te9 vztah pro velièinu h('), která popisuje pøílivovéa odlivové dmutí hladiny oceánu. Urèete rozdíl mezi nejvìt¹í a nejmen¹ívý¹kou hladiny v tomto modelu.8Øe¹itelé dostali nápovìdu { vztah mezi silou a energií F (r) = �dEp=dr.9Studentùm byl dán k dispozici aproximaèní vzorec1p1 + a2 � 2a cosx � 1 + a cosx+ a22 (3 cos2 x� 1) pro a� 1 ;který mù¾eme odvodit z obecnìj¹ího vzorce (1 + x)n � 1 + nx+ n(n� 1)2 x2 pro n = �12 ,v nìm¾ x nahradíme a2 � 2a cosx a zanedbáme èleny obsahující a3, a4, proto¾e a� 1.66



Øe¹enía) Zemì a Mìsíc tvoøí vázanou soustavu dvou tìles, pøièem¾ vazbu tvoøí gravi-taèní síla. Aby se soustava nacházela v (dynamické) rovnováze, musí rotovatkolem svého hmotného støedu C. Oznaèíme-li l vzdálenost støedu Zemì odbodu C, musí platit mZ!2l = mM!2(L� l) :Odtud l = mMmZ +mML = 4;66 � 106 m = 0;732R : (30)Bod C je zøejmì uvnitø Zemì, pøibli¾nì ve 3/4 jejího polomìru. Vazbu meziobìma tìlesy tvoøí gravitaèní síla, která je rovna odstøedivé síle:{ mZmML2 = mZ!2l :Odtud vzhledem k (30) dostaneme! =s{mML2l =s{ (mZ +mM)L3 = 2;67 � 10�6 s�1 : (31)Perioda je T = 2p=! = 2;35 � 106 s = 27;2 dne.b) Potenciální energie hmotného bodu m na hladinì oceánu má tøi slo¾ky. Ododstøedivé síly (srovnej s výrazem (28) v pøíkladì 13) jeEp1 = �12m!2r21 ;kde r1 je vzdálenost bodu m od hmotného støedu C (obr. 49).rZ MClm mMmZ rMLr1' Zemì Mìsíc
Obr. 49 Geometrické vztahy soustavyPotenciální energie od gravitaèního pùsobení Zemì (Ep2) a Mìsíce (Ep3)jsou Ep2 = �{ mmZr ; Ep3 = �{ mmMrM ;67



kde r je vzdálenost bodu m od støedu Zemì a rM od støedu Mìsíce. Mezivzdálenostmi r1, r, l a rM, r, L platí vztahy, které vyjádøíme u¾itím kosinovévìty: r21 = r2 � 2rl cos'+ l2 ; r2M = L2 � 2rL cos'+ r2 :Celková potenciální energie hmotného bodu m je dána souètem uvedenýchslo¾ek a blí¾e neurèené konstantyEp0 dané volbou nulové hladiny potenciálníenergie pro jednotlivé síly:Ep(r ) = �12m!2r21 � { mmZr � { mmMrM +Ep0 == �m"!22 (r2 � 2rl cos'+ l2) + {mZr + {mMpL2 � 2rL cos'+ r2 #+Ep0 :(32)c) Poslední èlen ve vztahu (32) upravíme do tvaru{mMLp1 + a2 � 2a cos' ; kde a = rLje velmi malý koe�cient ve srovnání s èíslem 1. Proto mù¾eme provést apro-ximaci tohoto èlenu pomocí vzorce uvedeného v poznámce 9) pod èarou,jejím¾ smyslem je odstranit odmocninu:{mMLp1 + a2 � 2a cos' � {mML �1 + a cos'+ a22 (3 cos2 '� 1)� :Pak mù¾eme ze vztahu (32) vyjádøit potenciál hmotného bodu na hladinìoceánu vztahemV(r; ') = Epm = �!2r2 � {mZr � {mMr22L3 (3 cos2 '� 1) + V0 ; (33)kde V0 je konstantní èlen, který nezávisí na polárních souøadnicích r, '. Pøiodvozování vztahu (33) jsme vyu¾ili skuteènosti, ¾e!2rl cos'� {mM rL2 cos' = 0 ;kdy¾ !2 vyjádøíme u¾itím vztahu (31).Výraz (33) upravíme u¾itím nìkterých aproximací. Pøedev¹ím podle za-dání polo¾íme r = R + h, kde R = konst:, pøièem¾ h � R. Pak mù¾emevyu¾ít aproximace11 + x � 1� x ; (1 + x)n � 1 + nx :68



1r = 1R+ h = 1R � 11 + hR � 1R �1� hR� = 1R � hR2 ;r2 = (R + h)2 = R2�1 + hR�2 � R2�1 + 2hR � = R2 + 2hR :Vyjádøíme-li také ! pomocí vztahu (31), mù¾eme vztah (33) psát v koneè-ném tvaru:V(r; ') = �{ (mZ +mM)RL3 h+ {mZR2 h� {mMr22L3 (3 cos2 '� 1) + V00 ; (34)kde V00 je konstanta doplnìná vzhledem k V0 o dal¹í konstantní èlen nezávislýna r a '. První èlen v (34) je oproti 2. èlenu zanedbatelný, nebo»mZ +mMmZ ��RL�3 � 10�5 :Tvar hladiny oceánu bude takový, aby na ní byl potenciál (33) konstantní,resp. aby hladina byla ekvipotenciální plochou (srovnej s pøíkladem 13).Provedeme-li uvedené zanedbání musí tedy podle (33) platitV(r; ') = {mZR2 h� {mMr22L3 (3 cos2 '� 1) + V00 = konst: = Vh ;kde Vh je konstantní potenciál hladiny oceánu. Z toho plyne pro h vztahh = mMr2R22mZL3 (3 cos2 '� 1) + R2{mZ (Vh � V00) = mMR42mZL3 (3 cos2 '� 1) + h0 ;(35)kdy¾ jsme je¹tì uvá¾ili, ¾e r2 = (R + h)2 � R2 a konstantu oznaèili h0.Vý¹ka h hladiny oceánu je funkcí úhlu ' mìøeného od spojnice støedùZemì a Mìsíce. V intervalu h0; 2p) nabývá velièina h dvakrát maxima advakrát minima, Zøejmì jehmax = mMR4mZL3 + h0 pro ' = 0 a ' = p ;tj. kdy¾ hmotný bod m le¾í na spojnici støedù Zemì a Mìsíce a nachází sebuï na stranì pøilehlé k Mìsíci nebo na stranì protilehlé. Minimální hodnotaje hmin = �mMR42mZL3 + h0 pro ' = p2 a ' = 3p2 :69



Nejvìt¹í diference slapového dmutí oceánu tedy je�hmax = hmax � hmin = 3mMR42mZL3 = 0;536 m :Poznámky1. Vypoètená hodnota 0,536 m pøibli¾nì odpovídá uvádìnému maximu sla-pového dmutí 0,6 m na volném oceánu. V uzavøených okrajových moøích av ústích øek jsou tyto hodnoty v dùsledku interference slapových vln mnohemvìt¹í. Napø. v zálivu Fundy ve východní Kanadì je extrémní rozdíl ve vý¹cehladiny pøi pøílivu a odlivu a¾ 21 m.2. Ve vzta¾né soustavì spojené s rotující Zemí se spojnice støedù Zemì a Mìsíceotáèí s periodou 24 hodin 50 minut a 30 sekund. Za tuto dobu také obìhnouZemi dvì mìsíèní slapové vlny. V ka¾dém dni se tedy na urèitém místì na Zemiokam¾ik maxima pøílivu opozdí oproti pøedchozímu dni o 50 minut a 30 sekund.Pøíklad 15 { výtok kapaliny z otevøené nádobyV homogenním tíhovém poli je otevøená ná-doba ve tvaru rotaèního válce se svislou osou(obr. 50). Nádoba má pøíèný prùøez S0 a je na-plnìna do vý¹ky h0 kapalinou. Ve dnì nádobyje otvor o prùøezu S, z nìho¾ vytéká obsah ná-doby do volného prostoru. Kontrakci prouduvytékající kapaliny neuva¾ujte.a) Urèete, jak závisí rychlost vytékající kapa-liny na vý¹ce h hladiny ode dna a diskutujtezvlá¹tní pøípad, kdy S � S0.b) Urèete dobu t0, za kterou se nádoba vy-prázdní.
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paObr. 50Výtok kapaliny z otevøenénádobyØe¹enía) Napí¹eme rovnici kontinuity (15) a Bernoulliho rovnici (19) pro dva prùøezy,a to pro volnou hladinu v obecné poloze h a pro výtokový otvor (obr. 51):S0v0 = Sv ; v202g + h+ pa%g = v22g + 0 + pa%g :70



Øe¹ením pro S 6= S0 vycházív =vuuut 2gh1� � SS0�2 = S0r 2ghS20 � S2 :Pro zvlá¹tní pøípad S � S0 dostaneme známý Torricelliho vztah (20).b) Problém øe¹íme kinematicky z úvahy, ¾e vý¹ka hladiny h se za dobu dt zmìnío dh = �v0dt. Z toho integrací dostaneme hledanou dobu t0:t0 = t0R0 dt = � 0Rh0 dhv0 = S0S h0R0 dhv =vuut 12g "�S0S �2 � 1# h0R0 dhph ==vuut 12g "�S0S �2 � 1# � 2ph0 =vuut2h0g "�S0S �2 � 1# :Jak jsme diskutovali v závìru k pøíkladu 8, skuteèná doba výtoku budevìt¹í, nebo» se uplatní kontrakce vytékajícího proudu kapaliny { plo¹ný obsahS je tøeba nahradit obsahem S0 < S.Pøíklad 16 { výtok kapaliny z uzavøené nádobyUzavøená nádoba tvaru rotaèního válce sesvislou osou je v homogenním tíhovém polinaplnìna do vý¹ky h0 kapalinou o hustotì %.Vý¹ka válce je l0>h0, jeho pøíèný prùøez S0.Ve dnì nádoby je otvor o prùøezu S, z nì-ho¾ vytéká obsah nádoby do volného pro-storu (obr. 51). V ústí otvoru je atmosfé-rický tlak pa. Na poèátku dìje, kdy je hla-dina ve vý¹ce h0, je nad hladinou rovnì¾poèáteèní tlak pa.Pøedpokládejte, ¾e termo-dynamické zmìny ve vzduchu nad hladinouprobíhají izotermicky. Kontrakci proudu vy-tékající kapaliny neuva¾ujte.a) Urèete, jak závisí rychlost vytékající ka-paliny na vý¹ce h hladiny ode dna.b) Vypoètìte vý¹ku hmin v ní¾ výtok ustanea kvalitativnì popi¹te dìj, který budetento stav pøi pøípadném experimentudoprovázet.
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Úkol b) øe¹te rovnì¾ numericky pro hodnoty l0 = 1;0 m, h0 = 0;75 m, % == 1;0 � 103 kg �m�3, g = 9;8 m � s�1, pa = 1;0 � 105 Pa.Øe¹enía) Napí¹eme rovnici kontinuity (15) a Bernoulliho rovnici (19) pro volnou hla-dinu v obecné poloze h a pro výtokový otvor. Rovnice doplníme o Boylùv-Mariottùv zákon pro izotermickou expanzi vzduchu nad hladinou:S0v0 = Sv ; v202g + h+ p%g = v22g + 0 + pa%g ; pa(l0 � h0)S0 = p(l � h)S0 :Z tìchto rovnic postupnì dostanemev22g "1�� SS0�2# = h+ pa%g � l0 � h0l0 � h � 1� :Výtoková rychlost má velikostv = S0pS20 � S2s2gh� 2pa% � h0 � hl0 � h :b) Se zmen¹ující se vý¹kou h se bude rychlost proudu zmen¹ovat, a¾ pøi dosa-¾ení jisté vý¹ky hmin bude rychlost nulová. Pro tento mezní pøípad nabudeodmocnìnec nulové hodnoty. Pro hmin tedy dostáváme rovnici2ghmin � 2pa% � h0 � hminl0 � hmin = 0 ; ) h2min � %gl0 + pa%g hmin + pah0%g = 0 :Tato kvadratická rovnice má dva koøeny, z nich¾ pro na¹i úlohu má reálnìvýznam jen koøen hmin < l0. Je to koøenhmin = %gl0 + pa%g "1�s1� 4%gh0pa(%gl0 + pa)2 # :Pro zadané hodnoty numericky vychází hmin = 0;73 m, tzn., ¾e pøi poklesuhladiny o pouhé 2 cm se výtok zastaví. V tomto okam¾iku nastává statickárovnováha mezi vnìj¹ím plakem pa, sní¾eným tlakem vzduchu nad hladinouv nádobì a hydrostatickým tlakem, který odpovídá vý¹ce hmin. Tento stavse v¹ak neudr¾í, proto¾e vnìj¹í tlak vzduchu zaène vyrovnávat podtlak podhladinou. Prakticky se to projeví þprobublávánímÿ urèitého mno¾ství vzdu-chu vrstvou kapaliny o vý¹ce hmin. Tím se zde zvý¹í tlak, poru¹í se statická72



rovnováha, jisté mno¾ství kapaliny odteèe, sní¾í se opìt tlak nad hladinou,a¾ dojde k dal¹í rovnováze, kdy se tok opìt zastaví. To se postupnì opa-kuje, a¾ se obsah nádoby vyprázdní. Tento dìj mù¾eme pozorovat napø. pøivýtoku kapaliny z lahve s úzkým hrdlem obrácené dnem vzhùru.Pøíklad 17 { nádoba pro konstantní výtokovou rychlostOtevøená nádoba ve tvaru rotaèního tìlesa s osou y má výtokový otvor o po-lomìru r0 v rovinì y = 0. Jaký tvar musí mít osový øez nádoby, aby z ní v ho-mogenním tíhovém poli vytékala kapalina stálou rychlostí o dané velikosti v0?Nakreslete osový øez nádobou pro v0 = 3;00 m � s�1.Øe¹eníPro výtokovou rychlost platí (viz pøíklad 15, v nìm¾ provedeme zmìnu ozna-èení): v0 =vuuut 2gy1�� SS0�2 ; kde S = pr2 ; S0 = pr20 :Pak dostaneme rovnici2gyr4 = v20(r4 � r40) ;z ní¾ plyne, ¾e nádoba musí mít ve vzdá-lenosti y od výtokového otvoru polomìrr = r0 4s v20v20 � 2gy = r0 4vuuut 11� 2gyv20 :Je zøejmé, ¾e výraz má význam jenpro y, pro nì¾ je odmocnìnec kladný.Z toho vycházíymax = v202g .Øez nádobou pro dané v0 = 3;00 m jena obr. 52. rr00 1 2 3 4

ym
0,10,20,30,4 v0=3;00m � s�1ymax=0;459m

v0Obr. 52 Øez nádobou pro kon-stantní výtokovou rychlostNádoba tohoto tvaru mù¾e být pou¾ita jako výpust ve dnì rozsáhlej¹í ná-dr¾e. V okam¾iku, kdy hladina nádr¾e klesne na její dno, tedy na úroveò ymaxnad otvorem, velikost výtokové rychlosti klesne na danou hodnotu 3;00 m � s�1a zùstane stejná a¾ do úplného vyprázdnìní výpusti.73



Úlohy k procvièení25. Nádoba se ¹ikmou stìnouNádoba (obr. 53) o ¹íøce b má jednu obdél-níkovou stìnu 1 ¹ikmou se sklonem � a tøistìny svislé. V nádobì je kapalina o hustotì% s hladinou ve vý¹ce h. Vypoètìte velikostvýsledné tlakové síly F1 na stìnu 1 a jejípùsobi¹tì. Porovnejte ji s tlakovou silou F2pùsobící na protilehlou svislou stìnu 2. h �2 1
Obr. 53Nádoba se ¹ikmou stìnou26. Nádoba pro konstantní rychlost klesání hladinyOtevøená nádoba s kapalinou má tvar rotaèního tìlesa se svislou osou y.Má hrdlo v rovinì y = 0, pøièem¾ výtokový otvor má polomìr r0. Jakýmusí být tvar osového øezu nádoby, aby v homogenním tíhovém poli kle-sala hladina danou konstantní rychlostí vh? Jak se v závislosti na vý¹cehladiny bude mìnit výtoková rychlost v0? Nakreslete osový øez nádoby provh = 1;0 cm � s�1 a r0 = 1;0 cm.27. Výtok z uzavøené nádobyV uzavøené nádobì ve tvaru válce se svislou osou o vý¹ce l, její¾ pøíèný prù-øez má plo¹ný obsah S0 a která se nachází v homogenním tíhovém poli, jedo vý¹e h0 nalita kapalina o hustotì %. Ve dnì nádoby je otvor o plo¹némobsahu S, kterým vytéká kapalina do volného prostoru s atmosférickým tla-kem pa (obr. 51 v textu). Na poèátku výtoku, kdy je hladina ve vý¹ce h0, jenad hladinou rovnì¾ atmosférický tlak pa. Pøedpokládejme, ¾e termodyna-mické zmìny ve vzduchu nad hladinou probíhají polytropicky podle zákonap V n = konst., kde n > 1.10) Kontrakci proudu vytékající kapaliny neu-va¾ujte. Vyjádøete závislost velikosti výtokové rychlosti na vý¹ce h hladinyv nádobì.

10V pøíkladu 16 jsme øe¹ili tuto úlohu pro mezní pøípad n = 1 odpovídající izotermickémudìji. Skuteènost se od tohoto pøípadu bude li¹it jen málo. Lze oèekávat, ¾e bude 1 < n < {,kde { je Poissonova konstanta v zákonì pro adiabatický dìj.74



4 ØE©ENÍ ÚLOH1. F = l1r21mg�lr22 = 245 N. 2. p = pa � h%rg = 1;86 � 104 Pa.3. a) Øe¹íme analogicky jako pøíklad 1, av¹ak místo trojúhelníka elementárníchtlakových sil dostaneme lichobì¾ník. Síla má velikost F = 4a2h%g a pùsobíve vzdálenosti y = h+ a2=(3h) od hladiny.b) Záklopka se otevøe, kdy¾ moment hydrostatických sil k závìsu O buderoven momentu tíhové síly záva¾í. Pakh0 = 1b � mc4a2% � a23 � = 7;99 m; F0 = 4a2h0%g = 3;14 kN.4. Pavel doplnil vodováhu kapalinou { oslazenou limonádou { o vìt¹í hustotì,ne¾ má èistá voda. Støední zvìt¹ení hustoty na stranì limonády bylo�% = %�h=(h��h) = 20 kg �m�3.Soustavnou chybu mìøení tedy zpùsobila zmìna støední hustoty na jednéstranì vodováhy o pouhá 2 %.5. Vpøedu byl Vilík a namìøil stejné zmìny hladiny, av¹ak v opaèném smìru.Zrychlení jea = 2g�hl v � ; a1 = 0;14v � m � s�2 ; a2 = �0;25v � m � s�2 ;kde v � je jednotkový vektor ve smìru rychlosti vlaku.6. a) F1 = (h+ c)%gab; F2 = h%gab; F3 = �h+ c2� %gbc = F4;F5 = �h+ c2� %gac = F6:Výslednice sil F (vztlaková síla) smìøuje vzhùru a má velikostF = %abcg = mkg, kde mk je hmotnost kapaliny vytlaèené tìlesem v sou-ladu s Archimedovým zákonem.b) F0 = (%t � %)abcg = (m�mk)g.7. r0 = r 3r1� %%0 = 47;8 mm.8. Momentové podmínky rovnováhy pøi úplném a polovièním ponoøení jsou:z(l� l1)g = V l1(%t � %)g +m(l1 � l2)g ;z(l� l1 + a)g = V (l1 � a)(%t � %2)g +m(l1 � l2 � a)g :75



Øe¹ením soustavy rovnic dostaneme%t = lV %(l1 + a)� l1V %(l1 � a)�mal2V al = 10;3 � 103 kg �m�3 ;z = l1V %(l1 � a)�mal2al = 1;52 kg :9. Hustota tìlesa % = %1F2 � %2F1F2 � F1 ; objem tìlesa V = F1 � F2g(%2 � %1) :10. Hustota kapaliny % = F0 � F2F0 � F1 %1 :11. %b = %v F1F1 � F2 = 8;7 � 103 kg �m�3 ; �1 = %1%b � %b � %2%1 � %2 = 0;90 ;�2 = 1� �1 = 0;10 :12. Nápoj nevytekl nikomu { hladina ve sklenici s dobrou vodou se nezmìnila,ve sklenici s whisky ponìkud poklesla. Hustota whisky se sodou%w = (0;8 � 1;00 + 0;2 � 0;79) � 103 kg �m�3 = 0;96 � 103 kg �m�3 ;tedy %v > %w > %l :Plovoucí led o objemu Vl zaujme ve vodì, resp. ve whisky ponoøený objemVv = Vl %l%v ; Vw = Vl %l%w > Vv :Voda z rozpu¹tìného ledu zaujme objem V0, který odpovídá podmínce za-chování hmotnosti:V0 = Vl %l%v = Vv :Celkový objem vody z ledu se rovná objemu Vv ponoøené èásti ledu ve skle-nici s vodou { hladina ve sklenici s vodou se nezmìní. Objem Vw ponoøenéèásti ledu ve sklenici s whisky je vìt¹í ne¾ celkový objem V0 vody z roz-pu¹tìného ledu. Proto hladina ve sklenici s whisky bìhem rozpou¹tìní leduklesne.13. a) W1 = mgh�1� %%1� = 4;3 � 104 J ; W2 = mgh�1� %%2� = 3;1 � 104 J ;W3 = mgh�1� %%1 � %�Vm � =W1 � h%g�V = 3;8 � 104 J :b) W 01 =W 02 =W 03 = mgh = 4;9 � 104 J :14. a) xr = 3r1� %0% = 0;750 :b) Úloha vede k rovnicix3 � 3rx2 + 4r3 �1� %0% � = 0 ; 76



jejím¾ numerickým nebo gra�ckým øe¹ením (napø. pomocí programova-telného kalkulátoru nebo kalkulátoru s gra�ckým displejem) dostanemetøi koøeny, z nich¾ pro na¹i úlohu má význam x=r = 0;894.15. a) Napí¹eme silovou podmínku a momentovou podmínku (k bodu O) rov-nováhy:Fv � (m+m0)g = 0 ; m0ga� Fv a2 +mg�a� l2� = 0 :Z toho hmotnost záva¾í m0 = m� la � 1� ; �m01 = m3 ; m02 = m� :b) Proto¾e vztlaková síla je Fv = (m + m0)g, musí podle Archimedovazákona platit Sa%g = Sl%tg la . Z toho hustota tyèe %t = %�al �2 ;�%t1 = 916% = 563 kg �m�3; %t2 = %4 = 250 kg �m�3�.16. Pro h < lr1� %t% : x = l�1�r1� %t% � ; � = arccos hlr1� %t% ;pro l � h � lr1� %t% : x = l� h; � = 0.17. Volíme analogický postup jako v pøíkladì 4, pøièem¾ b = h = a, %x=% = x.Aby byl vratný moment Mv > 0, musí platit pro malý úhel vychýlenía26 � a2x(1� x) > 0, neboli x2 � x+ 16 > 0.Øe¹ením nerovnice jsou dva intervaly:0 < x < 12 �1� 1p3� nebo 12 �1 + 1p3� < x < 1.Proto¾e % = 1000 kg �m�3, musí být0 < %x < 211 kg �m�3 nebo 789 kg �m�3 < %x < 1000 kg �m�3.18. Doba vyprazdòování t = VS2r%(S21 � S22)2FS1 � VS2r%S12F = 1;63 s.19. a) v1 =p2(g + a)h = 2;66 m � s�1, v2 = p2gh = 2;43 m � s�1,v3 =p2(g � a)h = 2;16 m � s�1 (pro a < g).b) D1 = v1t1 = v1r 2h0g + a = 2phh0 = 0;490 m,77



D2 = v2t2 = v2r2h0g = 2phh0 = 0;490 m,D3 = v3t3 = v3r 2h0g � a = 2phh0 = 0;490 m (pro a < g).Z výsledkù je zøejmé, ¾e výtoková rychlost závisí na zrychlení kabiny, kde¾todálka dostøiku ne. Srovnej se vztahem (24) v pøíkladì 8.20. p = %gD4H = 4;66 � 103 Pa; v0 = Dr g2H = 2;98 m � s�1.21. a) v2 = r21r 2�p(r41 � r42)% = 24;5 m � s�1,b) v02 = r21r2(�p� h%g)(r41 � r42)% = 17;5 m � s�1,c) D = v22g = 61;2 m; D0 = v022g = 31;2 m.22. a) Vodní paprsky dopadají do stejné vzdálenosti D1 = D2 = 2px(h� x).b) Voda dostøíkne nejdále pro x0 = h=2, kdy Dmax = h.23. Vyjádøíme x a x0 a z jejich rovnosti dostaneme kvadratickou rovnici pro y:y2 � 2hy + h24 = 0 , její¾ oba koøeny vyhovují úloze:y1 = h�1 + p32 � := 1;87h ; y2 = h�1� p32 � := 0;134h :Z obou otvorù vytéká voda do stejné vzdálenosti x = x0 = h.24. v1 = S2s 2g�hS21 � S21 �%m% � 1� = 9;58 m�s�1 ; QV = S1v1 = 0;575 m3 �s�1 :25. ©ikmá stìna 1 (obr. 54 ):Element síly má velikost dF1 = p dS1 = y%g � b dysin� .Výslednou sílu dostaneme integrací: F1 = %gbsin� hR0 y dy = %gbh22 sin� .Její horizontální a vertikální slo¾ka mají velikostF1h = F1 sin� = %gbh22 , F1v = F1 cos� = %gbh22 tg� = %gabh2 .Slo¾ka F1h je rovna síle pùsobící na svislou stìnu, slo¾ka F1v je rovna tíze78



kapaliny nad stìnou, která má objem Vv = abh=2.Souøadnici y0 pùsobi¹tì síly F1 urèíme u¾itím momentové vìty k bodu O:F1 y0sin� = hR0 ysin� dF1 = %gbsin2 � hR0 y2 dy = %gbsin2 � � h33 ;y0 = %gbF1 sin� � h33 = 23h { nezávisí na �.Svislá stìna 2 { dosadíme � = 90�: F2 = %gbh22 = F1h.Síla F2 pùsobí ve vzdálenosti y0 od hladiny, proto¾e y0 nezávisí na �. Síla F2se vyru¹í se silou F1h. Slo¾ka F1v se zachytí reakcí podlo¾ky.
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Obr. 54 K výpoètu výsledné tla-kové síly na ¹ikmou stìnu rcmO 10 20
ycm
102030 v0

vh
Obr. 55 Nádoba s konstantnírychlostí klesání hladiny26. Pøíèný prùøez nádoby má ve vzdálenosti y od výtokového otvoru polomìrr = r0 4r1 + 2gyv2h . Velikost výtokové rychlosti je v0 = vhr1 + 2gyv2h .Tvar nádoby s výtokovým otvorem o polomìru r0 = 1 cm pro rychlostklesání hladiny vh = 1 cm � s�1 je na obr. 55.27. Velikost výtokové rychlosti v = S0pS20 � S2)s2gh+ 2pa% �� l0 � h0l0 � h �n � 1� :Tento výsledek má význam jen pro vý¹ky h, pro nì¾ je výraz pod odmoc-nítkem kladný nebo v limitním pøípadì nulový. Lze se pøesvìdèit, ¾e pron = 1 pøechází tento výraz do tvaru, který byl odvozen v pøíkladì 16 proizotermický dìj. 79



Literatura[1] Brdièka, M. { Samek, L. { Sopko, B.: Mechamika kontinua. Academia,Praha, 2000.[2] Halliday, D. { Resnick, R. { Walker, J.: Fyzika, èást 2: Mechanika { Ter-modynamika. VUTIUM, Prometheus, Brno, 2000.[3] Horák, Z. { Krupka, F.: Fyzika. SNTL/Alfa, Praha, 1976 a 1981.[4] Horák, Z. { Krupka, F. { ©indeláø, V: Technická fyzika. SNTL, Praha, 1960a 1961.[5] Chytilová, M.: Archimedùv zákon. Knihovnièka FO è. 19, MAFY, HradecKrálové, 1996.[6] Mechlová, E. { Ko¹»ál, K. at al.: Výkladový slovník pro základní vysoko-¹kolský kurz. Prometheus, Praha, 1999.[7] Roèenky fyzikální olympiády, roè. I. { XXIX. SPN, Praha, 1962 { 1993.[8] Szabó, I.: Mechanika tuhých tìles a kapalin. SNTL, Praha, 1967.[9] ©antavý, J.: Mechanika. ©kola mladých fyzikù, SPN, Praha, 1993.[10] Ungermann, Z.: Matematika a øe¹ení fyzikálních úloh. ©kola mladýchfyzikù, SPN, Praha, 1990.[11] Vybíral, B.: Mechanika tekutin. GAUDEAMUS, Hradec Králové, 1999.[12] Vybíral, B.: Elektrostatika. Knihovnièka FO è. 39, MAFY, HradecKrálové, 1999.[13] Vybíral, B. { Zdeborová, L.: Odporové síly. Knihovnièka FO è. 48, MAFY,Hradec Králové, 2001.[14] Vybíral, B. { Zdeborová, L.: Pohyb tìles s vlivem odporových sil.Knihovnièka FO è. 55, MAFY, Hradec Králové, 2002.[15] Vybíral, B.: Zpracování dat fyzikálních mìøení. Knihovnièka FO è. 52,MAFY, Hradec Králové, 2002.
80


