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Predmluva

Predlozend publikace Mechanika idedlnich kapalin je prvni ze tii studijnich
textd vénovanych tekutindm. Na ni bude navazovat Mechanika idedlnich plyni
a Aplikovand mechanika tekutin. VSechny tyto texty jsou urceny zdjemctim
o fyziku, ktefi se chtéji o prislusném tématu dovédét vice, nez jim muze po-
skytnout stfedoSkolska fyzika, tedy piedevsim reSitelim fyzikalni olympiady.

V predlozené publikaci tvori kapitoly 1 a 2 studijni text pro fesitele fyzi-
kalni olympiddy kategorie C. Zde nebylo nutné pii vykladu a feSeni prikladi
a uloh pouzivat aparat vyssi matematiky. Kromé toho je do kapitoly 3 zara-
fesiteld FO, predevsim pro nutnost pouzivani aparatu vys$si matematiky. Ka-
pitolu 3 muzete pfi prvnim ¢teni vynechat a vratit se k ni pozdé&ji. Jinak se
vy$si matematiky nebojte, protoZze vyrazné usnadinuje a urychluje feseni riz-
nych dloh. Studium téchto loh vam mize také poslouzit jako vhodna ilustrace
pro aplikace integralniho poctu, s nimz se setkate v pfedmétu Matematika.

Predlozeny text se zabyva idedlnimi kapalinami. V pfipadé kapalin v klidu
tento model kapaliny zcela vyhovuje. V pripadé kapalin v pohybu jiz vznikaji
mensi ¢i vétsi odchylky chovani skutecénych kapalin od idedlnich, které jsou
zpusobeny molekuldrnimi vlastnostmi kapalin. Zachytit jejich vliv na pohyb
kapalin je jiz naro¢nd tloha. Viskéznimi kapalinami se ¢aste¢né zabyvaly pred-
chozi texty [13] a [14]. Chovani skuteéné kapaliny p¥i vytoku z lahve poznate
rovnéz v experimentalné zaméreném piikladé 8.

Pti tvorbé textu byla dodrzena osvédcend metoda — vyklad je ilustrovan
feSenymi priklady, které vypovidaji o vyznamnych jevech. V kazdé kapitole
jsou rovnéz zadany tulohy k feseni, pricemz jejich stru¢né feSeni je uvedeno
v kapitole 4. V textu je 17 reSenych prikladt a 27 vyfeSenych tloh.



Uvod

1 Tekutiny, idedlni kapaliny

Kapaliny a plyny, které souhrnné nazyvame tekutiny, se lisi od latek pevného
skupenstvi zejména znac¢nou pohyblivosti ¢astic, z nichz jsou vytvoreny. Jsou
to zpravidla molekuly, jez nejsou vazédny na neproménné rovnovazné polohy.
Z toho dtvodu kladou tekutiny welmi maly odpor pii zméné tvaru, brani se
vSak zménam objemu.

Tekutiny ¢lenime na kapaliny a plyny podle jejich stlacitelnosti a rozpi-
navosti. Kapaliny se vyznacugi malou stlacitelnosti. Nejsou rozpinavé — podle
svého objemu nevypliuji cely prostor nddoby, vytvéteji volny povrch (hladinu),
jehoZ normdla mé v klidu smér tihového zrychleni (pokud o tvaru povrchu roz-
hodujf jen tihové sily). Kapaliny jsou tvarové nestélé a objemové (témér) stalé.
Casto piijimdme zjednoduseny model nestladitelné kapaliny.

Plyny se vyznacuji velkou stlacitelnosti a rozpinavosti. Vyplihuji cely prostor
uzaviené nadoby a nevytvareji hladinu. Plyny jsou tvarové i objemové nestalé.
Z termodynamiky je zndmo, ze ostrou hranici mezi kapalinami a plyny mtzeme
vést jen pri teplotach nizsich nez je kriticka teplota. P¥i vyssich teplotach rozdily
mez kapalinami a plyny mizi. Tato mez je ziejmd z fazového diagramu.

Kapaliny a plyny se navzajem odlisuji také rtznou tekutosti. U plynu je
vzdjemnda pohyblivost molekul vétsi nez u kapalin. Tekutost plynti je zpravidla
vétsi nez tekutost kapalin. Tekutost omezuje vnitrni tfeni, které se projevuje
jako odporova sila ptsobici proti sméru pohybu ¢astic tekutiny (podrobnéji
viz [13]). T skuteéné kapaliny se mohou dostat do stavu, kdy jejich tekutost
vyrazné vzroste. Je to napt. kapalné helium pfi teploté 1,5 K; jev se nazyva
supratekutost.

V na8ich tivahéch se omezime na jednoduchy model idedlni kapaliny, kterou
budeme definovat jako fyzikalni téleso dokonale tekuté (bez vnitiniho t¥eni) a
zcela nestlacitelné. Podobné zavadime model idealniho plynu, jako fyzikalniho
télesa rovnéz dokonale tekutého, avsak naopak dokonale stlacitelného. Tyto
idedlni tekutiny povazujeme za spojité prostiedi neboli kontinuum, protoze
neprihlizime k jejich molekulové strukture. To ndm velmi usnadni vyklad jevi.

Pokud tekutina spliuje podminky statické rovnovahy, hovotrime o statice
tekutin, specializované o statice kapalin (hydrostatice) nebo o statice plyni
(aerostatice). Zékonitosti pohybu tekutin jsou pfedmétem dynamiky tekutin,
specializované dynamiky kapalin (hydrodynamiky) a dynamiky plyni (aerody-
namiky).

Protoze vnitini tfeni nemd vliv na podminky statické rovnovahy tekutin,



nen{ ve statice tekutin rozdil mezi redlnou a idealni tekutinou !). Rozdily se
projevuji az v dynamice.

V nasem textu se budeme zabyvat statikou a dynamikou idealnich kapalin.
Protoze idedlni kapalina je nestlacitelnd, ma kapalné téleso za stalé teploty
staly objem a stélou hustotu. Je-li hmotnost tohoto homogenniho kapalného
télesa m a objem V', méa kapalina hustotu

sz- (1)

Je-li kapalina nehomogenni, udéva vyraz (1) stfedni hustotu kapaliny v uva-
Zovaném télese. Abychom uréili hustotu kapaliny v urc¢itém misté, vymezime
kolem tohoto mista maly objem AV, ktery obsahuje hmotnost Am kapaliny.
Pak hustota kapaliny v daném misté bude

Q:W' (2)

V nasem textu budeme zpravidla uvazovat kapaliny homogenni. Vyjimecéné
bude hustota funkci mista (viz nap¥. pfiklad 12). Pak je feSeni problému spojeno
s integrovanim funkci.

2 Z historie mechaniky tekutin

V dé&jinach lIze sledovat hospodarské vyuziti vody jiz tii tisice let pred Kris-
tem. I kdyz 8lo mnohdy o dimyslné konstrukce, jejich stavba se uskutec¢niovala
vyhradné na podkladé empirie. AvSak jiz ve 3. stoleti p¥. Kr. formuloval Archi-
medes ze Syrakus (287 — 212 pt. Kr.) ve spisech O rovnovdze a O plovoucich
telesech nékteré zakonitosti statiky pevnych téles a kapalin. Formuloval nejen
zékon o vztlaku v tithovém poli, ktery nese jeho jméno, ale spravné pochopil
pojem kapaliny, jeji hustoty (naSel nékteré metody jejiho uréovani). Prohlasil,
7e volné kapalina musi mit hladinu kulového tvaru a odtud vyvodil, Ze i Zemé
ma kulovy tvar.

Po Archimedovi nebyly do 17. stoleti, tedy zhruba 1900 let, v hydromecha-
nice a aeromechanice objeveny 7zadné nové zakonitosti. Teprve Blaise Pascal
(1623 — 1662) objevil nékolik zakont. Pfedevsim poznal, Ze tlak, ktery vytvo-
fime pusobenim sil na povrch kapaliny, se rozsiti v kapaliné nezavisle na sméru
a poté, co kapalina zaujme statickou rovnovahu, bude vSude stejny. Spolu s Vin-
cenzem Vivianim r. 1643 objevili existenci atmosférického tlaku. Isaac Newton

1Vyjimku tvo¥i velmi viskézni kapaliny, mezi n&z patii nap¥. asfalt p¥i pokojové teploté.
Tato hustd viskdzni kapalina se pfi plisobeni razové sily chova jako kiehké pevné téleso.



(1643 — 1727) popsal ve svych Principiich (1687) zdkon vnitiniho t¥eni kapalin.
Rozhodujici p¥inos k mechanice tekutin pochazi od Daniela Bernoulliho (1700 —
— 1782), ktery r. 1738 vydava spis Hydrodynamica. V ném mj. zavedl pojem
hydrodynamického tlaku a rozvinul kinetickou teorii plynt. Na objevu ,Ber-
noulliovy rovnice* mél vedle Daniela podil i jeho otec Jan Bernoulli (1667 —
— 1748), ktery v letech 1732 — 1740 zpracoval spis Hydraulica obsahujici také
tuto rovnici, a to pro nestacionarni proudéni.

K mechanice tekutin vyznamné piispél i viestranny matematik a mechanik
Leonard Euler (1707 — 1783), ktery formuloval pohybové rovnice idedlni teku-
tiny. Dynamické rovnice pro proudéni viskézni kapaliny kapildrami sestavili a
resili r. 1839 Gotthilf Hagen a r. 1846 J. L. Poiseuille. Obecné pohybové rov-
nice redlnych tekutin byly sestaveny diky teoretickym pracim Louise Naviera
(1785 — 1836) a Georga Gabriela Stokese (1819 — 1903).

Aplikovand mechanika tekutin v Gzké vazbé na termodynamiku zazname-
nala velky rozmach zejména ve 20. stoleti, kdy bylo tfeba tesit riizné technické
ulohy, které si vyzadovala napt. konstrukce vodnich, parnich a spalovacich tur-
bin, letadel, hlavhovych stiel a raket. P¥i pohybech téles v plynech rychlostmi
prekracujicimi rychlost zvuku a pfi nadzvukovych rychlostech proudéni plynt
bylo nutné resit i slozité otazky razovych vin.

O rozvoj moderni aerodynamiky se zaslouzil napf. Ernst Mach (1838 —
— 1916), Nikolaj Jegorovi¢ Zukovskij (1848 — 1921) a Sergej Alezandrovi¢ Ca-
plygin (1869 — 1962). Radu tiloh umoznila vyfesit teorie podobnosti spojen4 se
jmény Augusta Louise Cauchyho (1789 — 1857) a Osborna Reynoldse (1842 —
—1912). Teprve rozvoj moderni vypocetni techniky umoznil exaktni feSeni kon-
krétnich tloh aplikované aerodynamiky, napi. aerodynamiky nadzvukovych le-
tadel a raketoplant, které vyzadovalo feseni Navierovych - Stokesovych rovnic.
Jde o soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fadu.

Jak je 7z uvedenych poznamek zfejmé, rozvoj mechaniky tekutin a jejich
technickych aplikaci se vzajemné ovliviioval. Dnes jak tato teorie, tak i jeji
aplikace dosahly jiz vysoké arovné. Bez stroji a zarizeni, kterd vyuzivaji za-
konitosti mechaniky tekutin, si nelze predstavit soucasny civilizovany zivot.
Svédéi o tom nejen moderni konstrukce vodnich a tepelnych turbin, ale i ce-
lych systémt jako letadel, raket, ndmornich a kosmickych lodi a gigantickych
piehrad. Casto jde také o zafizeni viceméné skrytd, jako jsou rtizné mazaci
soustavy stroji, hydraulické systémy méfeni a Fizeni stroji, napf. u automo-
bilt automatické mazani motort, hydraulické ovladani spojky a brzd. Fyzikalni
podstatu vsech téchto skvélych aplikaci popisuje mechanika tekutin budovana
po staleti.



1 KAPALINY V KLIDU (hydrostatika)

1.1 Tlak v kapalinach, Pascalav zakon

Definice tlaku

Dilezitou veli¢inou, kterd charakterizuje stav kapaliny (obecné tekutiny) je
tlak. Uvazujme nejprve kapalinu v klidu, napt. v nadobé na obr. 1a. Vlozme do
ni sondu pro méfeni tlaku, jejiz mald pruznd membrana méa plosny obsah AS.
Sonda umoziuje méfit velikost sily AF, kterou kapalina ptisobi v uvazovaném
misté na membranu. Je-li kapalina v klidu, pisobi sila AF kolmo k membrané
— méa smér normdly n k plosce. Je to dano tekutosti kapaliny, v dasledku niz
kapalina v klidu nemuze prenaset sily, které maji smér te¢ny k plosce. Mérenim
muzeme zjistit, ze velikost sily AFnezavisi na thlu natoceni plosky, nybrz jen
na jejim obsahu. Proto podil velikosti sily AF a obsahu AS je veli¢ina, ktera
nezavisi ani na sméru plosky, ani na jejim obsahu, a nazyva se tlak kapaliny
v daném misteé: AF

p= % : (3)

Projevuje se jak v mistech uvniti kapaliny, tak i v mistech, kde se kapalina
stykd s pevnymi télesy (tedy na sténéch a dné nadoby).

Ptisobi-li na povrch pevného télesa proudici redlnd kapalina — napf. na sténu
lopatky vodni turbiny (obr. 1b) — pak je tlak v misté styku definovan podilem
velikosti normalové slozky AF, sily AF a obsahu AS:

_ AR
T AS

(4)

AF

n A

|
|

Obr. 1 K definici tlaku — a) v kapaliné v klidu, b) v kapaliné proudici kolem
télesa




Tlak je velicina skaldrni, protoze nem4 smér 2). Smér m4 tlakova sila AF,
pro jejiz velikost plati |[AF| = pAS.

Jednotkou tlaku je N-m~2 = Pa (pascal). Protoze pascal je mal4 jednotka,
¢asto se uzivaji nasobky této jednotky kPa = 10® Pa a MPa = 10° Pa. Ve starsi
literature se mtizeme setkat jesté s jinymi jednotkami tlaku:

technickd atmosféra 1 at = 98,066 5 kPa = 0,1 MPa,
torr 1 torr = 133,322 Pa,
bar 1bar =1-10° Pa=0,1 MPa =1 at.

Za normalni atmosféricky tlak se voli tlak p, = 1,013 25 - 10° Pa = 760 torrti.

Definice tlaku, kterou jsme vztahy (3), (4) uvedli pro kapaliny, plati pro
vSechny tekutiny, tedy i pro plyny. Fyzikdlni vyznam tlaku v tekutiné si vy-
svétlime na zakladé této ivahy: Pfedstavme si, Ze uzaviena nddoba o objemu V
je vyplnéna stlacditelnou tekutinou o tlaku p. Ve sténé nddoby necht je relativné
maly vélec opatfeny pistem o plosném obsahu S, ktery se mtize pohybovat bez
tfeni (obr. 2). Tlakova sila o velikosti F' = pS ptlisobici na pist vykona pii jeho
elementarnim posunuti o Al préci, kterd se projevi ibytkem potencialni energie
tekutiny, tedy

AE, - AE,

pSAl = —-AE,, neboli p= NN (5)

Tlak méa tedy vyznam potencidlni energie tlakové vztazené na jednotkovy ob-
jem, neboli hustoty potencidlni energie tlakové 3).

Obr. 2 K fyzikdlnimu vyznamu
tlaku v tekutiné

Pascaluv zakon
Kapalné téleso muze v dusledku tekutosti prenaset jen tlakové sily. Tlakova
sila zptisobi, ze kapalina se dostava do stavu, ktery je popsan tlakem. Ten se

2Ve skutetnosti je tlak zvladtnim p¥ipadem tenzorové veli¢iny mechanické napéti, jako
tenzoru druhého Fadu o deviti slozkdch. U dokonalych tekutin je vSak Sest slozek tohoto
tenzoru nulovych a t¥i nenulové slozky jsou —p. Podrobnéji viz nap¥. [11], str. 15 nebo [1].

3Pokud bychom uvazovali jen idedlni nestlagitelnou kapalinu, museli bychom zajistit v né-
dobé staly tlak, nap¥. silovym pisobenim na pist druhého vélce.



roz§iti do v8ech bodt kapalného télesa a ptisobi na libovolnou plochu uvnitf
kapaliny tlakovou silou stejné jako na stény naddoby. Muzeme to sledovat pfi po-
kusu s naddobou kulového tvaru s otvory na povrchu uzavienou valcem s pistem
(obr. 3). Naplnime-li nddobu vodou a ptisobime-li na pist silou F, vystiikuje
voda kolmo ke sténdm nédoby stejné prudce vSemi otvory. Je to proto, ze ve
vSech mistech kapalného télesa je stejny tlak

=t ] o

N T\/
/

S\
l Obr. 3 K ilustraci Pascalova zdkona

vz

Tento vysledek vyjadiuje Pascaliv zdkon: Tlak vyvolany vnéjsi silou, ktera
ptisobi na kapalné téleso v uzavirené nddobé, je ve viech mistech kapaliny stejny.

Pascaliv zdkon ve tvaru (6) plati pfesné jen pro kapalinu v beztiZném stavu.
Nachézi-li se kapalina v silovém poli, napf. gravita¢nim, plati tento poznatek
jen pro body kapaliny, které lezi na urcité ekvipotencialni hladiné. Mezi body
kapaliny na rtznych hladinach totiz vznikd hydrostaticky tlak, jak pozname
dale. Presnéji mtzeme Pascaltiv zdkon vyjadrit ve tvaru:

Zménime-li tlak v jednom misté kapaliny, objevi se taZ zména
prakticky ihned v kazdém jiném misté kapaliny i na sténach na-
doby, v niz je kapalina uzaviena.

Pozndmka: U modelu idedlni (nestlacitelné) kapaliny se §if{ zmény tlaku neko-
ne¢né rychle. U redlné (stlacitelné) kapaliny se zmény tlaku §if{ rychlosti zvuku, napf¥.
ve vodé rychlosti 1500 m-s™!.

Pascaltiv zadkon se s vyhodou uziva k hydraulickému prenosu sil, na némz
jsou zalozena hydraulickd zafizeni, (nap¥. hydraulické lisy, zveddky, brzdy aj.)
V takovém zarizeni je uzavieny prostor stalého objemu tvoreny dvéma propo-
jenymi vélci s pisty vyplnén vhodnou kapalinou, nap¥. olejem (obr. 4). Sila F;
ptlisobici na pist malého vélce vyvolé v kapaliné tlak p = F;/S;. Na pist velkého
valce pak pitisobi sila o velikosti



S
= pQS:FIS_? .

Tim dochézi k hydraulickému pievodu sil v poméru plosnych obsaht pisti.
Oznacime-li [y, Il posunuti pist, musi z divodu zachovani objemu kapaliny
platit AV =157 = [3Ss, neboli posunuti velkého pistu bude

5 B
lg—l152 _llFQ'
Tento vysledek plyne i z poznatku o rovnosti prace sil Fy, Fo: Fily = Fsls.

Sy

h b [RNARARARN ARRRRATIIN

Obr. 4 Hydraulické zafizeni

1.2 Kapalina v silovém poli, hydrostaticky tlak

Vlozime-li kapalné téleso do silového pole, projevi se to vznikem tlaku v ka-
paliné. V podminkach kapaliny na povrchu Zemé je timto silovym polem vsu-
dypritomné pole tthovych sil. Pak se tento tlak nazyva hydrostaticky. Uvazujme
nejprve obecnéjsi pripad, kdy na kapalinu ptisobi silové pole o intenzité

F

K=L.
m

Intenzita silového pole je tedy sila, kterou pole ptisobi na té&leso (v naSem
pripadé kapalné) o jednotkové hmotnosti. V piipadé tihového pole Zemé je
K = g = konst.

Protoze obecné K # konst., musime ke zjisténi tc¢inku pole na kapalné té-
leso vyjmout z néj element napt¥. ve tvaru kvadru (obr. 5) o hmotnosti Am =
= oAyAS a vySettit vliv pole na néj. Pfitom Ay volime tak malé, Ze v jeho
intervalu miZzeme zménu intenzity K zanedbat. Pole ptsobi na element si-
lou AmK. Protoze pole vyvolava v kapaliné tlak, ktery se bude misto od mista
ménit, bude na dolni sténu o poloze y piisobit tlakova sila o velikosti F; = pAS
a na horni sténu o poloze y + Ay tlakova sila o velikosti F5 = (p + Ap)AS.
Na ¢tyfi bocéni stény budou rovnéz piisobit tlakové sily, které budou kolmé ke
K, pricemz dvé a dvé budou mit stejnou velikost a opac¢ny smér, a proto se

10



vzajemné vyrusi. Podminka statické rovnovahy elementu ve sméru vektoru K
ma proto tvar

Fi+F,+AmK = 0, neboli Fi—F,—AmK =0, —ApAS—pAyASK =0.
Odtud dostavame dilezitou rovnici pro elementarni zménu tlaku nestlacitelné

kapaliny v silovém poli:
Ap = —oKAy|. (7)

pfi¢emz zaporné znaménko je dano tim, ze K pusobi proti kladné orientaci
08y ¥.

F
E /AS
p+Ap t !
| 0
Ay | K
\ AmKI
P L

<

F

Obr. 5 Piisobeni silového pole
na element kapaliny

Obecné mitze byt jak K tak i ¢ funkei y. UzZiti rovnice (7) je pak zpravidla
spojeno s integrovanim. Takovato aplikace je v8ak nad ramec tohoto zakladniho
vykladu a je uplatnéna az v prikladech 11 al2 v kap. 3. My tuto rovnici nyni
pouzijeme pro jednoduchy a dtlezity piipad kapaliny v homogennim tihovém
poli, kde K = g = konst.

Uvazujme tedy kapalné téleso v nadobé podle obr. 6 a v ni vzorek kapaliny
mezi rovinami ve vzdalenostech y; a ya ode dna. Tyto roviny urcuji hladiny
tlaku p; a pa. Pro rozdily téchto tlak musi platit rovnice (7), jejiz platnost neni
v naSem piipadé omezena jen na malé Ay, protoze o = konst, K = g = konst.
Pak

p2—p1 = —09(y2 — Y1)

Tento vysledek budeme aplikovat pro dutlezité zvlastni polohy hladin tlaku:

y2=H, kde pr=p. a y1=y, kde p =p.
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Pak p, —p = —og(H — y). Odtud celkovy tlak v hloubce h = H — y pod
volnou hladinou je

) (8)

©

je hydrostaticky tlak. Je to tlak, ktery v hloubce h pfistoupi pisobenim tihového
pole k atmosférickému tlaku p, na volném rovinném povrchu (volné hlading).
Volna hladina je tedy hladina o nulovém hydrostatickém tlaku. Hladiny ka-
paliny v nadobé, kterd je v relativnim klidu vici Zemi jsou rovinné. Hladiny
v rozlehlej$ich ,nadobach®, jakymi jsou mote, maji priblizné kulovy tvar se
stiedem ve stiedu Zemé. *)

\praJrggh:paerh

kde

] L
h I I
I | vzorek |
L———Lw Yo Obr. 6 K vypodtu hydrosta-
0 (7 tického tlaku podle
\ . rovnice (7)

Hydrostaticky tlak je stejny ve vSech bodech, které se nachazeji v hloubce h
pod hladinou. Nezavisi na mnozstvi kapaliny nad timto mistem, nybrz jen na h.
Nemé smér. Tlakova sila, kterd ptisobi na element plochy AS pod hladinou,
ma smér normaly k tomuto elementu plochy.

K hydrostatickému tlaku dospéjeme také primo néasledujici tivahou: Ve sténé
nadoby s kapalinou necht je valec s pistem relativné malych rozméri ve srovnani
s hloubkou h stfedu pistu (obr. 7). Pist necht mé plo$ny obsah S a necht se
pohybuje ve valci bez tfeni. Posune-li se pist ptisobenim tlakové sily o velikosti
F = p,S o Al, projevi se to u hladiny tbytkem hmotnosti Am = oSAl
kapaliny. Tento mistni ibytek hmotnosti je doprovazen tbytkem potencialni
energie kapaliny v tthovém poli, ktery je roven praci vykonané pistem, neboli

Amgh = FAl, po dosazeni pSAlgh = p,SAL.

7 toho
ph = ogh.

4Pokud nebude moct dojit k ziméné, budeme v daldim textu pouZivat pojem ,hladina“
ve smyslu ,,volnd hladina“.
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Obr. 7 K alternativnimu odvo-
Al zeni hydrostatického tlaku

Tlakové sily, kterymi ptisobi tdz kapalina na stejné velka dna nadob avsak
zcela odlisného tvaru stén a objemu, jsou stejné. Tento jev se oznacuje jako
hydrostatické paradozon.

Ve spojenych nadobéach, v nichz je kapalina
o stejné hustoté, je v dasledku stejného hyd-
rostatického tlaku v ¢astech spojujicich na- 02
doby hladina kapaliny ve stejné vysce a to
bez ohledu na tvar a objem jednotlivych na- hs
dob. Naplnime-li vSak spojené nadoby dvéma
navzajem se nemisicimi kapalinami o riznych h
hustotach g1, 02, musi byt hydrostaticky tlak
stejny ve vySce spoleéného rozhrani (obr. 8), o U
tj. h1019 = hoo2g. Volné hladiny se tedy ustali
ve vyskach hi, ho, pro néz plati

Obr. 8 Spojené nadoby
hy 0 s riznymi kapalinami
ha o1 01 > 02
Zajimavé bude vypocitat, jaké vysce rtutového sloupce pii teploté 0 °C
(or = 13595,1 kg - m~3) odpovid4 norméalni atmosféricky tlak:
b P 1,01325-10°
Yoo 13,5951-10° - 9,806 65
Protoze 1 mm rtutového sloupce pii 0 °C odpovida vedlejsi jednotka tlaku
1 torr, je normalni atmosféricky tlak 760 torr.

Vodni sloupec pfi teploté 18 °C (o, = 998,6 kg - m~3), ktery odpovida
norméalnimu atmosférickému tlaku, ma vysku
_ pn _ 1,01325.10°
V' ovg  998,6-9,80665

m = 0,76000 m = 760,00 mm .

h m = 10,346 m .
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Tento poznatek mé dulezity vyznam pro mnohé situace praktického zivota.
Napriklad na potapéce v hloubce 20 m pod hladinou pusobi celkovy tlak
P R Pa+ 2pa = 3pa, coz mize byt jiz nebezpecné pro jeho organismus, zejména
sluchovy orgéan. Cviceny potapé¢ muze bez skafandru kratce dosdhnout hloubku
mnohem vétsi. Sportovni potapéé W. Rhodes dosahl r. 1975 s dychacim pii-
strojem se specialni smési pro dychani rekordni hloubku 350 m. Uvazime-li, Ze
hustota motské vody je o = 1,03-10% kg-m—3, piisobil zde na né&j hydrostaticky
tlak p, = 350 - 1,03 -10% - 9,81 Pa = 3,54 MPa ~ 35p,. Americky batyskaf
s lidskou posadkou dosahl r. 1960 rekordni hloubku 10915 m. Nejvétsi hloubka
ocednu je v Maridnském prikopu — 11 034 m. Nebyla dosud ¢lovékem dosazena.
Jaky je zde hydrostaticky tlak? Vypocet podle vztahu (9) dava jen velmi pii-
blizny vysledek: pp ~ 11034 -1,03 - 10% - 9,81 Pa = 111 MPa, protoZe hustota
vody se s rostoucim tlakem zvétSuje a rovnéz intenzitu gravitacniho pole Zemé
nelze jiz pro tyto hloubky povazovat za konstantu. Vypocétem tlaku ve velkych
hloubkéch uvniti Zemé se zabyvaji piiklady 11 a 12.

Vztah (9) se vyuZivd pro méfeni tlaku v kapalinovych manometrech, va-
kuometrech a barometrech, kde se méreny tlak prevede na hydrostaticky tlak
mérné kapaliny, kterou zpravidla byva rtut. Schéma diferencidlniho manometru
je na obr. 36 v prikladu 7 a vakuometru na obr. 20 v tloze 2. Pro technicka
méfeni se uzivaji kovové manometry, u nichz se méreni tlaku prevadi na mé-
feni deformace bud ohnuté duté kovové trubice nebo nadoby ve tvaru vinovce
zptsobené tlakovou silou.

Chceme-li vysat kapalinu do urcité vysky h, mu-
sime v saci trubici vytvofit viiéi atmosférickému )
tlaku p, podtlak minimalné rovny hydrostatickému 777 %
tlaku (9). Tak ¢inime tGsty, kdyZ napt. sajeme né-
poj ze sklenice pomoci bréka. Podobné ¢erpadlo vytlakové
musi v sacim potrubi vytvofit minimalné podtlak |7 potrubi
ps = hspg, aby se kapalina dostala k cerpadlu .

, 0y . v ., y cerpadlo
(obr. 9). Problém muZe vzniknout pii ¢erpani vody \:‘}//
z hlubokych studni. Saci vyska hs nemuze piekro-
¢it s ohledem na atmosféricky tlak u nepohybujici
se vgdy mezni hodnotu 10 m. Prakticky. se dopo-  hs - ;%?rubi
rucuje hsmax &~ 7 m. Pri ¢erpani odstfedivym cer-
padlem je nutné v sacim potrubi udrzovat spojity

pa
sloupec vody. K tomu je v sacim kosi zpétny ventil. —
saci
[ 317 kos
Obr. 9 K vykladu saci vysky hs cerpadla ~
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Priklad 1 — hydrostatické sily u prehradni hraze

Prehradni hraz tvaru obdélnika o Sitce b zadrzuje vodu jezera, které ma v misté
hraze hloubku h podél celé §itky hraze. Urcete velikost vyslednice hydrostatic-
kych sil pisobicich na hraz a polohu jejiho ptsobisté. Hustota vody je o =
1,00-10% kg-m~2. Numericky Teste pro nejvétsi piehradu na svété Tvi soutésky
na Zluté fece v Ciné v soucasnosti uvadénou do provozu, u niz je b = 1500 m
a h =175 m. (Pfehradni jezero ma délku 640 km a zadrzuje 5 - 10'° m?3 vody.)

Reseni

Hydrostaticky tlak p, = pgy vzristd rovnomérné smérem dolt od hladiny.
Vektory tlakovych sil ptisobicich na stejné Siroké elementy hraze tak vyplni
pravouhly trojthelnik (obr. 10).

0]

Yo

% Obr. 10 Hydrostaticka sila ptisobici
Z na prehradni hraz

Elementarni resent
S ohledem na linearni priitbéh hydrostatického tlaku uréime snadno jeho stfedni
hodnotu

1 h

Ps = 299 .

Pak vysledné tlakova sila ma velikost
F=pS = %ggbfﬂ .
2
Yo = §h'

Reseni uzitim vyssi matematiky
Vyslednou tlakovou silu dostaneme integraci elementarnich tlakovych sil dF' =
pr dS pres plosny obsah S = bh smocené stény hraze:

h

1

F= /phdSzggb/ydyz Eggth-
() 0
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Polohu nositelky vyslednice F ur¢ime uzitim momentové véty k bodu O:

Fyo = f
S

h
1
ypn dS = ogb [ y* dy = 509bh° .
( 0

)
Po dosazeni za F' dostaneme yo = %h
Hodnoty veli¢in pro piehradu TFi soutésky jsou F =2,25-10'"' N, yo = 117 m.

Pozndmka

Konstrukéné a technologicky je nutné béhem vystavby hraze dosahnout toho,
aby u vybudované hraze nemohla voda vniknout pod jeji zaklady. Pokud by se
tak stalo, pak voda ptsobenim hydrostatického tlaku na plochu zdklada vyvola
tlakovou silu, kterd bude nadzvedavat hraz, coz mize vést k jeji havarii.

1.3 Archimeduv zakon

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, kterou resil jiz ve 3. stol. pi. Kr. Archimedes:
jaka sila nadlehcuje téleso ponotené v tihovém poli do kapaliny. Uvazujme,
7e téleso ma hustotu gy vétsi nez je hustota g kapaliny. V prvni Gvaze pro
jednoduchost predpokladejme, zZe téleso ma tvar kolmého valce s podstavami
rovnobéZznymi s hladinami hydrostatického tlaku (obr. 11). Na téleso ptisobi
jednak tthova sila Fo = mg = 0¢Slg, kde S je obsah podstavy a [ vyska vélce,
jednak tlakové sily vyvolané existenci hydrostatického tlaku.

Pa
Fy h

l IREREEL IRET N

9 — —

= = —
Fb_—; i ;—_Fb ! Obr. 11 K odvozeni Archime-
fa— Fe ‘—_ dova zakona. Je vyznaceno roz-
am— DE—1 lozeni tlakovych sil od hydrosta-
tického tlaku. Sily od atmosfé-
] H] rického tlaku nejsou vyznadceny.
@ Jejich vyslednice je zfejmé nu-
= < lova, protoze povrch télesa tvori

Fa do sebe uzavienou plochu.
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Z obr. 11 je zfejmé, Z%e vyslednice bo¢nich tlakovych sil pisobicich na plast
valce je nulova. Vyslednice tlakovych sil pisobicich na horni podstavu méa ve-
likost Fi, = pnS = (pa + hog)S a na dolni podstavu mé velikost Fy = paS =
= [pa+ (h+1)0g]S. Vyslednice vSech sil ptisobicich na ponofené téleso mé tedy
velikost

F=Fg—(Fy—F,)=Fa—F,=Sl(¢0.—0)g=V(e. —0)g  (10)
a sméruje doli. Proti tihové sile Fg télesa ptisobi vztlakovd sila F,, o velikosti
F,, = Slog="Vaog, (11)

kde V je objem télesa rovny objemu kapaliny, kterou pfi ponofeni vytésnilo
téleso. Velikost vztlakové sily je tedy rovna tize kapaliny o tomto objemu V.
Vztahy (10), (11) popisuji Archimediv zdkon, ktery mizeme formulovat takto:

Téleso ponofené celym svym povrchem do kapaliny je nadlehéo-
vano vztlakovou silou, jejiZz velikost je rovna tize kapaliny stej-
ného objemu, jako je objem ponofeného télesa.

Archimeduv zadkon plati jen za podminek, pro které byl odvozen, tj. ze hyd-
rostaticky tlak maze ptsobit na cely povrch ponoteného télesa. V nasledujicim
prikladu 2 je zdmérné v nékolika pripadech tento predpoklad porusen, coz vede
ke zcela jinému silovému ptisobeni na ponofené téleso. Proto jsou do formulace
Archimedova zakona vlozena slova ,celym svym povrchem*. U ¢aste¢né pono-
fenych téles se pti vypoctu vztlakové sily uplatni jen objem ponotené ¢asti, jak
pozname v ¢l. 1.4 vénovaném plovani téles.

Platnost Archimedova zdkona mutZeme roz$ifit na vSechny tekutiny, tj. i na
plyny. Protoze vSak tato publikace je vénovéana jen kapalindm, nebudeme se
specifikaci a aplikacemi Archimedova zakona pro plyny blize zabyvat.

Archimedtv zdkon jsme odvodili pro zvlastni (valcovy) tvar télesa. K obecné
formulaci Archimedova zdkona pro ponorené téleso libovolného tvaru mizeme
primo dospét touto tivahou. Predstavte si, Ze v tthovém poli mame nadobu s ka-
palinou o hustoté ¢ a Ze uvnitf jejiho objemu ¢ast kapaliny vymezime myslenou
uzavienou plochou. Tato skute¢nost nic nezméni na chovani takto vymezeného
télesa v kapaliné — jeho poloha se nezméni — téleso se bude vznaset. Vyjmeme-li
myslené takto vymezené kapalinové téleso o objemu V' a nahradime-li je pev-
nym télesem o stejném objemu a tvaru, avSak o hustoté g, bude na né ptsobit
vysledna sila, ktera je dana rozdilem tihové sily, ktera ptisobi na vlozené pevné
téleso a tihové sily, kterd ptisobila na vyjmuté kapalné téleso. Tedy

Fc :V(Qt _Q)g

17



v souladu s odvozenym vztahem (10). Velikost vztlakové sily je tedy rovna
velikosti tithy kapalného télesa, které ma stejny objem jako ponotené pevné
téleso. Pokud vlozené téleso bude mit hustotu o = o, pak vysledna sila F. = 0
v souladu s vychozim stavem tohoto myslenkového pokusu.

Archimedtv zédkon miZeme experimentdlné ovérit fadou pokust, z nichz
zajimavy je pokus podle obr. 12:

b—A |

Obr. 12 Experiment k ovéfeni Archimedova zdkona a principu akce a reakce
pomoci vah

a) Na tfmen misky vah zavésime téleso a po vyvéazeni je zcela ponofime do
nadoby s vodou, kterd je postavena na pevném mustku (obr. 12a). Zjistime, Ze
rovnovaha se porusi tak, ze miska s télesem se vychyli nahoru. Kapalina totiz
pusobi na téleso vztlakovou silou F,, svisle vzhiru a téleso na kapalinu nao-
pak reakéni silou F, stejné velkou, avSak opa¢ného sméru. Tato sila ptisobi na
nadobu a vyrusi se reakci pevné podlozky. Ztstava vztlakova sila F,,, kterd se
prendsi zavésem na vahadlo a vyrovna se zménou jeho polohy. Velikost vztla-
kové sily uré¢ime odebranim takového zavazi m., z druhé misky vah, aby se
dosahlo ptvodni rovnovazné polohy vahadla.

b) Nyni podminky experimentu zménime. Na vahéch vyvazime nddobu s vo-
dou a pak do ni ponofime téleso zavéSené na stojanku (obr. 12b). Rovnovaha
se opét porusi, avsak tak, ze miska s nddobou se vychyli doli. To proto, ze
vztlakova sila se vyrovnd pevnosti stojanku a reakéni sila F., kterou ptisobi
téleso na kapalinu, zvétsi zatizeni misky. Pasobeni reakéni sily mizeme vyrov-
nat vloZzenim takového zdvazi m., na druhou misku, jaké jsme odebrali v prvni
¢asti experimentu. Tim se opét obnovi puvodni rovnovaha.

c¢) Na misku vah poloZime nddobu s vodou, na t¥men misky zavésime téleso
tak, aby viselo nad vodou, a védhy vyvazime (obr. 12c). Pak zavés prodlouzime,
aby se téleso ponofilo do vody (obr. 12d). Rovnovéha vah se neporusi. Ucinky
obou sil F,, a F. se vyrusi, protoze miska s nadobou tvori jedno téleso.
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Experimentem jsme prokazali, Ze sily F,, a F, jsou stejné velké a opa¢ného
sméru. Splhuji tedy princip akce a reakce. Pokud uréime objem V; télesa (lze
jej jednoduse urcit pfi uziti kalibrované nadoby opatiené stupnici v jednotkach
objemu z rozdilu celkového objemu po ponoieni télesa a objemu vody pied jeho
ponofenim) a hmotnost zdvazi my,, mizeme ovéfit platnost rovnosti

F., = my,9 = Viog.

Piiklad 2 — analyza sil u ponofeného télesa

Uvazujme homogenni hlinfkovy valec (or = 2,70 - 10° kg - m™3) o poloméru
r = 30,0 mm a vysce [ = 70,0 mm a nidobu s vodou (¢ = 1,00 - 10® kg - m~3),
v niz budeme ve vSech sledovanych situacich udrzovat hladinu ve stejné vysce
h = 120 mm ode dna. Atmosféricky tlak je p, = 1,013 - 10° Pa. Valec necht se
nachézi ve vztahu k nddobé v Sesti riznych situacich (obr. 13):

1. Vélec je pomoci lanka upevnéného v ose valce ¢asteéné ponotren do nadoby
s vodou, pfi¢emz pro hloubku ponoteni plati z € (0,1).
2. Zavéseny vélec je cely ponofen do vody z € (I, h).

3. Viélec polozime na dno nadoby, pficemz v disledku drobnych neéistot (napf.
malych zrnek pisku) nebo nerovnosti podstavy a dna vélec nedosedd doko-
nale ke dnu.

4. Vélec dokonale priléhd ke dnu (stykové plochy jsou jemné zabrouSeny do
roviny).

5. Valec na ploge mezikruzi o vnitinim poloméru r; = r/v/2 dokonale pfiléha
ke dnu a tvori uzavér vytokového otvoru ve dné.

6. Zavéseny véalec prochazi volné (se zanedbatelnym t¥enim) otvorem o polo-
méru r ve dné nadoby, p¥icem? plast valce a otvor jsou jemné zabrouSeny
tak, Ze tésni vytokovy otvor. Tloustka dna je zanedbatelnd, pro vzdélenost
dna od hladiny plati x € (h,h +1).

Provedte analyzu sil, které v jednotlivych p¥ipadech piisobi na véalec.
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Obr. 13 K analyze sil ptisobicich na valec v kapaliné
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Reseni

1. Na vélec ptisobi tihova sila o velikosti Fg = nr2loyg a tlakové sily, pficemz
tlakové sily ptisobici na plast valce se vzhledem k jeho rotacni symetrii vy-
rusi. Tlakov4 sila na horni podstavu m4 velikost Fj, = mr?p, a sméfuje doli,
tlakov4 sila na dolni podstavu mé velikost Fy = mr?(p. + zog) a sméfuje
vzhiiru. Vysledna sila pisobici na valec ma velikost

Fy = wr?(loy — z0)g < Fa,
Fimax = w2lorg = Fa =524 N (pro z = 0),
Fimin = m"gl(gt —0)9g=330N (proz—1).
Z vypoctu je ziejmé, 7ze pisobeni atmosférického tlaku na obé podstavy
prispiva silou stejné velikosti a opac¢ného sméru a jeho vliv se zde vyrusi.
Uvédomime-li si, ze mr2x je objem ponofené ¢4sti vélce, vidime, Ze ¢len
mr2xog je velikost vztlakové sily dané Archimedovym zdkonem. Vysledna

sila F; je kompenzovana silou stejné velikosti a opac¢ného sméru, kterou
pusobi lanko na vélec, takZe se soustava nachazi ve statické rovnovaze.

2. Tento pfipad se od situace v bodé 1 lisi jen tim, ze hydrostaticky tlak jiz
pusobi na cely povrch valce a vysledna sila ma konstantni velikost
F2 = Fl min = TtTQl(Qt - Q)g = 3130 N
a miri dolti. Tihové sila je zmensena o vztlakovou silu plné ponoreného télesa
podle Archimedova zakona.

3. V diisledku netésného ulozeni valce na dné nadoby ptisobi voda hydrostatic-
kym tlakem i na spodni podstavu valce a vyslednd sila ma stejnou velikost
jako sila v pripadé 2, tj.

F;=F,=330N.

Sila F3 je kompenzovana reakci dna nadoby, kterd mé stejnou velikost, avsak
opacny smér.

4. V disledku tésnosti uloZzeni nemiize ptisobit na spodni podstavu valce hyd-
rostaticka tlakova sila ani sila od atmosférického tlaku. Na horni podstavu
piisobi tlakové sila o velikosti F}, = nr?[p, + (h—1)og]. Visledna sila ptisobici
na valec méa velikost

Fy = Fg +mr’[pa + (h —1)og] = mr*[loeg + pa + (h —1)og] > Fa ,
Fy = (5,24 + 2864+ 1,30) N = 293 N..

Sila F; je opét kompenzovana reakeci dna nadoby.
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5. Situace se oproti pripadu 4 1isi tim, Ze pusobeni atmosférického tlaku se
Castecné kompenzuje jeho pisobenim u dna na plose vytokového otvoru
o poloméru rq. Pak

2

Fy=F, — %pa > Fg,  Fy=(293,0-1432) N =150 N.

6. Vysledna tlakova sila je dana rozdilem tlakovych sil piisobicich na horni a
dolni podstavu véalce — vliv atmosférického tlaku se kompenzuje a vysledna
sila ptsobici na valec méa velikost

Fs =Fg + m"Qg(ac —l)g = m‘Q[l(gt —0)+oz)lg=Fy + wr?ogxr > Fga,
Fsmax = Fo +r?o(h +1)g = (3,30 + 527) N = 857N,
Fsmin = F» + r?ohg = (3,30 + 3,33) N = 6,63 N.

Zaver

Z uvedeného prikladu je zifejmé, Ze formalni aplikace Archimedova zdkona na
acich ad 1, 2, 3 je v souhlase s bé&Zné uvadénou formulaci Archimedova zdkona
(tj. velikost vztlakové sily je rovna tize kapaliny stejného objemu, jako je objem
ponofené ¢asti télesa). U piipadt 4, 5, 6 vSak nebyly splnény podminky, pro
které byl Archimedtv zdkon odvozen a formulovan a nelze jej tedy piimo pou-
zit. Pravdépodobné je prekvapujici i velikost sily vypoctend v téchto pripadech.
U pripadd 4 a 5 je dana nekompenzovanym pusobenim atmosférického tlaku
pa na dné valce. Tato sila se projevi tlakem ve stykové plose mezi télesem a
dnem nadoby. Pro uvedené pripady 4 a 5 tyto tlaky jsou

Py = i‘; = 1,036 - 10° Pa, ps = % = @ = 1,060 - 10° Pa.

nr n(r*—ri) wr
Jsou tedy jen o mélo vétsi nez je atmosféricky tlak p,.

Archimeduv zakon lze tedy bez obav pouzit, ptasobi-li hydrostatické tlakové
sily na vSechny body povrchu télesa (je-li tedy cely povrch télesa smocen).
U castecné ponoteného télesa musi hydrostatické tlakové sily analogicky ptisobit
ve v8ech bodech ponotené ¢asti télesa.

Priklad 3 — vaZeni téles ponofenych do vody

Dvé stejné nddoby polozime na misky rovnoramennych vah a nalejeme do
obou vodu stejného objemu. Vahy ptresné vyvazime. Do vody v kazdé nadobé
poté zcela ponofime kouli zavéSenou na niti upevnéné na stojanu mimo vahy.
Obé koule maji stejnou hmotnost, jedna z nich je sklenénd, druha ocelova
(0s < 00). Koule se nedotykaji dna niddob (obr. 14a).
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a) V jaké poloze je vahadlo vah? Je hydrostaticky tlak u dna nddob stejny nebo
rizny?

b) Po piestfizeni niti klesnou obé koule na dno nddob (obr. 14b). V jaké poloze
je vahadlo vah? Zméni se hydrostaticky tlak u dna nadob?

(] |© ] :

@~ =" "

Obr. 14 Vazeni ponotenych téles

Reseni

a) Sklenénd koule mé v&tsl objem neZ koule ocelova. Pusobi na ni vétsi vztla-
kova sila, koule ptisobi na vodu vétsi tlakovou silou a prostfednictvim vody
na misku vah. Vahadlo klesne na strané sklenéné koule. Hydrostaticky tlak
vody u dna je vétsi v nddobé, kde je ponorena sklenéné koule, protoze volna
hladina stoupne do vétsi vyse.

b) Po dosednuti kouli na dno se vahadlo opét ustéli v rovnovaZzné poloze, nebot
na obou miskdch jsou télesa stejné hmotnosti. Hydrostaticky tlak u dna
nadoby se sklenénou kouli v8ak zistava vétsi nez v druhé nddobé, protoze
volna hladina vody v nddobé se sklenénou kouli ztistava jako v pripadé a)
vySe nez v druhé nadobé.

1.4 Plovani pevnych téles

Ponoiime-li pevné téleso o objemu V a hustoté ¢y do kapaliny o hustoté p,
mohou nastat tii situace v zavislosti vztahu mezi hustotami. Je-li g; > o,
téleso klesne ke dnu, protoze na né ptisobi vyslednd sila F = V(g — 0)g ve
sméru g, tedy dolt. Je-li gy = o, je F = 0 a téleso se bude v kapaliné vznaset.

Nas bude nyni zajimat pripad, kdy ¢ < 0. Pak na zcela ponotené téleso
ptsobi vyslednd sila F = —V (o — o1)g, kterd ma opaény smér nez g. Tato
sila se nékdy oznacuje jako nosnd sila télesa. Téleso se bude piisobenim této
sily pohybovat smérem k hladiné, poté se ¢astecné vynori tak, aby byla splnéna
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podminka statické rovnovahy. Oznacime-1i V' objem ponotené ¢4sti télesa, bude
pro rovnovéhu platit F,, + Fg = 0, neboli

V'eg =Vog, =2 (12)

Pii plovani télesa je tedy objem ponotrené ¢asti télesa a objem télesa ve stejném
poméru jako hustota télesa a hustota kapaliny.

Naprtiklad led z moiské vody méa hustotu 939 kg-m ™~ a motska voda hustotu
1024 kg - m 3, takze ledova kra zfistava 939/1024 = 0,917 = 91,7 % svého
objemu ponofena ve vodeé.

Na ponoru téles v zavislosti na hustoté kapaliny jsou zaloZzeny hustoméry
pro méfeni hustoty kapalin.

Charakteristickou veli¢inou lodi je nosnost. Udava se jako hmotnost pii-
pustného lodniho nédkladu pfi plném (pfipustném) ponoru lodi. Je to rozdil
mezi hmotnosti plné nalozené lodi a lodi prazdné. Hmotnost lodi i s ndkladem
se nazyva tondZ (uvadi se v tunéch). Plnd tondz je ddna ponofenim lodi po
tzv. ¢aru ponoru. P¥itom hmotnost vytlacené vody neboli vytlak lodi je rovna
tonézi.

Nosné sila ponorky se reguluje pomoci vodnich komor. Plni-li se komory
vodou, ponorka se potapi, vytlacuje-li se voda z komor vzduchem, ponorka se
vynoruje.

U plovoucich téles, zejména u lodi, je dilezita stabilita. Téleso plove stabilné,
jestlize pti vychyleni ptisobi na téleso dvojice sil, kterd je uvadi zpét do pu-
vodni rovnovazné polohy. Plovouci téleso miize mit zasadné tii polohy: stabilni
(stélou), labilni (vratkou) a indiferentni (volnou). VySetfeme nyni podminky,
za kterych téleso jednotlivych poloh dosdhne.

U plovoucich téles téles jsou primarné dulezité dva body, které za rovnovahy
télesa lezi na spolecné vertikale, tzv. ose plovdni. Je to tézisté T plovouciho
télesa, tedy bodu, v némz pisobi tihova sila Fg télesa, a tézisté T' kapalného
télesa o objemu V' vytla¢eného plovoucim télesem, tedy bodu, v némz ptlisobi
vztlakové sila Fy, (obr. 15a). Je zfejmé, Ze u homogenniho télesa, jakym je

Vv

3

vy

sila Fg smérem dold, snaZi se po vychyleni zaujmout co nejnizsi polohu, kdezto
tézistd T', v némz pusobi vztlakové sila F,, smérem vzhiru, co nejvyssi polohu.
V rovnovéazné poloze, kdy jsou oba body na vertikalni ose plovani (obr. 15a),
to nastat nemuZe. Vychylime-li téleso z této polohy o maly thel a (obr. 15b),
T’ se zméni na T),. P¥i vychyleni ze stabilni polohy télesa (obr. 15b) se vytvoii
dvojice sil Fg, Fy,, kterd svym momentem sily vraci vychylené téleso zpét do
rovnovazné polohy. Stabilni poloha se snadno posoudi podle bodu M, ktery je
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prusecikem nositelky vztlakové sily a vychylené osy plovani. Bod M se nazyva
metacentrum a vzdalenost |T M| je metacentrickd vyska. U stabilné plovouciho
télesa je bod M nad bodem T a metacentrickd vyska se definuje jako kladna.
Cim je metacentricks vyska vétsi, tim rychleji se vychylené téleso vraci zpét do
rovnovazné polohy.

b) osa plovani
M

a .
) osa plovani

vratny
moment sily

Vv

poloze pii plovani, nebot pii jeho vychyleni z rovnovazné polohy o maly tihel
« zacne na téleso pusobit dvojice sil Fg, F,,, klopnym momentem sily, ktery
je prevrhne. Metacentrickd vyska je v tomto pfipadé zaporna.

v (T

Obr. 16 Téleso v labilni poloze pii plovani — Obr. 17  Homogenni valec
— pii vychyleni télesa lezi metacentrum M pod nebo koule v indiferentni po-
tézistém T loze pti plovani
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Kromé stabilni a labilni polohy se miiZe téleso nachazet v poloze indiferentni
plovani se zfejmé nachdzi delsi rotacni vilec s vodorovnou osou nebo koule
(obr. 17). Metacentrickd vyska je nulova.

Znalost polohy metacentra je dilezitd u lodi, u nichz se s ohledem na slo-
zitost tvart a struktur hustot latek obtiZzné ur¢uje (p¥iblizné lze uréit jeho
polohu experimentdlné na modelu lodi). Je-li metacentrickd vyska lodi velkd,
je lod sice stabilni, aviak do své rovnovazné polohy se p¥i vychyleni (kyméceni)
vraci rychle — ,tvrdé“, coz je nepiijemné. Je-li metacentrickd vyska lodi mala,
lod se lépe prizpisobuje vindm, avak je labilngjsi. Stavitelé lodi uvadéji, ze
optimélni metacentrickd vyska ma byt kolem 5 % $irky lodi.

Zejména v minulosti se ¢asto stavalo, ze v disledku nevhodné konstrukce
lodi nebo $patného rozlozeni ndkladu byla metacentricka vyska malad nebo do-
konce zaporna. Pak dochézelo na neklidném moti k prevraceni lodi a k jejimu
potopeni. Takovymi labilnimi lodmi byly napf. v 16. a 17. stoleti §panélské
valecné lodi galeony. Nevhodnym prvkem lodi byly ubikace na zadi, které mély
az 5 pater. Pretizené galeony se proto ve vlnach casto prevracely. Historicky
nejznaméjsi je tragicky osud galeony Vasa, kterou nechal postavit $védsky kral
Gustav Adolf z rodu Vasa. Pfi jeji stavbé se zcela podcenily otazky stability.
Méla 5 palub, z toho napt. dvé délové v horni ¢asti. Pfi zkusebni plavbé 10. 8.
1628 se na klidné vodé lod prevratila hned u stockholmského p¥istavu a zahy-
nulo nékolik set lidi véetné kapitana Hanssona. R. 1969 byl vrak lodi vyzdvizen,
konzervovan a vystaven v suchém doku jako ojedinély dokument lodniho sta-
vitelstvi 17. stoleti.

Piiklad 4 — stabilita pri plovani

Homogenni dfevény tram obdélnikového prifezu o Sifce b, vysce h a délce !

(I > b, I > h)plove ve vodé. Je dana hustota dfeva g4 = 6,0 -10? kg - m~3 a

vody o = 1,00-10% kg - m~3.

a) Urcete velikost vratného momentu M, a metacentrickou vysku trdmu pii
jeho otoceni z rovnovazné polohy o maly tihel a.

b) Jakou hodnotu muZe mit podil 8iiky k vySce, méa-li byt poloha trdmu pfi
plovani stabilni?

Reseni

Pti vychyleni z rovnovazné polohy se trdm otoci kolem podélné osy pro-
thel otoceni bude tak maly, Ze mtizeme polozit sina ~ tga ~ a, cosa ~ 1.
Otocenim se potopend obdélnikova ¢ast prufezu ABEH zméni na lichobéz-
nik ABCD o stejném plosném obsahu, protoze se nezméni velikost vztlakové
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sily Fy, (Fy, = Fg). Zméni se v8ak jeji plisobisté z t67isté obdélniku ABEH

na tézisté lichobézniku ABC D. Tim za¢ne na tram ptisobit vratny moment M,
dvojice sil F,,, Fg — pozadujeme, aby platilo M, > 0.

\a‘/ osa plovani

Obr. 18 K vypoctu vratného momentu M, a metacentrické vysky |MT| trdmu
pii vychyleni o maly thel a

a) Velikost vztlakové sily F,, je Gmérna plosnému obsahu potopené ¢sti pri-
fezu, kterou je v rovnovaze obdélnik ABEH o obsahu bt. Tedy

e, .
0

F,, = Fg = obtlg = oqbhlg = t=

P1i otoceni o maly tihel a se uvedeny obdélnik zvétsi o trojihelnik ECK
a soucasné zmensi o trojuhelnik DK H stejného obsahu. Toho lze vyuzit
k jednoduchému vypoctu vratného momentu M, , kdyz k momentu dvojice
sil Fg, F., (tato sila F!, je v ptivodnim pisobidti T') pfi¢teme moment
pridavné dvojice sil AF a —AF:

h—t 2 b
M.~ —Fo=5—a+AF-2b,  kde AF ~ 2 890‘.

Po dosazeni za velikosti sil a rozmér ¢ dostaneme

bl b?
Mvz—g Q——gdh2 1—@ a.
2 6 0
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Pro vypocet metacentrické vysky |MT| vyjdeme ze skutecnosti, Ze velikost
momentu M, mizeme také vyjadiit vztahem M, ~ Fg - |MT|a. Pak

M, 1 ob? 0d
MT| ~ - & an2 (1% .
IMT|~ =2 0ah { c % < p

b) Plovani bude stabilni, kdyZ bude M, > 0, resp. |MT| > 0, tedy kdy?Z
b2
O oah? (1—@> >0.
6 0

Odtud dostaneme hledanou podminku pro pomér b a h:
b 0d 0d 6
— 6—(1—— | ==.
R < 0 5

1.5 Ulohy ke kapitole 1
1. Hydraulicky zvedak

Hydraulicky zveddk (obr. 19) m& dva propojené vélce o polomérech r; =
= 30,0 mm a ry = 150 mm. Pist v mensim vélci je pohdnén pomoci jedno-
zvratné paky (I = 800 mm, [y = 160 mm). P¥i transformaci sily F na
silu F¢; = mg na zvedacim stolku dochazi v disledku tfeni ke ztratam,
které se vyjadruji u¢innosti n = Fg/F/,, kde F(, je velikost idedlni sily,
kterou by zvedak piekonal bez ztrat. V nasem piipadé n = 88 %. Vypoctéte
velikost sily F, kterou musime ptisobit kolmo na konec péky, abychom zvedli
automobil o hmotnosti m = 2 750 kg.

l

Obr. 19 Hydraulicky zvedak Obr. 20 Vakuometr
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2. Vakuometr

Podtlak v nddobé s plynem lze mé¥it rtutovym vakuometrem (obr. 20). Jaky
je tlak v nadobé, je-li vyska sloupce h = 620 mm a atmosféricky tlak p, =
=1,013 - 10° Pa? Hustota rtuti g, = 13,6 - 10° kg - m~3.

3. Zaklopka u vodni nadrze

Vodni nadrz mé zéklopku podle obr. 21, kterd se pti dosazeni vysky h = hg
samocinné otevie. Zaklopka uzavirad ¢tvercovy otvor o strané 2a = 200 mm,
jehoz stied je ve vzdalenosti b = 625 mm od zavésu O paky. Zavazi ma
hmotnost m = 250 kg a je v kolmé vzdélenosti ¢ = 800 mm od zavésu O.

a) Vypoctéte velikost a polohu ptiso-
lg bisté tlakové sily piisobici na za-
(0]

klopku pfti vysce h vody.
b) Pfi jaké vySce ho se zdklopka ote-
vie? Jaka bude v této situaci velikost
Fp hydrostatické sily ptsobici na za-
ot —] klopku?

I J
¢ Obr. 21 K fegeni zaklopky nadrze

4. Problémy s hadicovou vodovahou

Dalezitym métidlem stavbait, které slouzi k vytyceni vodorovné roviny na
stavbé, je hadicova vodovaha. Je to pryzova hadice, kterd je na koncich
opatiena prihlednymi (sklenénymi nebo plastovymi) trubi¢kami. Nalije-1i se
do hadice voda tak, aby v ni neziistaly vzduchové bubliny (!), pak hladiny
vody v trubickich jsou ve stejné vySce bez ohledu na to, zda jsou u sebe
nebo napt. 15 m vzdaleny.

Pavlovi se na stavbé stala tato prihoda. Spéchal a pii manipulaci s vodo-
védhou se mu vylila ¢ast vody. Tak vodovdhu pohotové doplnil kapalinou,
kterou mél pii ruce. Byla to ovSem sladka limonada. Pii pozdéjsi kontrole
zjistil, Ze vodovaha ,provazila“ vyskovou troven o Ah = 3,0 cm — o tuto
vysku byla hladina v rameni s limonddou nizsi. Jakou chybu Pavel udélal?

cvvs

v hloubce h = 1,5 m pod hladinou v trubickéch.

5. Méfeni zrychleni vlaku

Linda s Vilikem se rozhodli zméfit zrychleni vlaku pomoci hadicové vodo-
véhy (viz predchézejici Glohu). Prithledné trubicky na jejich koncich opat¥ili
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milimetrovym méfitkem. Vodovdhu naplnili vodou tak, aby hladina byla
priblizné uprostied trubicek, jsou-li oba konce vedle sebe ve stejné vysce
ve svislé poloze. Predpokladejme, Ze vlak se po dobu méreni pohyboval po
pfimych vodorovnych kolejich. Pfed odjezdem vlaku pripevnili nasi experi-
mentétori trubicky vodovédhy na osténi oken na téze strané vagonu do vzé-
jemné vzdalenosti [ = 7,5 m a oznacili polohu rovnovazné hladiny v obou
trubickach. Pti rozjezdu vlaku z nadrazi v Koliné zaznamenala Linda zvySeni
hladiny o Ah; = 55 mm. Pfi pfijezdu do Prahy bylo spusténé navéstidlo a
pfi brzdéni vlaku zaznamenala Linda pokles hladiny o Ahy = 95 mm. Jaké
zmény hladiny naméfil Vilik? Kdo byl ve sméru jizdy vpiredu, Linda nebo
Vilik? Vypoctéte prislusné zrychleni.

. Sily pusobici na ponofeny kvadr
Kvadr o hustoté g a vysce ¢, jehoz pod-
stava ma rozméry a, b, je ponotfen do kapa-
FO . v v . 7’
g liny o hustoté o < gy tak, Ze jeho vodorovna
horni podstava je ve vzdélenosti h od hladiny
(obr. 22).

h F, a) Vypoctéte velikosti hydrostatickych sil Fy,
Pa F>. F5, F,, F5 a Fg, které piisobi na jednot-
0 livé stény kvadru, urcete jejich vyslednici
— ¢ la——— F a ovérte platnost Archimedova zakona.
b) Vypoctéte velikost sily Fg, kterou na kvadr
ptisobi vldkno, na kterém je zavésen.

[

Fy

Obr. 22 Ponoteny kvadr

. Vznasejici se koule

Duté ocelova koule o vnéjsim poloméru r = 50,0 mm se vznasi ve vodé. Jaky
je polomér rq jeji dutiny? Je d4na hustota oceli g = 7,85-10% kg -m™2 a

hustota vody o = 1,00 103 kg - m—3.

. Rovnovaha na dvojzvratné pace

Na dvojzvratné pace tvorené homogenni ty¢i o délce I = 50 cm a hmot-
nosti m = 500 g je na jednom konci zavésen homogenni valecek o objemu
V = 100 cm?, ktery je cely ponoien do nadoby s vodou (obr. 23). Paka je
podeptena ve vzdalenosti Iy = 30 cm od zavésu véalecku. Rovnovahy na pace
dosdhneme, kdyz na jeji druhy konec zavésime zavazi o hmotnosti z. Kdyz
valecek vysuneme pravé polovinou vysky z vody, dosdhneme rovnovéhy tim,
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10.

11.

12.

7e podpérny bfit posuneme z polohy O; do polohy O5 o délku a = 5,0 cm.
Urcete hustotu g; valecku a hmotnost z zavazi.

l

N

01 LAOQ

Ot
a /[

IZI ¢ @ Obr. 23

Rovnovaha na dvojzvratné pace

. Jednoduché méreni hustoty a objemu télesa

Homogenni tuhé téleso libovolného tvaru zavésime na silomér a zcela pono-
fime do kapaliny o hustoté g;. Na siloméru zmérime velikost tahové sily F7.
Potom totéz téleso zavésené na siloméru zcela ponotime do kapaliny o hus-
toté g2 a na siloméru zmérime velikost tahové sily Fy. V zaddném z obou
pripadt se téleso nedotyka dna nadoby. Kapaliny s télesem chemicky nere-
aguji, ani ho nerozpoustéji. Urcete hustotu télesa ¢ a jeho objem V.

Jednoduché meéreni hustoty kapaliny

Homogenni tuhé téleso zavésime na silomér a zméfime velikost tahové sily
Fo, kterou napind pruzinu siloméru. Potom téleso zavésené na siloméru zcela
ponoiime do kapaliny o hustoté g;. Na siloméru zmérime velikost tahové sily
F. Pii tfetim méfeni totéz téleso zavésené na siloméru zcela ponotrime do
kapaliny o nezndmé hustoté a zmérime velikost tahové sily F5. Jak z vysledkt
téchto tii méfeni uréime nezndmou hustotu ¢ druhé kapaliny? Vztlakovou
silu pisobici na téleso ve vzduchu zanedbejte.

SloZeni slitiny kova

Je znamo, 7e bronz je slitina médi (o; = 8,9 - 10® kg- m~3) a cinu (0o =
=17,3-10% kg - m~3). Téleso odlité z bronzu a zavésené na siloméru ptisobilo
na néj ve vzduchu silou o velikosti F; = 6,1 N a zcela ponofené do vody
silou o velikosti F» = 5,4 N. Urcete hustotu gy, slitiny a hmotnostni podily
61 médi a d, cinu. Vztlakovou silu ptisobici na téleso ve vzduchu zanedbejte.
Pii feSeni pro jednoduchost predpokladejte, ze objem slitiny je roven souc¢tu
objemu jejich slozek pred vytvorenim slitiny.

Sklenice napoje s ledem

Linda s dédou zasli do restaurace. Linda si objednala sklenici dobré vody,
déda whisky se sodou. Cidnik donesl napoje, které se jim oviem zdaly teplé, a
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proto si oba doplnili sklenici kostkami ledu tak, Ze hladiny napoji dosahovaly
az k okraji. Po chvili se led rozpustil. Co myslite — vytekl napoj ze sklenice
Lindé nebo dédovi? Odpovéd zduvodnéte. Je zndmo: hustota vody g, =
= 1,00 - 103 kg - m~3, hustota ledu o = 0,92 - 10® kg - m~3, hustota lihu
0. = 0,79 - 10 kg - m~3. Whisky mé4 40 % (objemovych) alkoholu, Fedéni
sodou (vodou) je 1:1 v objemu. Teplotni roztaznost latek zanedbejte.

13. Zvedani predmétu z prehradni nadrze
Pti stavbé piehrady spadly do vody tfi pfedméty stejné hmotnosti m =
= 1000 kg:
1. masivn{ ocelovy blok (o1 = 7,8 103 kg - m~3),
2. masivni zulovy blok (9o = 2,710 kg - m™3),
3. ocelové téleso, v némz byla neprodysné uzaviena dutina o objemu AV =
= 100 dm®.
Jakou préaci vykond jerdb pii zvedani téchto predmétt do vysky h = 5,0 m
a) ve vodé, b) ve vzduchu (vliv jeho hustoty miZete zanedbat). Hustota vody
0=1,00-10%kg -m~3,
14. Ocelové télisko ve rtuti
Na hladinu rtuti (¢ = 13,6 - 10® kg - m~?) polozime ocelové télisko (go =
=7,88-10% kg - m~3), které ma tvar
a) rota¢niho kuzele o vySce h = r, pfi¢em?z orientace kuZele je podle obr. 24a,
%)
b) koule (obr. 24b).
Vypoctéte, jakd ¢ast x/r téliska méfend od jeho nejvyssiho bodu bude nad
hladinou.

a) b)

Qo‘_

L;,
4 0

Obr. 24 Ocelové télisko ve rtuti: a) kuzel, b) koule

5Kuzel téchto proporci bude v uvedené poloze plovat stabilné.
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15.

16.

17.

Plovani volné tyce se zavazim

Homogenni pfimé tenka ty¢ délky [, konstantniho pfiéného prifezu S a

hmotnosti m je na jednom konci zatizena zdvazim o hmotnosti m' zanedba-

telnych rozméri. Vlozime-li ty¢ do nadoby s vodou (o = 1000 kg-m~3), plove

tak, Ze je ponofena ¢ast délky a (0 < a < l) na strané zavazi (obr. 25).

a) V jakém vztahu je hmotnost zdvazi m' k hmotnosti m tyce, jestlize ty¢
muze plovat pod libovolnym thlem?

b) Jaka je hustota g; tyce?

Reste obecné a pro a = a; = %L a=ay= é
0
l o m o ! 0t a h
m 4 4
Obr. 25 Plovouci ty¢ se zadvazim Obr. 26 Plovani zavésené tyce

Plovani zavésené tyce

Tenké ty¢ o délce I a hustoté o; je na hornim konci oto¢né zavéSena ve vysce
h nad hladinou a spodnim koncem ponotfena do kapaliny o hustoté o > o4
(obr. 26). Vypoctéte délku z ponofené ¢asti a odchylku a tyce od svislého
sméru. Provedte diskuzi vysledki vzhledem k vySce zavésu h.

Stabilni plovani tramu

Dlouhy tram ¢tvercového priirezu volné
plove ve vodé tak, ze jedna z jeho stén
se nachazi nad hladinou a je s ni rov-
nobézné (obr. 27). Jaky musi byt vztah
mezi hustotou g, trdmu a hustotou p
vody, aby tato poloha tramu byla sta-
bilni?

Obr. 27 Plovouci tram
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2 PROUDENI KAPALIN (hydrodynamika)

2.1 Ustalené proudéni idealnich kapalin

vvvvv

jednotlivé c¢astice kapaliny snadno méni svou vzajemnou polohu. Pokud pti
pohybu kapalin prevazuje pohyb v jednom sméru, mluvime o proudéni kapalin.

V pohybujici se kapaliné mé kazda jeji ¢astice uréitou rychlost v, jejiz veli-
kost a smér se mize ménit v zavislosti na poloze a ¢ase. Je-1i rychlost v ¢asové
nepromeénna, jde o dulezity zvlastni pripad proudéni, které se nazyva ustdlené
neboli staciondrni. Je-li v ¢asové proménné, jde o proudéni nestaciondrni.

Pohybovy stav kapaliny popisujeme a znazorhujeme vektorovym polem
rychlosti neboli rychlostnim polem definovanym v prostoru, ktery zaujima ka-
palina. Matematicky pouzivime k znazornéni rychlostniho pole funkce, geo-
metricky je znazoriujeme pomoci proudnic. Proudnice je myslend orientovand
cara, jejiz tecna v libovolném bodé€, avsak v urcitém okamziku md smér rychlosti
v pohybujici se cdstice (obr. 28a). Hustota proudnic (tj. jejich pocet procha-
zejici jednotkovou plochou postavenou kolmo k ¢ardm) se voli tak, aby byla
umeérnd velikosti rychlosti v v uvazovaném misté. Proudnice tak podavaji ob-
raz o rozlozeni rychlosti kapaliny v uréitém case.

a) b)

C
Obr. 28 a) Proudnice. b) Proudov4 trubice

Urcéitym bodem prostoru muze prochazet jen jedna proudnice. Proudnice
se nemohou protinat, jinak by castice kapaliny méla v ur¢itém bodé a oka-
mziku rychlost dvou smérti. Zvolime-li v proudici kapaliné uzavienou rovinnou
kiivku, kterd protind jednotlivé proudnice jen jedenkrat (viz kiivku C na obr.
28b), vytvaieji uvazované proudnice Gtvar, ktery se nazyva proudovd trubice.
Vymezuje-li k¥ivka C' dostate¢né malou plochu, pak kapaliné uvnitt této trubice
se tika proudové vldkno.

Nejjednodussim proudénim je ustdlené (staciondrni) proudéni idedlni kapa-
liny, tj. kapaliny, kterd je dokonale tekuta a nestlac¢itelnd (¢ = konst.). Prou-
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dové trubice miize mit v tomto p¥ipadé tvar vélce (obr. 29). Objem kapaliny,
ktery protece uvazovanym prufezem za jednu sekundu se nazyva objemouvy pri-
tok Qy. Je roven objemu kapaliny ve valci o podstavé S a vySce v:

Qv = Sv. (13)

Jeho jednotkou je m3 - s~ 1.

neni jiz rozlozeni rychlosti po priifezu S stalé, misto od mista se rychlost méni.
Pri malych rychlostech jsou rozdily malé a proudéni je lamindrni, u néhoz
proudnice méni smér jen pozvolna. Od urcité kritické rychlosti prechézi prou-
déni na turbulentni, které se vyznacuje prudkymi zménami sméru rychlosti.
Proudnice vytvareji viry. O proudéni skuteénych kapalin pojednava mj. text
[14]. V predloZeném textu se omezime jen na proudéni idedlnich kapalin, o kte-
rém budeme predpokladat, Ze je staciondrni a nevirové.

\ \ \
T T | ]
', LA P A — v
| ! i — - —t—
F%—FA | | 7
/ . . S, ]
S So
Obr. 29 Proudovéa trubice pri
ustaleném proudéni Obr. 30 K rovnici kontinuity

2.2 Rovnice kontinuity

Protoze idealni kapalina je tekutina bez vnitiniho tfeni, bude jeji rychlost ve
vSech bodech pfi¢ného prufezu S proudové trubice stejna. Protoze je vedle
toho idedlni kapalina dokonale nestlacitelnd, nemiize se pti proudéni v zadném
misté hromadit. Proto musi kazdym priifezem proudové trubice za stejnou dobu

protéct kapalina o stejném objemovém pritoku (13):

‘Qv = Sv = konst. ‘ (14)

Toto je rovnice kontinuity neboli rovnice spojitosti toku idealni kapaliny.
Budeme-li jako priklad uvazovat trubici, jejiz prarez se zvétsi z obsahu Sy
na Sy (obr. 30), bude kapalina proudit tak, ze

. v S
Sivy = Syvs,  neboli i = s_; (15)
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2.3 Bernoulliho rovnice

Nyni se budeme zabyvat vztahem mezi rychlosti v proudici nestlacitelné ka-
paliny, jejim tlakem p a vysSkou h uvazovaného prifezu nad zvolenou nulovou
hladinou. Vztah odvodime dvéma zpiisoby, které vsak maji spole¢ny zaklad —
— zdkon zachovdni mechanické energie.

i =pS
7 Fy =p2Sy

Obr. 31

N K odvozeni Bernoulliho rovnice
1

ha S

Méjme proudovou trubici s kapalinou o hustoté ¢ = konst. V této trubici
si vymezime kapalné téleso mezi dvéma kolmymi prifezy S; a Sy a vyjadrime
zmeénu jeho energie v kratkém ¢asovém intervalu, béhem kterého obéma prifezy
protecou elementy kapaliny o stejné hmotnosti

Am = QSlAll = QSQAlQ (16)

a celé téleso ponékud zméni polohu. Pro urcitost predpoklddejme, ze S; > S,
a hy > hy (obr. 31). Zména kinetické energie uvazovaného télesa je rovna cel-
kové praci vSech vnéjsich sil, které na téleso pusobi béhem daného ¢asového
intervalu. Je to tlakova sila F; o velkosti p1 Sy, ptuisobici na prafez S; ve sméru
pohybu, tlakova sila Fs; o velikosti po.Ss ptisobici na prifez S, proti sméru
pohybu a tihové sila Fg, jejiz ptisobeni je rozlozeno v celém objemu uvazova-
ného télesa. Préace tihové sily je rovna tbytku potencidlni energie tithové celého
télesa tj. rozdilu potencialni energie tihové elementu, ktery protekl prarezem
S1 a potencidlni energie tthové elementu, ktery protekl prurezem Ss. Prirts-
tek kinetické energie uvazovaného télesa podobné urc¢ime jako rozdil kinetické
energie elementu, ktery protekl prifezem S, a kinetické energie elementu, ktery
protekl prifezem S;. Vztah mezi celkovou praci vykonanou vnéjsimi silami a
prirtistkem kinetické energie uvazovaného télesa tedy muizeme vyjadrit rovnici

1
Amg(hl — hg) +p151All _pQSQAl2 = EAm(vg — ’U%) .

36



Dosadime-li za hmotnost elementt z (16) a vydélime-li rovnici elementem ob-
jemu AV = S1Al; = S;Al,, dostaneme

1
09(hy — ha) +p1 —p2 = EQ(U% —v}),

1 1
§QU§+h199+p1 = §Qvg+h299+p2 = konst. , (17)

coz je Bernoulliho rovnice ve tvaru pro tlaky.

Diive, nez rozebereme vyznam jednotlivych ¢lentt Bernoulliho rovnice, pro-
vedeme jesté druhou variantu odvozeni této nejvyznamnéjsi rovnice mechaniky
tekutin.

Podle zékona zachovani mechanické energie se musi ptiristek kinetické ener-
gie elementu kapaliny v uz$im prifezu trubice projevit itbytkem jeho potenci-
alni energie tak, aby celkovd mechanické energie elementu zistala zachovana,
tj. aby Ex + E, = konst. Element kapaliny o hmotnosti Am = pAV bude mit
kinetickou energii

Ey = lAmv2 = lQAVUQ.
2 2
Potencialni energie elementu kapaliny bude mit dvé slozky: tthovou Amgh =
= oAV gh a tlakovou pAV, nebot podle vztahu (5) m4 tlak v kapaliné vyznam
potencidlni energie tlakové vztazené na jednotku objemu. Celkové potencialni
energie elementu kapaliny tedy je

E, = oAV gh + pAV .

Podle zakona zachovani energie musi platit
1 2
By + By = SAVO? + (ogh + p)AV = konst.

Po déleni objemem AV dostaneme rovnici

%902 + hog + p = konst. , (18)

coz je struény zapis rovnice (17). Bernoulliho rovnice je tedy zdkon zachovdni
mechanické energie idedlni kapaliny, ktery je ve tvaru (17) a (18) vztaZen na
jednotkovy objem kapaliny.

Vyznam jednotlivych ¢lenti rovnice (18):
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=ov® ... kinetickd energie kapaliny o jednotkovém objemu a soucasné dy-
namicky tlak, ktery je dan rychlosti toku kapaliny. Zabrzdime-li
kapalinu z rychlosti v na nulu, zvysi se v daném misté tlak kapa-
liny o hodnotu dynamického tlaku

hog ... potencidlni energie tihovd kapaliny o jednotkovém objemu a sou-
¢asné tlak v kapaliné dany polohou v tithovém poli popsanou vyskou
h od zvolené nulové hladiny

P ... potencidlni energie tlakovd kapaliny o jednotkovém objemu a sou-

¢asné tlak v proudici kapaliné

Bernoulliho rovnici (18) pro tlaky miZeme piepsat do tvaru pro vysky tim,
7e ji vydélime pg tedy tihou kapaliny o jednotkovém objemu:

UQ

5 +h+ L2 —konst. = H (19)
g 09

Vyznam jednotlivych ¢lenti rovnice (19):
2

12)— rychlostni vyska — je rovna vysce, ze které by element kapaliny musel
g padat volnym padem, aby velikost jeho rychlosti dosdhla hodnoty v
h ... geodetickd vyska (nebo téz mistni vyska) je skuteénd vyska daného
elementu kapaliny nad zvolenou nulovou hladinou
L takovd vyska — je to vyska, do niz kapalina o hustoté g vystoupi
9 v tithovém poli, je-li tlak na zvolené nulové hladiné pravé p, resp. je
rovna vysce sloupce kapaliny o hustoté g, ktery vyvola hydrostaticky
tlak p
H ... celkovd efektivni vyska, kterd podle (19) zstava pfi proudéni ideélni

kapaliny konstantni.

U skutecnijch kapalin dochazi pii proudéni v dusledku vnitiniho tieni
k abytku celkové mechanické energie kapaliny. Projevuje se to tim, 7e v Ber-
noulliho rovnici (18) a (19) jiZ neni na pravé strané konstanta. V rovnici (19)
se to Tesi tim, ze na levou stranu rovnice pro skute¢né kapaliny se pripoji ztrd-
tovd vyska. Jeji vypocet pro laminarni pritok viskézni kapaliny trubici stalého
prifezu je napt. v [14], str. 32.

Jako jednoduchy ptiklad na uziti Bernoulliho rovnice si popiSeme proudéni
idealni kapaliny vodorovnym potrubim podle obr. 32, tedy pro A = konst.
V tomto p¥ipadé se rovnice (18) zjednodusi na tvar

%gzﬂ + p = konst.

UvaZujme, Ze potrubi ma tii rizné prufezy S; > S3 > Ss.

38



Ts
hs

=>
- >
3
=
o
\ >

’?
95)
M
5
-0-«}—
B
|

|
xS

Obr. 32 Proudéni kapaliny vodorovnym potrubim o proménném priifezu

Podle rovnice kontinuity plati Syv; = Ssvs = S3zvz. Mezi rychlostmi v jed-
notlivych prirezech bude tedy vztah vy < vy < vs. Pak podle Bernouuliho
rovnice bude p; > ps > pa. Vysky hy a hg sloupci kapaliny v tlakomérech Ty
a T3 udavaji pretlak kapaliny v daném misté oproti atmosférickému tlaku,tedy

P1 —Da = h10g, D3 — Da = h30g.

Situace na obr. 32 predpokladéa, ze v prifezu Sy bude rychlost v, tak velika,
7e v tomto misté vznikne podtlak:

P2 — Pa = —h20g, meboli p, —ps = hoog.

Udélame-li v nejuzsim misté do potrubi otvor, bude se zde nasavat vzduch.

Bernoulliho rovnici si miizete experimentalné ovérit jednoduchymi pokusy
doma v koupelné:

1. Na hladinu vody v umyvadle polozte pingpongovy micek. Na plovouci
micek nyni nechte z boku dopadat proud vody z kohoutku (obr. 33a). Proud
vody nebude lehky micek odplavovat, jak by se podle ,selského* (nepouce-
ného) rozumu zdélo, ale naopak pfitahovat. V mistech, kde dopada voda, se
plisobenim piekdzky — mi¢ku — zvétsuje rychlost proudici vody (proudnice se
zde zahu$tuji). Podle Bernoulliho rovnice je zde tedy mensi tlak vody nez je
tlak vody na protilehlé strané micku, ale i tlak vzduchu nad hladinou. Proto
prevladne tlakova sila smérem do proudu vody. Se stejnym tkazem se miizete
setkat u jezu rozvodnéné feky. Lehky objemny piredmét, ktery voda v fece unasi
(napiiklad prazdny uzavieny sud), se pod jezem vraci proti proudu feky zpét
k jezu.
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Obr. 33 Experimenty s pingpongovym mickem v umyvadle

2. Dostate¢né silny proud vody nyni nechte dopadat na vrchol plovouciho
micku. Ten jej zatlaci pod vodu, i kdyZz pred tim ploval podstatnou ¢asti svého
objemu nad hladinou (obr. 33b). Pfevladl zde a¢inek dynamického tlaku (prou-
dici voda se na vrcholu micku zastavila) nad vztlakovou silou podle Archime-
dova zékona. MiiZzeme zjistit, ze hloubka ponotfeného micku zavisi jak na rych-
losti proudu vody, tak na jeho mohutnosti. Stejny jev se mize stat osudnym
plavci, ktery plave v tni pod jezem. Padajici voda jej miize nebezpecné vtlacit
pod vodu a pusobenim prvého efektu se bude z tohoto prostoru jen obtizné
vymanovat.

Popsané experimenty demonstruji dva z jevi, které se v literature oznacuji
jako hydrodynamické paradozon. Praktickych disledki Bernoulliho rovnice pro
kapaliny (obecné pro tekutiny) se vyuZzivd u fady zafizeni, jako jsou vodni vy-
vévy, podtlakové rozprasovace, karburatory. Vysvétluje se ji i nosn4 sila kiidla
letadla. V nasledujicich prikladech 5 az 7, 15 az 17 a v tlohach 18 az 27 jsou
uvedeny vyznamné a zajimavé aplikace Bernoulliho rovnice.

Priklad 5 — Torricelliho vztah

Odvodte Torricelliho vztah pro vypocet rychlosti vytoku idedlni kapaliny o hus-
toté o otvorem ve dné nddoby, v ni7 je hladina kapaliny ve vySce h nad vyto-
kovym otvorem (obr. 34). Pfedpokladejte, Ze pFi¢ny prirez nddoby je mnohem
vétsi nez pri¢ny prirez vytokového otvoru.

Reseni

Torricelliho vztah miizeme odvodit dvéma zptsoby:

1. zpisob — z Bernoulliho rovnice

Zvolime si dva prifezy: hladinu, kde velikost rychlosti je zanedbatelna, tlak je
pa a vyska h a vytokovy otvor, kde rychlost ma velikost v, tlak je p, a vyska
je 0. Pak podle (17) je
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1
hog + p. = QQ’UQ + Da.
Odtud
v =+/2¢gh, (20)

coz je Torricelliho vztah.
Pa

2. zpisob — ze zdkona zachovani energie gl /
Necht za ur¢ity casovy interval vytece
z nddoby kapalina o hmotnosti Am rych- h
losti v. M& kinetickou energii FEy =
= tmv?. Tento vytok se projevi tbyt-
kem kapaliny o hmotnosti Am u hla-
diny, kterd ma potencialni energii, o niz se D
zmensi celkova potencidlni energie kapa-

liny v nddobé, tedy AE, = —Amgh. Pii-

ristek kinetické energie je podle zdkona

zachovani energie roven ubytku potenci-  Qbr. 34

alni energie. Tedy K odvozeni Torricelliho vztahu

AEy + AE, =0, neboli %Amv2 — Amgh =0.

Odtud po vydéleni Am a tGpravé dostavame vztah (20).

Porovndni vyjtokové rychlosti s rychlosti volného padu
Pokud element kapaliny dopadne volnym padem z vysky h za dobu ¢, plati
1 2h

_ 1 . el
h—29t, z toho t= 7

Velikost rychlosti dopadu je

v :gt:g,/%h =+/2gh.
Dospéli jsme opét k Torricelliho vztahu. Rychlost kapaliny vytékajici otvo-

rem v hloubce h pod hladinou ma tedy stejnou velikost, jako kdyby dopadala
volnym péadem z vysky h.

Priklad 6 — Pitotova trubice

K méfeni rychlosti proudéni tekutin (kapalin i plyni) lze uzit Pitotovu trubici.
Je to trubicka o konstantnim pri¢ném prirezu, jejiz jeden konec je zahnuty
do pravého thlu. Trubicka je vlozena do proudu tekutiny tak, aby zahnuty
konec sméfoval proti proudu (obr. 35). Necht uvazovanou tekutinou je kapalina
o hustoté p. Proud kapaliny se pred otvorem trubice zastavi a kapalina v trubici
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vystoupi do vysky h;. K uréeni hydrostatického tlaku v kazdém misté piri¢ného
prutezu proudu kapaliny (zména hydrostatického tlaku podél svislice priifezu se
zanedbava) slouzi druhd trubice, jejiz osa je kolmé k proudnicim. V ni kapalina
vystoupi do vysky ho. Urcete rychlost kapaliny.

Ty Ty
gl Ah
h
hy |
-
=/ 9 v oV

Obr. 35 Pitotova trubice

Reseni

Pouzijeme Bernoulliho rovnici (19) pro dva body 1, 2 proudu, které se nachézeji
ve stejné geodetické vysSce, pricemz bod 1 je v usti Pitotovy trubice, kde se
proud kapaliny zastavi (v; = 0). Tlak p; v tomto bodé je uréen vyskou hy
v tlakoméru T4, tj. p1 = h10g. Bod 2 je libovolny bod osy, kde vo = v je hledana
rychlost proudu a tlak métreny tlakomérem Ts je po = hspg. Z Bernoulliho
rovnice (19) dostaneme

1 2(p1 —
P1 :p2-|-§gv27 v = w:\/Zg(hl—hQ):\/QgAh.

Praktickym provedenim této soustavy dvou trubic je Prandtlova trubice u které
se piimo ¢te rozdil vysek Ah diferencidlnim manometrem (srovnej s obr. 36).
Meéreni neni zcela presné.

Priklad 7 — Venturiho trubice

K méfeni rychlosti proudéni kapalin v potrubich a tim i k méfeni objemového
pritoku se pouzivd Venturiho trubice. Je to vodorovna trubka kuzelovité se
zuzujici z puvodniho prifezu S; do prufezu S;. Poté se v difuzoru prufez po-
zvolna rozsifuje do ptvodni velikosti S; (obr. 36). Jsou ddny praméry potrubi
dyi, do v prurezech 1, 2. Zména velikosti rychlosti kapaliny o hustoté g zpiisobi
i zménu tlakt. Jejich rozdil v prafezech 1, 2 zjistime diferencidlnim manomet-
rem napi. ve tvaru U-trubice. Je-li zméfen rozdil Ah sloupct méfici kapaliny
o hustoté o,,, urcete
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a) rychlost v; kapaliny v priifezu S; potrubi,
b) objemovy pritok Qv potrubim.

0 ! Vi ! Vo _ !
T - T . T
| IS |
| S1 122 | S1
| |
. .’ ’ g
diferencidlni Ah l
manometr
Obr. 36 Venturiho trubice
Reseni

a) Pro prifezy 1, 2 napiSeme rovnici kontinuity (15) a Bernoulliho rovnici (17)

2
_0v3

ovt
v1S1 = 1257, T+p1—7+p2~

7 toho o
2 255

vé = .

1 Q(Sf 522)(]31 p2)

Rozdil tlakt uréime diferencidlnim manometrem: p; — ps = Ah(om — 0)g.
Pak rychlost kapaliny v prarezu S; potrubi je vy = KvAh, kde

. 2g <Qm ) 2 2g (gm )
K=28,]—2 (8 _1)=¢g fm g
2\/55—55 0 Noat—dai \ o

je konstanta Venturiho trubice pro danou dopravovanou kapalinu.
b) Objemovy prutok kapaliny protékajici potrubim je

nds .
QV = 51’01 = TI\ VAh
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Piiklad 8 — experimenty s plastovou lahvi

Opattete si dvou nebo 1,5litrovou plastovou lahev, jejiz stény jsou co nejméné
profilovany. Je tieba, aby se v jeji horni poloviné nachézela valcova ¢ast o vysce
(ho) asi 50 aZ 75 mm (tuto podminku spliiuji jen nékteré lahve na trhu). V jeji
svislé (valcové) spodni ¢ésti vyvrtejte kruhovy vytokovy otvor o priméru 4 az
6 mm a jeho okraj peclivé vyhladte jemnym pilnikem. Déle si opatiete asi
200 mm dlouhou sklenénou nebo plastovou trubicku o vnitinim priméru 3 az
6 mm (v nouzi lze pouZit ,bréko* k piti ndpoji) a podle jejtho vnéjsiho pri-
méru vyvrtejte otvor do vicka lahve, aby jim §la trubicka jen tésné prostréit.
Trubicku zasufite po dolni okraj valcové ¢asti, do vysky h nad vytokovy otvor.
Vytokovy otvor uzaviete vhodnou zatkou, nejlépe kuzelovou z pryze. Dostali
jste tak Mariotovu lahev, pomoci niz si v experimentech podle obr. 37 ovérite
zékladni jevy spojené s vytokem vody otvorem ve sténé nadoby. Na pracovni
stl umistéte vhodny podstavec, napt. stolicku, a na jeho okraj postavte Mari-
otovu lahev. Vétsi fotografickou misku polozte na stil tak, aby do ni dopadala
voda z Mariotovy lahve po otevieni vytokového otvoru.

TIl pa
l/hg(po
g
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h
dg vy
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\
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N\ [\

Obr. 37 Vytok vody z Mariotovy lahve
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A) Zaddni teoretické cdsti

a) Vysvétlete, jaky jev nastane p¥i otevieni vytokového otvoru B a odvodte
vztahy pro vypocet tlaku py nad hladinou, velikosti vy vytokové rychlosti a
doby tg, za niz se vyska hg zmen$i na nulu.

b) Vytokovy otvor B necht lezi ve vySce H nad hornim okrajem misky, do
které dopadd voda. Odvodte vztah mezi vySkami h, H a dalkou D dopadu
vodniho paprsku do bodu C' vodorovné roviny prolozené hornim okrajem
misky, ma-li rychlost vy vodorovny smér.

¢) Navrhnéte metody pro experimentalni uréeni (nepiimé méteni) rychlosti vp.

B) Zadani experimentalni édsti

d) Provedte kvalitativni pozorovani vytoku z Mariotovy lahve a sefidte expe-
rimentalni soustavu tak, aby co nejlépe odpovidala teoretickym predpokla-
dam.

e) Provedte méfeni potfebnych veli¢in a vypoctéte velikost rychlosti vy véetné
odchylek zmétrenych a vypoctenych veli¢in. Vysledky ziskané rtiznymi me-
todami porovnejte.

f) Kvalitativné sledujte vytok z lahve s otevienym hrdlem.

g) Kvalitativné sledujte vytok z lahve s t&sné uzavienym hrdlem a provedte
vyklad sledovaného déje.

Reseni

A) Teoretickd cast

a) Jakmile otevieme vytokovy otvor B, trubicka T se velmi rychle zaplni vzdu-
chem a tlak na jejim spodnim konci A bude roven atmosférickému tlaku p,.

Proto je pro vytokovou rychlost urcujici vyska h. Podle Torricelliho vztahu
(20) bude mit vytokova rychlost vy velikost

vg = v/2gh. (21)

P1i postupujicim vytoku s lahve bude h = konst. a tedy i vg = konst.,
kdezto vyska hg se bude zmenSovat konstantni rychlosti. ProtoZze v bodé A
je atmosféricky tlak p,, bude v prostoru nad hladinou podtlak

Do = Pa — hoog .

Ten se bude v pribéhu vytoku zmensovat tak, ze trubickou T bude do
prostoru nad hladinou probublavat vzduch. Rychlost v, se bude udrzovat
konstantni jen do okamziku, kdy hladina klesne k tsti A trubicky. Poté se
bude vytokova rychlost spojité zmensovat, az hladina klesne k vytokovému
otvoru.
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Budeme-li predpokladat, ze ve vytokovém otvoru nedojde ke kontrakci
vodniho paprsku (ve skute¢nosti je kontrakce vyznamné — viz experimentalni
¢ast), pak pro dobu tg, za niz se vySka hg zmen§i na nulu, mizeme uZitim
rovnice kontinuity pséat

nd® hy  wd? , ho (AN he [d\
4 to 4 Yo febot 0 Vo do \/2‘gh do ' ( )

kde d je pramér valcové ¢asti lahve a dy je praumér vytokového otvoru.
b) Jde o vodorovny vrh z vysky H pocatecni rychlosti vy. Pro dadlku D vrhu
do vodorovné roviny plati

2H
D= Uot =004/ — - (23)
g

Po dosazeni za vy z (21) dostaneme hledany vztah

D
D =2vhH, neboli —=1. 24
2vVHh (24)
¢) K urceni velikosti vytokové rychlosti vy miiZzeme na zdkladé predchézejici
teorie pouzit t¥i metody:
1. Po zméreni vysky h vypocteme velikost vy vytokové rychlosti pouzitim
Torricelliho vztahu (21).
2. Po zméteni vysky hg, prumért d, dyg a doby to vytoku, za kterou se
hladina rovnomérné posune o hg, pouzijeme vztah (22), ze kterého pro
velikost vytokové rychlosti plyne

ho { d\?

!

=2 | = . 2
UO tO <d0> ( 5)

3. Pozméreni vysky H vytokového otvoru nad rovinou horniho okraje misky
a délky D, do niz paprsek v této roviné dopadne, pouZijeme vztah (23),
ze kterého pro velikost vytokové rychlosti plyne

ol :D,/%. (26)

Pro idedlni kapalinu musi byt vy = v = v{. Protoze budeme experimento-
vat se skute¢nou kapalinou, nebude tato rovnost presné splnéna.
B) Ezperimentdlni ¢dst

d) Kvalitativni pozorovani jevii je nezbytnym tGvodem k nagemu experimentu.

V jeho ramci provedeme sefizeni experimentalni soustavy. Predevsim zkon-
trolujeme, zda vytok z lahve je vodorovny. Upravime zastréeni trubicky —
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jeji dolni konec vymezuje dolni okraj valcové ¢asti o vysce hg. Fotografickou
misku umistime do vhodné vzdalenosti, poloZzime na ni tycovy metr a po-
moci olovnice jej posuneme tak, aby jeho pocatek byl presné pod vytokovym
otvorem.

e) ZméFime nejprve konstantni veli¢iny experimentalni soustavy:

e Primér d horni valcové ¢asti lahve zméiime vét$im posuvnym méri-
dlem nebo méfenim obvodu pomoci prouzku papiru. Odec¢teme dvakrat
tloustku stény.

e Priamér dy otvoru zméfime posuvnym métidlem.

e Vzdalenosti h a hg a vysku H vytokového otvoru nad hornim okrajem
misky zméfime ocelovym nebo sklddacim metrem.

Po opétovném sestaveni aparatury otevieme vystupni otvor B a pomoci
stopek zmérime dobu #g, za kterou hladina klesne pres vymezeny tisek hg do
bodu A. VSimnéte si, ze v dusledku probublavéani vzduchu trubickou T je
vytok ponékud neklidny. Proto dalku vrhu D odecteme na ty¢ovém metru
az v okamziku, kdy hladina pravé klesne k bodu A a tok se uklidni.

N4&s experiment je vhodnou pfilezitosti, abychom se naudili provadét sou-
stavnd fyzikalni méfeni veli¢in véetné vyhodnoceni odchylek namérenych a
vypoc¢tenych veli¢in. Teorie a praktické postupy zpracovani jsou v [15]. Zde
uvedeme jen nezbytny piehled.

1. Mérené veliciny

Mérené veli¢iny jsou zatizeny chybami. Méfime proto opakované a k vy-
hodnoceni ndhodnych chyb vyhodné vyuZzijeme kalkulator se statistickym
programem. Do vymazanych pamétovych registrii vlozime n naméfenych
hodnot mérené veli¢iny, pricemz n volime 5 az 10. Smérodatnou odchylku
aritmetického priméru sz urc¢ime pomoci smeérodatné odchylky jednoho mé-
Tent on_1 nebo pomoci stredni kvadratické odchylky jednoho méreni oy,
které mame na kalkuldtoru. Dopocitame ji podle vzorce

On—1 _ On

N vn—1

a spravné zaokrouhlime na dvé platné cifry. Podrobnéjsi informace je v [15].
Vyznamna je i chyba pouZitého mévidla (odchylka s,,), kterd je v nasi

uloze zpravidla vétsi nez ndhodné chyba. Proto pocitame celkovou chybu

(odchylka s.) podle pfiblizného vzorce, ktery vyplyvé z kvadratického (Gaus-
sova) zdkona hromadéni chyb [15]:

Sc R \[S% 4 s2, .

Sz =
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2. Vypoctené veliciny
Chybu sz vypocitané velic¢iny, kterd je s méfenymi veli¢inami vazana funkdc-
nim vztahem

uw=Kz" -y 2¢ ...,
kde K je multiplikativni konstanta, a, b, ¢ jsou konstantni exponenty z oboru
redlnych ¢isel, vypocteme podle vzorce (viz napf. [15]):

Sz 2 ST 2 Sz 2
Sg=T1 (a%) +<bfy> +<cé> + ...,
T Y z

kde w je hodnota vypoctené veli¢iny ziskand dosazenim aritmetickych pri-
mért namérenych veli¢in.

Piiklad méfeni s Mariotovou lahvi
Byla pouzita 1,5litrova plastova lahev. Sklenéna trubicka méla délku 200 mm
a vnitini pramér 5,5 mm.
1. Mérené veliciny
o Vnéjsi priumér d' lahve (méfeno velkym posuvnym mé¥idlem s dvacetidil-
kovym noniem, s, ~ 0,05 mm)
) 1 2 3 4 5 6 7 8
d/mm | 84,8 | 84,7 | 84,5 | 84,6 | 84,7 | 84,7 | 84,6 | 84,9

d =84688mm, sy = 0,044 mm,

Se & 1/0,0442 1+ 0,052 mm = 0,067 mm, d' = (84,688 + 0,067)mm.
Korekce na tlou$tku stény lahve 2 x 0,25 mm:

d=4d - 0,50 mm = (84,19 + 0,07)mm.

e Primér dy vijtokového otvoru (méfeno posuvnym méfidlem s dvacetidilko-
vym noniem, $,, & 0,05 mm)
7 1 2 3 4 5 6 7 8
dp;/mm | 5,40 | 5,30 | 5,35 | 5,45 | 5,40 | 5,30 | 5,35 | 5,45

do = 5,375 mm, sz, = 0,021 mm,

se & 1/0,0212 + 0,052 mm = 0,054 mm,  do = (5,38 + 0,06)mm.
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o Vyska H vytokového otvoru nad rovinou horniho okraje misky (méfeno oce-
lovym pravitkem, s, &~ 0,5 mm)

i 1 2 3 4 5 6 7 8
H;/mm | 498 | 497 | 497 | 498 | 497,5 | 497 | 498 | 497

H = 49744 mm, sz = 0,18 mm,
Se & 4/0,182 4+ 0,52 mm = 0,53 mm, H = (497,4 £+ 0,6)mm.
e Horni vyska ho v lahvi (méfeno plastovym méfitkem, s, ~ 1 mm)

i 123456 []7] 8]
hoi/mm [ 71 [ 70 [ 70 [ 69 [ 71 | 70 | 71 [ 715 |

ho = 70,44 mm, s; = 0,29 mm,
Se & 1/0,292 + 12 mm = 1,04 mm, ho = (70,4 + 1,1)mm.
o Spodni vyska h v lahvi (méFeno plastovym méfitkem, s, &~ 1 mm)

i 1 2 3 4 ) 6 7 8
hi/mm | 145 | 147 | 147 | 146 | 145 | 146 | 146 | 146.5

h=146,06 mm, sy = 0,28 mm,
Se & /0,282 + 12 mm = 1,04 mm, h = (146,1+1,1)mm.
e Doba ty vygtoku (méfeno digitdlnimi stopkami, s, =~ 0,01 s)

i 1 2 3 1 5 6 7 8
toi/s | 15,1 | 15,6 | 15,8 | 15,5 | 15,3 | 15,4 | 14,9 | 15,2

fTo=1535s, s;, =0,11s,
sem /OI12 4 00125 = 0,115, to = (15,35 + 0,11)s.
e Dalka D dostiiku (méfeno tyCovym metrem, sy, & 1 mm)

1 1 2 3 4 5 6 7 8
D;/mm | 505 | 490 | 505 | 500 | 515 | 500 | 510 | 525

D =506,3 mm, sz =3,8mm,
Se & 4/3,82 4+ 12mm =40 mm, ¢, = (506,3 £+ 4,0)mm.
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2. Vypoctené velic¢iny
e Vytokovad rychlost podle jednotlivych metod

1. vo = V2gh, s3, =Tok, wvo=(1,693%0,007)m s".

2
h d
2’06:t—00<d—> s

0
2 2 2 2
S5 7 = 53
-l CE) (4] ()

34+0,03)m-st.
S+ 2 S 2
3 H:_ :D _H
\/2H’ <D>+<2H>’
(1,59 4+ 0,02) s~

e Porovndni vysledki ziskaniych ruznymi metodami

2 2
)V SR 7Y 57y "= 0,674 0,03
g_’UO.’ Sél— 66 + 60 ] g_ bl Y *
2 2
g = U0 s = [ () 4 (S ¢ = 0,94+ 0,01
_’UO-’ & 56’ Vg ’ - ’ '

3. Zavéry k méreni rychlosti

1. Metodou zaloéenou na vodorovném vrhu jsme zis-
kali hodnotu v kterad je jen o 6 % mensi ne7 teo-
reticka hodnota vo vypocitana z Torricelliho vzorce.
Odchylka je patrné zptisobena vnitfnim tfenim ve vy-
tékajici kapaliné.

2. Metodou zaloZenou na rovnici kontinuity jsme ziskali

podstatné mensi hodnotu v{, kterd je o 33 %mensi Pa—
nez teoretickd hodnota vg. I v tomto pripadé se uplat-
nuje vnitini tfeni v kapaliné. Tato metoda je vSak

jesté zatizena velkou soustavnou chybou danou kon-
trakei proudové trubice pifi vytoku (obr. 38). Tato 4
kontrakce je zptusobena zménou hybnosti elementi Qbr. 38
kapaliny v okoli vytokového otvoru a s tim spoje- Kontrakce
nym zakfivenim proudnic. (Hybnost mé smér tecny pii vytoku

k proudnici v uvazovaném misté.) Podrobnéji se lze

dodist o vlivu kontrakce na vytok napt. v [4], str. 380.
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Dalsi experimenty s lahvi podle zaddni

f) Po odsroubovéni zatky s trubi¢kou T se zcela zméni podminky experimentu:
h bude proménné, a tim bude proménné i vy a D. Experiment provadime jen
kvalitativné — sledujeme, jak se se zmengujicim se h spojité zmensuje i D.

g) Uzavieme-li naopak hrdlo lahve tésnici zdtkou nebo dlani, vzniké pii odtoku
vody z lahve v uzavieném prostoru nad hladinou podtlak, vytece jen urcité
malé mnozstvi vody a vytok se kratce prerusi probublanim jistého mnozstvi
vzduchu. Tim dojde ke zvétseni tlaku, odtece dalsi ¢ast vody, atd. Lahev se
tak postupné vyprézdni (viz rovnéz piiklad 16). Pokud by vytokovy otvor
byl velmi maly (Imm a méné), k vytoku vody z uzaviené lahve prakticky
nedojde. V tomto pripadé se jiz vyrazné projevi molekularni vlastnosti ka-
paliny (povrchové napéti ve vytokovém otvoru).

2.4 Ulohy ke kapitole 2
18. Injekéni strikacka

Injekéni stifkacka mé pist o plosném obsahu S; = 1,60 cm? a otvor jehly
o plosném obsahu S, = 1,00 mm?. Jak dlouho budeme vyprazdiiovat objem
V' = 10,0 ml roztoku, kdyz budeme na pist piisobit stalou silou o velikosti
F = 3,00 N? Predpokladejte, ze osa stitkacky je ve vodorovné poloze; vnitini

tieni neuvazujte. Hustota roztoku ¢ = 1,00 - 10° kg - m~3.

19. Nadoba s vodou ve vytahu

Na podlaze kabiny vytahu je umisténa nadoba s vodou. Ve vysce hy od pod-
lahy je ve svislé sténé nadoby maly otvor. Hladina vody je ve vysce h =
= 300 mm nad otvorem. Vytah se rozjizdi vzhiru s konstantnim zrychle-
nim a o velikosti a; = 2,00 m - s~2, poté se pohybuje ustalenou rychlosti
(s = 0) a pred konecnou stanici zastavuje s konstantnim zrychlenim
a; = —ay;. Vypocitejte

a) vytokovou rychlost v jednotlivych rezimech pohybu,

b) vodorovnou vzdalenost mista dopadu vodniho paprsku na podlahu kabiny

pfi zanedbani odporu vzduchu.

20. Vystiiknuti vody z lahve

Pri experimentu s plastovou lahvi s uzavienym hrdlem, v jejiz dolni ¢asti je
ve vy$ce H = 500 mm nad vodorovnou podlozkou maly vytokovy otvor (viz
piiklad 8, bod g), doslo pii deformaci lahve jejim zméacknutim k vystiiknuti
proudu vody vodorovnym smérem do vzdalenosti D = 950 mm. V dusledku
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21.

22,

podtlaku nad hladinou a povrchového napéti ve vytokovém otvoru vytékala
voda pied experimentem z otvoru jen velmi slabym proudem (zanedbatel-
nou rychlosti). Vypoctéte, jaky vznikl nad hladinou pifetlak oproti vycho-
zimu stavu a jakou rychlosti vytryskl proud vody z lahve. Odpor vzduchu
neuvazujte.

Hasiéska stiikacka

Motorova stiikacka ma na vystupu cerpadla hadici o vnitfnim poloméru

r1 = 26,0 mm. Vystup ¢erpadla je opatien tlakomérem, ktery ukazuje pre-

tlak vody Ap = 300 kPa. Hadice je ukoncena hubici s vystupnim otvorem

o poloméru ro = 6,20 mm. Za predpokladu, Ze voda je idedlni kapalina

vypoctéte

a) velikost vs rychlosti, kterou voda proudi z hubice, jestlize je ve stejné vysi
jako vystup cerpadla,

b) velikost v) rychlosti, je-li Gisti hubice ve vyice h = 15 m nad vystupem
cerpadla,

c) teoreticky dostiik D (pro rychlost vy) a D' (pro v4) do vodorovné roviny

prolozené Gstim hubice, kterd je od této roviny odklonéna o elevacni thel
a = 45°.

Vytok vody otvory ve sténé nadoby

V homogennim tihovém poli stoji na vodorovné desce naddoba s vodou, v niz

je udrzovana stala vyska h hladiny. Ve svislé sténé nadoby jsou nad sebou dva

otvory, z nichz jeden je ve vzdalenosti x ode dna a druhy v téze vzdalenosti

od hladiny (obr. 39).

a) Na kterd mista (méfeno od stény nadoby) dopadaji vodni paprsky vyté-
kajici z obou otvora?

b) Pro jakou polohu x = ¢ bude voda dopadat nejdale?

Vodu povazujte za idedlni kapalinu, odpor vzduchu zanedbejte.

141

D,
D,

Obr. 39 Vytok vody otvory
ve sténé naddoby
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23.

24.

Dvé nadoby

Na stole jsou postaveny dvé valcové nddoby, z nichz jedna je naplnéna vodou
do vysky h a druhd do vysky 2h. Ve sténé prvé nadoby je ve vySce h/2 ode
dna maly otvor. V jaké vysce y nad dnem druhé nadoby musi byt otvor,
aby vodni paprsek dopadal na vodorovnou desku stolu ve stejné vzdalenosti,
tedy x = 2’ (obr. 40). Urlete tuto vzdalenost. Pi feSeni predpokladejte, Ze
hladiny se udrzuji ve stalé vysce, Ze voda je idedlni kapalina a Ze neptisobi
odpor vzduchu.

2h

no| =

T

T T

!

Obr. 40 K feseni stejného vytoku ze dvou nadob

Venturiho vodomér

Ve vodovodnim (¢ = 1,00 - 10° kg - m~2) potrubi opatfeném Venturiho vo-
domérem (obr. 36 v textu) je mezi hlavnim potrubim a ziZenou ¢asti rozdil
tlakt, ktery v tihovém poli odpovida vysce Ah = 720 mm sloupce rtuti
(om = 13,6 - 10® kg - m—3). Hlavni potrubi m4 pii¢ny prifez o obsahu
S1 = 600 cm?, zlizeni ¢ast o obsahu S» = 350 cm?. Jaka je velikost vy
prutocné rychlosti v hlavnim potrubi a jaky je objemovy pritok Qv vody?
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3 Naroc¢néjsi priklady z hydromechaniky

V této kapitole je uvedeno devét vyreSenych piikladd, jejichz feSeni vychéazi
7 fyzikdlnich zdkont formulovanych diferencidlnimi vztahy a k jejichz vyreseni
je tedy nutné pouzit aparat vyssi matematiky, zejména integralni pocet. Tyto
priklady uz nejsou soucésti studijniho textu FO pro kategorii C. Pristupte k nim
az pozdéji — po zvladnuti zdkladd vyssi matematiky. Toto studium vam pak
nejen rozsiti spektrum tloh z hydromechaniky, ale bude i vhodnou ilustraci
aplikace vyss$i matematiky. Pro soustavné studium potifebného matematického
aparatu fyziky lze doporu¢it text [10].

Piiklad 9 — segmentové stavidlo

Vytok z vodni nadrze je uzavien segmentovym stavidlem, které je ¢asti valcové
plochy o poloméru r = 3,50 m vymezené rozméry a = 2,00 m, d = 2,50 m
(obr. 41). Siika stavidla je b = 3,00 m a vyska hladiny h = 6,00 m. Vypoctéte
vyslednou tlakovou silu ptsobici na stavidlo a urcete, kterym bodem prochézi
jeji nositelka.

7] O x
Y
h P
)
d
A Obr. 41
Z _ Z Schéma segmentového
stavidla

Reseni

Na element dS plochy stavidla bude v hloubce y pod hladinou ptisobit sila dF
o velikosti dF' = pgydS. Sila pusobi kolmo k valcové plose stavidla a smétuje
proto do jejiho zdvésu P. Slozky této elementdrni sily maji velikost (obr. 42a)

dF, = dF cos 3 = ogydS cos 3 = ogy dS, ,

dFy = dF'sin 8 = pgy dSsin 3 = ogy dS,,
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kde dS,, dS, jsou priméty plochy dS do rovin kolmych k piislusnym osdm.
Slozky vysledné tlakové sily dostaneme integraci pies celou valcovou plochu S,
jejiz priméty oznadime S, S,. (Meze integrald oznadime jen symbolicky —
— u integrald uvedeme S,, Sy v zdvorce.) Postupné dostaneme

h

91 h

F, = og / ydS, = o9 / by dy = ogb {y_} = ogbd <h — g) =3,49-10° N,
(S0) h=d hd

2

Fy=Qg/yd5y=99b/ydx=ng(Sl+Sz+Ss)-
0

(Sy)
0] T
T 7

Y

S1 h—d
P
Y
/

A

So
r
d
S3
B
dz b)
a

Obr. 42 K vypoctu sil ptisobicich na segmentové stavidlo

a
Integral [ydx ve vyrazu pro F, ziejmé piedstavuje obsah plochy pii¢ného
0
fezu mezi volnou hladinou a obloukem stavidla (obr. 42 b). Ta se sklada ze

tii ¢asti — obdélniku, trojuhelniku a kruhové Gsece. Obsahy prvnich dvou jsou
S1 = a(h—d), Sy = ad/2. Obsah kruhové tisece vypocitdme jako rozdil obsahu
kruhové vysece ABP a trojuhelniku ABP:

72 r?
S5 = ?(204 —sin2a) = 7(204 — 2sinacosa) =
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r2 Va2 + 2 Va2 +d? a? + d?
=3 2arcsin — 1-— 7
Pak " r
d r2 Va2 + 2 Va2 +d? a? + d?
Fy = ogb la <h — 5) + 5 <2arcsm o — . 1-— e ,

F, = 3,04 -10° N. Slozka sily F, mif{ vzhiiru a z vypoctu je zfejmé, 7e jeji
velikost je rovna tize bloku vody, ktery by se nachazel primo nad stavidlem.

Vysledna tlakova sila F vznikla slozenim elementarnich sil, které vSechny
sméruji do zavésu stavidla P. Proto i vektorova primka vysledné sily prochazi
zavésem stavidla. Jeji velikost a smér urcéime podle obr. 42c:

F,
F=,/F}+F2=463-10° N, Bo = arctgF—y =41,1°.
T

Piiklad 10 — klenbova hraz prehrady

Ptehradni hraze je vyhodné za ptiznivych geolo-
gickych podminek fesit ve tvaru relativné tenké
skotepinové klenby ze Zelezobetonu. Princip pev-
nostniho feseni hraze spociva v tom, Ze klenba
prenasi zatizeni od hydrostatického tlaku do ge-
ologického podlozi, v némz je zakotvena. Uva-
zujme takovou hraz ve tvaru ¢asti valcové plochy 7
podle obr. 43, kterd je dana Sitkou b, Ghly gy a
vyskou h. Vypoctéte velikost Fy sil, kterymi hraz
ptsobi na geologické podlozi. Pro jednoduchost
predpokladejte, ze zakotvené okraje hraze maji
svisly smér.

Numericky feste pro parametry prehrady Mal-
passet vybudované r. 1953 v hlubokém udoli
francouzské feky Reyran: b = 220 m, h = 65 m,
Bo = 30°. Piehrada zadrzovala 25 - 10 m? pitné
vody.

Obr. 43 Klenbova hraz tidolni prehrady
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Reseni

Nejprve ur¢ime hydrostatickou tlakovou silu dF,., ktera ptisobi na svisly prouzek
hraze o $i¥ce r df podél celé jeho vysky h (obr. 44). Z tohoto prouzku budeme
uvazovat plosny element dS = (r d3)dy, na ktery ptsobi elementarni tlakova
sila o velikosti pdS = (yogr dB)dy. Velikost celé sily dF, dostaneme integraci
ptes proménnou y od 0 do h:

h
1
dF,| = ogrdf [ydy = §ggh2r dg.
0

Obr. 44 K vypoctu sil piisobicich na klenbovou hraz

Piispévky dF, budeme integrovat pres tthel 3 v mezich od —f3y do fp.
Nejprve vSak rozlozime dF, na slozky dF ve sméru osy hraze a dF; ve sméru
kolmém. Je zfejmé, zZe slozka dF; se pfi integraci vyrusi se slozkou symetricky
polozenou vzhledem k ose prehrady. Velikost vyslednice F elementéarnich sil dF

o velikosti |dF| = |dF,| cos f dostaneme integraci:
Bo
Bo
ogh®r ogh?r 1 .
P [onsin 22 ] -
5 / cos #df 5 sin 8 o
—Bo
h? h?b
= 992 ! [sin By — sin(—/3)] = ogh®rsin By = 092 .
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Silu F nyni rozlozime na dvé sily Fy stejné velikosti (obr. 44):

F ogh*b 0
F = - =46-10°N
K7 9%ingy  4sinfBy ’

které klenba hraze prenési do okolniho geologického podlozi.
Pozndmky

1. Pevnostni Gc¢inek klenby si mtzeme ovérit jednoduchym pokusem. Mezi pa-
lec a ukazovadek vlozime pruznou tenkou desti¢ku (s opatrnosti mizeme pouZit
i ziletku) a prohneme ji do oblouku. Prstem druhé ruky vyvoldme tlak a sle-
dujeme chovani desticky. MtzZeme posoudit, jak pevnost nasi klenby souvisi
s polomérem zakfiveni. Jestlize povolime tlak ,kotvicich® prst (resp. zvétsime
mezeru mezi nimi), klenba ztrati svij pevnostni G¢inek.

2. Pri konstrukci a stavbé prehrady Malpasset se stala chyba, ktera byla pro
stavbu osudova. Projektanti a geologové totiz nespravné vyhodnotili nosnost
rulového podlozi. Rula pod vyse vypocétenym zna¢nym zatizenim povolila, klen-
ba ztratila svou pevnostni funkci a hraz se protrhla. Stalo se to 2. 12. 1959,
6 rokt po dokonceni stavby, kdy se jiz prehradni rezervoar zcela naplnil. Hraz
se protrhla do tvaru pismene V az k paté. Vodni masa zcela znicila méstecko
Frejus lezici 10 km pod hrazi. Zahynulo 412 obyvatel. Tato udalost se stala
celosvétovym poucenim pro projektanty velkych klenbovych prehrad.

3. Mezi nejvétsi klenbové prehrady a nejzajimavéjsi stavby na svété viibec patii
Hooverova piehrada na fece Colorado v USA vybudovana v r. 1935. Vyuziva
kanonu Grand Canyon, hrdz ma vysku 221 m a oblouk hraze v koruné délku
379 m. Jezero je dlouhé 185 km a hydroelektrarna pod pirehradou méa vykon
1250 MW.

4. Na principu klenby je zaloZena i pevnost skofapky vajicka, kterd je pfi rov-
nomérné rozlozeném tlaku mnohem vétsi z vnéjsku vajicka nez zevnitt.

Piiklad 11 — jednoduchy model planety

Pfijméme jednoduchy model nebeského télesa (napf. planety) ve tvaru nero-

tujici koule o poloméru R. Predpokladejme, ze celé téleso je tvoreno nestla-

¢itelnou kapalinou o hustoté ¢ = konst. Koule se nachazi ve vakuu. Je dano

R=64-10m, o =5,5-10° kg - m™3 (jedn4 se piiblizné o parametry Zemé).

Okrajova podminka: predpokladame, ze tlak na povrchu koule je p = 0.

a) Vypo¢téte intenzitu K|, gravitaéniho pole na povrchu télesa a urdete, jak z4-
visi intenzita K gravitacniho pole v bodé uvniti télesa na jeho vzdalenosti r
od stredu.
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b) Vypoctéte tlak v libovolném bodé uvnit¥ télesa a tlak v jeho stfedu. Vy-
jadtete jej uzitim velikosti K, intenzity na povrchu koule vypoctené v od-
stavci a).

Reseni

a) Pro vypodet intenzity gravita¢niho pole na povrchu homogenniho télesa ku-
lového tvaru lze redukovat hmotnost télesa do jeho stiedu. %) Tedy

K, = —%%ro = —gn%gRro,

kde s je gravitaéni konstanta a r° jednotkovy vektor ve sméru radidly ve-
dené uvazovanym bodem. Pro dany piipad mé vektor K, velikost K, = g =
=98m-s 2

Pro intenzitu pole ve vzdalenosti r od stfedu vychazi

_ __4 o_ _Kp
K——%—Qf = —gﬁ%QTr ——?r,

kde m, je hmotnost t&lesa vymezeného kouli o poloméru r (opét v souladu
s Gaussovym zdkonem). Vektor K smétuje do stfedu a jeho velikost je
K = ﬁr.

R

b) S ohledem na symetrii tlohy vzhledem ke stfedu koule volime za nezévisle
promeénnou sférickou soufadnici r s po¢atkem ve stiedu koule. Pak bude pro
nekoneéné malou zménu tlaku v souladu s (7) platit

I,
dp = —pK dr = —g};prdr.

Vyraz muzeme jednoduse integrovat. PouZijeme neurcity integral

K K
p:—gRIJ /rdr:—02Rp7“2—l-C'7

kde integrac¢ni konstantu C urc¢ime z okrajové podminky, Ze pro r = R je
p = 0. Z toho

oK,
5 1t

C =
takZze tlak zavisi na r podle funkce

_oKp s
p= R (R r).

6Tento poznatek vyplyva nap¥. z Gaussova zakona. Jeho odvozeni pro p¥ipad elektrického
pole lze najit napt¥. v [12], str. 11.
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Pro st¥ed planety (r = 0) vychézi
_ oK,R
g = TP

2
Po dosazeni za veli¢iny vztahujici se k Zemi dostaneme py = 1,8 - 10! Pa.

Priklad 12 — model Zemé

Resme nyni redln&jsi model struktury Zemé, nez byl piedmétem FeSeni pred-
choziho prikladu. Opét predpokladejme, ze jde v inercidlni vztazné soustaveé
o nerotujici kouli o poloméru R = 6,37 - 108 m, ktera je vyplnéna latkou cho-
vajici se jako nestlacitelna kapalina, avSak o hustoté, kterd se linedrné zvétsuje
s hloubkou z hodnoty g, = 2,70 - 103 kg - m ™3, jeZ je stiedni hodnotou hustoty
povrchové vrstvy Zemé. Je zndma stiedni hustota g, = 5,52 - 10% kg - m~3 (je
déna polomérem Zemé a jeji hmotnosti m, = 5,98 - 102 kg).

a) Vypoctdte hustotu gg ve stiedu Zemsé.

b) Odvodte funkéni zdvislost tlaku p = p(r), kde r je vzdalenost od stiedu

Zemé, pficemz volte p(R) = 0. Stanovte tlak py ve stfedu Zemsé.

Reseni

mZ
a) Hustota se zfejmé — podle piedpokladu — bude l

ménit podle funkce
r
=00~ (00— g, :

kde oo je neznamd hustota ve stfedu Zemé. Ur-
¢ime ji ze vztahu pro hmotnost m,, ktery nyni
odvodime. Z koule si vytkneme element ve tvaru dm,
tenké slupky (obr. 45), jejiz hmotnost je dm, =

= 4nr?pdr. Po dosazeni a integraci od 0 do R do- Obr/. 4? .
K vypocétu hmotnosti
staneme .
Zemé
[ (o))"
00— 0 r — 0p)T
mz:4n/<907‘2— OR pr3) dr:4n[903 L 4]§p . =
0

4

kde o5 je znamaé stiedni hustota Zemé. Odtud hustota ve stfedu Zemé

_4 (3 00\ _4_ 3
—3TtR <4gp+ —3TtR 0Os

00 =405 —30p, = 14,0 - 10° kg - m~?

Dalsi vypocty budeme pro jednoduchost vyjadiovat pomoci dané hustoty
0p a vypoctené hustoty gg.
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b) Vyjdeme ze stejného diferencidlniho vztahu jako v pifkladé 11, tj. dp =
= —pK dr, avSak hustota g neni konstanta a intenzita K je jinou funkci r.
Podle Gaussova zakona a Newtonova gravita¢niho zdkona bude pro velikost

intenzity ve vzdalenosti r od stiedu Zemé platit

K(r) = 2%
kde m, je hmotnost vnitini koule o poloméru r (obr. 45), kterou vydéluje
ze zemékoule kulové plocha o poloméru r. V souladu s vypocétem hmotnosti
v odstavci a) pro ni plati

3 4

oor® (00 — 0p)r

7“24 -
" “[3 AR ]

Pak podle vztahu (7) pro zménu tlaku plati

dp = —oKdr = — (go _ 0 ]__2 ng) 4mse (Q—??r — 7904_]%913 7“2> dr =

o 7 3
=—5 [49(2)7" - %(go —op)r? + 72 (00 = gp)2r3} dr.

Integraci dostaneme

194 700 3
p=—— [2@37“2 —3p (00— o) + (0 - @p)2T4] +C,

kde integrac¢ni konstantu C urc¢ime, kdyz v souladu s okrajovou podminkou
dosadime p = 0 pro r = R. Dostaneme

nx R? {2 o Too(oo —0p) | 3(00 — Qp)2]

— (205 .

3 +

C =
3 4

Hledand funkéni zavislost tlaku na r méa pak tvar

R 2\ _ Tooleo — ’
p= Tc%3 [29(2) <1_ %) _ 90(9% op) (1_ %) +

Fdlaal (2]

Tlak ve stfedu Zemé (r = 0) pak je

e R?

2 (902 + 100,00 + 505) = 3,36 - 10" Pa = 3,310, ,

Po =

tedy 3,3milionkrat vétsi nez atmosféricky tlak na povrchu Zemé.
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Poznamky

e Ziskany vysledek pro tlak ve stfedu Zemé je ve velmi dobré shodé s odhady
geologti, kteii dospéli k hodnoté 3,5 - 10!! Pa.

e Podle geologickych prizkumt Zemé (jejich zdkladem je zkouméni $i¥eni a
interference zemétiesnych vln — povrchové a prostorové — vyvolanych zeméties-
nymi sondami, resp. fizenymi podpovrchovymi vybuchy) mé Zemé vrstevnatou
strukturu. Sklada se z kury, plasté a jadra. Na jejich prechodu se sice hustota
méni témér skokem, avsak jeji vyrovnany prubéh lze v prvnim pfibliZzeni pova-
zovat za linearni, jak predpokladalo feseni naseho piikladu.

e Nespekulovali jsme o struktute latek pri velkych hustotach v blizkosti stfedu
Zemé. Je vsak jisté, Ze hustoty prvka zde budou vétsi nez tabulkové hodnoty
uvadéné pro atmosféricky tlak.

Piiklad 13 — rotujici nadoba s kapalinou

V nadobé tvaru rota¢niho valce, jehoz osa ma smér tihového zrychleni g, je

do vysky hg nad dnem nalita nestlacitelnd kapalina o hustoté o. Nadoba ma

polomér R. Necht se naddoba otac¢i kolem osy stalou tthlovou rychlosti w tak,

az se kapalina puasobenim vnitintho tfeni postupné vSechna roztoci stejnou

thlovou rychlosti jako nadoba. Pozorovatel rotujici s nadobou zjisti, ze kapalina

je vici nadobé v klidu a mtize proto pro zkoumaéani tvaru hladiny uzit rovnice

hydrostatické rovnovahy.

a) UrCete rovnici plochy hladiny rotujici kapaliny.

b) V jaké vzdalenosti rq od osy lezi body hladiny, které pii rotaci jsou v pu-
vodni vySce hg hladiny nerotujici kapaliny a jaka je smérnice teény v téchto
bodech?

Reseni

Ve vsech nasledujicich tvahach budeme predpokladat, ze v nadobé je dostatek
kapaliny, aby pfi rotaci byla pokryta celd plocha dna.

a) Pruni zpusob

S rotujici kapalinou spojime cylindrickou soustavu soutadnic (O, r, z), jejiZ
pocatek O umistime do stfedu dna néddoby (obr. 46). Po roztoceni kapaliny
ptisobi na jeji elementy v neinercidlni vztazné soustavé, v niz je kapalina
v klidu, vedle tihové sily také sila odstiediva. Hladina rotujici kapaliny se
ustavi do takového tvaru, aby te¢na rovina v libovolném bodé B hladiny
byla kolma k vyslednému zrychleni ag v tomto bodé. Pro smérnici teény ke
kiivce osového fezu v bodé B tedy plati
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dz  ag WwWr ) "
tga=—=—=— }
dr g g > ro
Odtud o N+ —— ——
gdz = w?rdr. r— B | -
(&}
Po integraci v mezich soufadnic | g V_~ " ho
vrcholu V' a libovolndho bodu B #7f~—1 .
dostanerge . L a) ) 2
gfdz:w2f’r‘d7‘, rOT T "
Z0 0 *
2 i R
w4 o
z2=—r"+ 20,
29 Obr. 46 Rotujici nddoba s kapalinou

coz je hledany vysledek — rovnice kfivky osového fezu hladiny. Je to rovnice
paraboly.

Druhy zpusob

UZijeme metodu ekvipotencidlni plochy a ilohu budeme opét fesit v neiner-
cialni vztazné soustavé spojené s rotujici nadobou. Potencial V v urcitém
misté prostoru je skalarni veli¢ina, kterou definujeme jako podil potencialni
energie E, hmotného bodu v daném misté a jeho hmotnosti m:

V= By . (27)
m

Hladina kapaliny je ekvipotencialni plochou. Ptvodni vodorovna hladina
byla ekvipotencidlni plochou Vg = ghg, kde hg je vyska nerotujici hladiny.
Po roztoceni se hladina prohne do tvaru ekvipotencidlni plochy, protoze
k potencidlu V; tihové sily pfistoupi jesté potencidl Vo odstiedivé sily.”)
Uvazujme urcity bod A ktery je ve vySce z nad dnem a ve vzdalenosti r
od osy otaceni (obr. 46). Na dné volime hladinu nulového potenciélu tihové
sily. Potencial tthové sily je pak Vi = gz. Potencial V5 odstiedivé sily volime
nulovy v ose otaceni. Vzdalujeme-li se od osy, kona odstfediva sila praci a
jejil potencidl se zmensuje. Plati

F,dr

dVy = — = —w?rdr.

7Sily, pro né7 existuje potencial, se nazyvaji konzervativni a pole t&chto sil konzervativni
nebo potencidlové.
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Integraci dostaneme ,

1
Vy = —w? /rdr = —§w2r2. (28)
0
Potencidl vysledného silového pole ptisobiciho na kapalinu je
V=V +Vy=gz— %wgrg.
Pro hladinu kapaliny v rotujici nddobé je potencial V konstantni a rovna se
potencidlu tthové sily v bodé V[0, zo], ve kterém hladina protina osu otéceni:

V=gz— %uﬂr? =gz .

Z toho dostaneme rovnici kfivky osového fezu hladiny
2
_ W2
z= 2gr + 2o

v souladu s dfive ziskanym vysledkem.

Volny povrch (tj. hladina) rotujici kapaliny m4 tedy tvar rota¢niho pa-
raboloidu s vrcholem V na ose rotace. Poloha vrcholu z = zg zavisi na
mnozstvi kapaliny v nddobé, tedy na vysce hg hladiny nerotujici kapaliny.
Vysku zg mizeme urcit z podminky, Ze objem nestlacitelné kapaliny se pii
rotaci zachovava.

Poznatku, ze hladina rotujici kapaliny ma tvar rota¢niho paraboloidu se
vyuziva pri vyrobé presnych parabolickych zrcadel, kterd maji vyznamné op-
tické vlastnosti. Sklovina se odléva do formy, ktera rotuje vhodnou tthlovou
rychlosti az do ztuhnuti skloviny. Pouziva se i pro velka zrcadla.

b) Body D, které le na krwmici I°
o poloméru ro musi soucasné le- ) |
Zet na paraboloidu (obr. 47). > ro
V rovnici paraboly proto polozi-
me r =rg, 2 = ho: " T /b

e

2

w
hg = %T‘g + 20 .- (29) y ho

Soucasné se musi zachovat objem -
kapaliny, ktery pred rotaci mél L
tvar valce a prfi rotaci ma tvar
dutého paraboloidu. Pti vypoctu

objemu rotujici kapaliny pouzi- Obr. 47
jeme uréity integral. K vypoctu objemu rotujici kapaliny

\
)\
R Ol T dr
T
\
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Z rotujici kapaliny vytkneme element tvaru tenkého prstence o poloméru r,
tloustce dr a vySce z (obr. 47) a po dosazeni za z integrujeme. Z rovnosti
objemu plyne:

R B )
TR?hy = /2(2117‘ dr) = 211/ 24 2o | rdr =2n Y Rty g ,
2¢g &g 2
0 0

w?R?

4g

neboli hg = + 29 . Srovnanim se vztahem (29) dostaneme vysledek

R
Tro = ﬁ .
Poloha bodu D tedy nezavisi na tthlové rychlosti otac¢eni nddoby. Na té zavisi
smérnice tecny ke kfivce osového rezu v bodé D:

¢ w?rg w’R
gag = = —.
g V2
Na tomto poznatku byl zaloZen princip ¢asti experimentalni tilohy na
32. MFO v Turecku v r. 2001, kde studenti méli urcit g na zdkladé méteni

w, R, tgag. V ramci teoretického rozboru méli studenti provést odvozeni
uvedend v odstavci a) a vypocet ro podle odstavce b).

Piiklad 14 — slapova deformace hladiny oceanu
(4loha z 27. MFO v Norsku v r. 1996)

Gravitaénim ptisobenim Mésice a Slunce vznikd v ocednech priliv a odliv, ne-
boli pravidelné deformace (dmuti) povrchu ocednu. Tento gravita¢ni Géinek na
Zemi se nazyvéa slapy. Pfedmétem tohoto piikladu je feSeni slapové deformace
hladiny oceanu zptsobené jen Mésicem, jehoz slapové ptisobeni je dominantni
ve srovnani s ptasobenim Slunce. Zjednodugené feSeni provedte za téchto pred-
pokladi:

e Zemi a Mésic uvazujte jako izolovanou soustavu téles.

e Vzdalenost mezi Zemi a Mésicem je konstantni.

e Cely povrch Zemé je pokryt ocednem.

e Zanedbejte dynamické jevy zptisobené rotaci Zemé kolem vlastni osy.
K tomu jesté bylo fesitelim na 27. MFO poznamenano, ze gravita¢ni ptisobeni
Zemé lze urcit tak, ze celd jeji hmotnost se soustiedi do jejiho stiedu.

Dané velic¢iny:
o hmotnost Zemé& m, = 5,98 - 10** kg
o hmotnost Mésice my = 7,35 - 10?2 kg
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o polomér Zemé R =6,37-10m
o vzdalenost stfed@ Mésice a Zemé L = 3,84-10% m
o gravitaéni konstanta 3 = 6,67-10 " m?® - kg™' - s

Ukoly k reseni:

a) Zemé a Mésic rotuji thlovou rychlosti w kolem spole¢ného hmotného stiedu
C. Urcete w a vzdalenost [ bodu C od stiedu Zemé. Pro dalsi vypocty
pouzijte vztaznou soustavu, kterd je spojena se Zemi a Mésicem a rotuje
kolem poc¢éatku v bodé C (obr. 48). V této vztazné soustavé je tvar hladiny
oceanu staticky.

-2

Zemé

Obr. 48 K volbé soustavy souradnic

Tvar hladiny oceanu vySetiujte v roviné ¢ prolozené bodem C' kolmo k ose
otaceni soustavy. Polohu hmotného bodu na hladiné ocednu v roviné o popi-
sujte pomoci polarnich souradnic r, ¢ zavedenych podle obr. 48. Tvar fezu
hladiny ocednu rovinou ¢ budete popisovat vztahem

r(¢) = R+ h(p).

b) Uvazujte hmotny bod o hmotnosti m, ktery lez{ v roviné ¢ na vodnim po-
vrchu Zemé. V nasi vztazné soustavé na néj pusobi tii sily: odstiredivé sila
a gravitacni sily od Zemé a Mésice. Napiste vyraz pro potencidlni energii,
ktery odpovid4 témto silam.®)

¢) Odvodte a zjednoduste® vztah pro velicinu h(y), kterd popisuje prilivové
a odlivové dmuti hladiny ocednu. Urcete rozdil mezi nejvétsi a nejmensi
vyskou hladiny v tomto modelu.

8Regitelé dostali ndpovédu — vztah mezi silou a energif F(r) = —dE,/dr.
9Studentiim byl dan k dispozici aproximaéni vzorec
1 a?
——  ~l+acosz+ 5 (3cos?z—1 ro a<k1
V14 a2 —2acosz 2( )P '
Lo . <iue n nn—1) , 1
ktery miZeme odvodit z obecnéj§iho vzorce (1 + z)" ~ 1+ nz + ——5 & pron=—g,

v ném¥ z nahradime a® — 2a cosz a zanedbame &leny obsahujici a3, a®, protoze a < 1.
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Reseni

a) Zemé a Mésic tvori vdzanou soustavu dvou téles, pficemz vazbu tvoii gravi-
taéni sila. Aby se soustava nachézela v (dynamické) rovnovéze, musi rotovat
kolem svého hmotného stiedu C. Oznacime-li [ vzdalenost stiedu Zemé od
bodu C, musi platit

maw?l = myw?(L —1).
Odtud

Mu

l= L =466-10°m =0,732R. (30)

My + My

Bod C je ziejmé uvniti Zems, piiblizné ve 3/4 jejiho poloméru. Vazbu mezi

obéma télesy tvori gravitacni sila, ktera je rovna odstiedivé sile:

MzMy
LQ

Odtud vzhledem k (30) dostaneme

\/”L”;IM \/ (ma £mu) _ 5 67107051 (31)

Perioda je T' = 2n/w = 2,35-10% s = 27,2 dne.

b) Potenciélni energie hmotného bodu m na hladiné ocednu mé tii slozky. Od
odstiedivé sily (srovnej s vyrazem (28) v piikladé 13) je

» = mw?l.

1 2.2
E, = —5Mmwr,

kde r; je vzdalenost bodu m od hmotného sttedu C' (obr. 49).

Obr. 49 Geometrické vztahy soustavy

Potencidlni energie od gravita¢niho ptsobeni Zemé (Ey2) a Mésice (Eps)
jsou

mmy ey

EpS =—x ’

r I

Ep2 = —x
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kde r je vzdalenost bodu m od stfedu Zemé a ry od stfedu Mésice. Mezi
vzdalenostmi rq, r, | a ry, 7, L plati vztahy, které vyjadiime uzitim kosinové
véty:

r2 =72 —2rlcosp + 17, r2 =L? —2rLcosg +72.
Celkova potencialni energie hmotného bodu m je dana sou¢tem uvedenych
slozek a blize neurcené konstanty E,o dané volbou nulové hladiny potenciélni
energie pro jednotlivé sily:

Ey(r) = —%muﬂr% - %anZ - %TmM + Ey =
M
w? m m
=—-m —(r2—2rlcos<p+l2)+% ~ + e + Eyp .
2 VL2 —2rLcosg +r?
(32)

c) Posledni ¢len ve vztahu (32) upravime do tvaru

XMy
L\/1+a%?=2acosg’

kde a=

r
L

je velmi maly koeficient ve srovnani s ¢islem 1. Proto mtiZeme provést apro-
ximaci tohoto ¢lenu pomoci vzorce uvedeného v poznamce ?) pod ¢arou,
jejimz smyslem je odstranit odmocninu:

2

X M o 2 1+acos<p+%(300s2cp—1)

LyV1+a —2acosp L

Pak muZeme ze vztahu (32) vyjadfit potencidl hmotného bodu na hladiné
oceanu vztahem

E 2
Vi) =2 = - LL - E I 3ot 1)+ Vo, (33)

kde Vg je konstantni ¢len, ktery nezavisi na polarnich soutadnicich r, ¢. Pti
odvozovani vztahu (33) jsme vyuzili skute¢nosti, Ze

2 r
wrlcosp — XMy Tz COS P = 0,

kdyZ w? vyjddiime uzitim vztahu (31).

Vyraz (33) upravime uzitim nékterych aproximaci. Pfedevsim podle za-
dani polozime r = R + h, kde R = konst., pficemz h < R. Pak mazeme
vyuzit aproximace

1

H_—xml—x, (I+z)"~1+nz:
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2
7= =R |1+ ®R*(1+ =5 >+ 2hR.
r“=(R+h)*=R ( +R> R < + R) R +2hR

Vyjadiime-li také w pomoci vztahu (31), miZeme vztah (33) psat v koneé-
ném tvaru:
% (my +my)R My PN

I h+ h

7 = =57 (3cos’p — 1)+ "V, (34)

V(Ta QO) = -

kde V; je konstanta doplnénd vzhledem k Vg o dalsi konstantn{ ¢len nezavisly
na r a . Prvni ¢len v (34) je oproti 2. ¢lenu zanedbatelny, nebot
m;+mu (R ’ ~ 105
() R )
Tvar hladiny ocednu bude takovy, aby na ni byl potenciél (33) konstantni,
resp. aby hladina byla ekvipotencidlni plochou (srovnej s prikladem 13).
Provedeme-li uvedené zanedbani musi tedy podle (33) platit
My M2
R? 213

kde V}, je konstantni potencial hladiny oceanu. Z toho plyne pro h vztah

V(r,¢) = (3cos? ¢ — 1) + Vg = konst. =V, ,

2 p2 2 4
h= %(3008299 -1+ }fnz (Vi —Vg) = ;an—ZRL3(3C082(’0_ 1) + ho,
(35)
kdy?Z jsme jests uvazili, ze r2 = (R + h)? ~ R? a konstantu oznadcili hq.
Vyska h hladiny oceanu je funkci thlu ¢ méteného od spojnice stieda
Zemé a Mésice. V intervalu (0,2n) nabyva veli¢ina h dvakrat maxima a
dvakrat minima, Ziejmé je

myR?
hmax: M3+h0 pro 99:0 a @Y=T,
myL

tj. kdyz hmotny bod m lezi na spojnici stfedi Zemé a Mésice a nachazi se
bud na strané prilehlé k Mésici nebo na strané protilehlé. Minimalni hodnota
je

my R? T 3

_ h = — = —,
szL3+ o Pro ¢ 5 a ¢

hmin -
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Nejvétsi diference slapového dmuti oceanu tedy je

3myR*

Al max — hmax - hmin P —
! 2m, L[>

=0,536m.

Pozndmky

1. Vypoc¢tend hodnota 0,536 m pfiblizné odpovidd uvadénému maximu sla-
pového dmuti 0,6 m na volném oceanu. V uzavienych okrajovych motich a
v ustich ek jsou tyto hodnoty v disledku interference slapovych vln mnohem
vétsi. Napt. v zalivu Fundy ve vychodni Kanadé je extrémni rozdil ve vysce
hladiny p¥i ptilivu a odlivu az 21 m.

2. Ve vztazné soustavé spojené s rotujici Zemi se spojnice stredit Zemé a Mésice
otaci s periodou 24 hodin 50 minut a 30 sekund. Za tuto dobu také obéhnou
Zemi dvé mésicni slapové viny. V kazdém dni se tedy na uréitém misté na Zemi
okamzik maxima p¥ilivu opozdi oproti predchozimu dni o 50 minut a 30 sekund.

Piiklad 15 — vytok kapaliny z oteviené nadoby

doba ve tvaru rotac¢niho vélce se svislou osou
(obr. 50). Nadoba ma pfi¢ny prifez Sy a je na-
plnéna do vysky hg kapalinou. Ve dné naddoby
je otvor o priifezu S, z néhoz vytéka obsah né-
doby do volného prostoru. Kontrakci proudu
vytékajici kapaliny neuvazujte. s

V homogennim tihovém poli je oteviend na- l ]
g9

S[) ‘ Pa

Vo
ho

a) UrCete, jak zavisi rychlost vytékajici kapa-
liny na vysce h hladiny ode dna a diskutujte
zvl4stni pripad, kdy S < Sp.
b) Urcete dobu tg, za kterou se nadoba vy-
prazdni. Obr. 50
Vytok kapaliny z oteviené
nadoby

Pa v

Reseni
a) NapiSeme rovnici kontinuity (15) a Bernoulliho rovnici (19) pro dva prifezy,
a to pro volnou hladinu v obecné poloze h a pro vytokovy otvor (obr. 51):
2 2
Sovg = Sv, LT L
29 09 29 09
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Regenim pro S # Sg vychézi

Pro zvlastni piipad S <« Sy dostaneme znadmy Torricelliho vztah (20).
b) Problém fe$ime kinematicky z ivahy, Ze vyska hladiny h se za dobu d¢ zméni

o dh = —vodt. Z toho integraci dostaneme hledanou dobu ¢g:
fo 0dh _ So " dn 1 (S ho qp,
0 Of ,;l; Vo S o v 29 ( S > Of h

-(a[(8) ] e (8]

Jak jsme diskutovali v zdvéru k prikladu 8, skutecnd doba vytoku bude
vétsi, nebot se uplatni kontrakce vytékajiciho proudu kapaliny — plo$ny obsah
S je t¥eba nahradit obsahem S’ < S.

Piiklad 16 — vytok kapaliny z uzaviené nadoby

Uzaviena nadoba tvaru rota¢niho valce se
svislou osou je v homogennim tihovém poli \ {
g9

naplnéna do vysky hg kapalinou o hustoté p.
Vyska vélce je lg > hg, jeho pii¢ny prifez Sg.
Ve dné nadoby je otvor o priifezu S, z né-
hoz vytéka obsah nadoby do volného pro- vo lo
storu (obr. 51). V 1sti otvoru je atmosfé-  ho
ricky tlak p,. Na pocatku déje, kdy je hla-

dina ve vysce hg, je nad hladinou rovnéz
pocatecni tlak p,.Predpokladejte, Ze termo-
dynamické zmény ve vzduchu nad hladinou Pa
probihaji izotermicky. Kontrakei proudu vy-

tékajici kapaliny neuvazujte.

a) UrCete, jak zavisi rychlost vytékajici ka- Obr. 51

paliny na vysce h hladiny ode dna. Vytok kapaliny z uzaviené na-
b) Vypoctéte vysku Amin v niz vytok ustane  doby

a kvalitativné popiste déj, ktery bude

tento stav pri pripadném experimentu

doprovazet.

71



Ukol b) fefte rovnéz numericky pro hodnoty lo = 1,0 m, hg = 0,75 m, ¢ =
=10-10°kg - m™3,¢g=98m 57!, p, =1,0-10° Pa.

Reseni

a) NapiSeme rovnici kontinuity (15) a Bernoulliho rovnici (19) pro volnou hla-
dinu v obecné poloze h a pro vytokovy otvor. Rovnice doplnime o Boyliv-
Mariottiv zdkon pro izotermickou expanzi vzduchu nad hladinou:

2
v a
Q%=—+0+§g, Pallo — o) So = p(l — h)So .

v
So’Uo:S’U, 5+h+ 29

Z téchto rovnic postupné dostaneme

v? S\? pa [lo — ho >
— 1= (=) | =r+=2 —-1).
29[ (50>] 29 (lo—h

Vytokovéa rychlost ma velikost

SO 2pa ho —h
V= ————=4/2¢gh — : .
/52— 52 o l—h
b) Se zmengujici se vyskou h se bude rychlost proudu zmen3ovat, az p¥i dosa-

zeni jisté vysky hmin bude rychlost nulova. Pro tento mezni pfipad nabude
odmocnénec nulové hodnoty. Pro hny;, tedy dostavame rovnici

=0.

2pa ho — hmin lo + pa N
S — P2 B0 = hwin oo glotpay L paho

min

0 lO - hmin 09 09
Tato kvadratickd rovnice ma dva koreny, z nichz pro nasi tlohu méa realné

vyznam jen koten hpyin < lp. Je to kofen

9910 + pa
o9

| _ _4eghopa

1—
(le() +pa)2

hmin =

Pro zadané hodnoty numericky vychazi Ay = 0,73 m, tzn., Ze pti poklesu
hladiny o pouhé 2 cm se vytok zastavi. V tomto okamziku nastava staticka
rovnovdha mezi vnéjsim plakem p,, snizenym tlakem vzduchu nad hladinou
v naddobé a hydrostatickym tlakem, ktery odpovida vysce hmi,. Tento stav
se v8ak neudrzi, protoze vnéjsi tlak vzduchu zacne vyrovnavat podtlak pod
hladinou. Prakticky se to projevi ,,probublavanim“ urcéitého mnozstvi vzdu-

chu vrstvou kapaliny o vysce hpyin. Tim se zde zvysi tlak, porusi se staticka
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rovnovaha, jisté mnozstvi kapaliny odtece, snizi se opét tlak nad hladinou,
az dojde k dalsi rovnovaze, kdy se tok opét zastavi. To se postupné opa-
kuje, az se obsah nadoby vyprazdni. Tento dé€j mizeme pozorovat napi. pii
vytoku kapaliny z lahve s izkym hrdlem obracené dnem vzhiru.

Piiklad 17 — nadoba pro konstantni vytokovou rychlost

Oteviend nadoba ve tvaru rotacniho télesa s osou y méa vytokovy otvor o po-
loméru rg v roviné y = 0. Jaky tvar musi mit osovy fez nadoby, aby z ni v ho-
mogennim tithovém poli vytékala kapalina stalou rychlosti o dané velikosti vg?
Nakreslete osovy fez nadobou pro vg = 3,00 m - s~ L.

Reseni
Pro vytokovou rychlost plati (viz pfiklad 15, v némZ provedeme zménu ozna-

¢eni):

kde S=mr?, Sy=mrj.

y
m

Pak dostaneme rovnici

2gyr* = v3(rt —15), 047
z niz plyne, Ze nadoba musi mit ve vzda-
lenosti y od vytokového otvoru polomér 0,3+

v9=3,00m-s~!

0,2+ Ymax = 07459 m

0,1+

Je zfejmé, Ze vyraz ma vyznam jen
pro y, pro néz je odmocnénec kladny. 0

g

- 1 2 3 r
Z toho vychéazi ) v e
% y
ymax - 29' .
Rez nidobou pro dané vy = 3,00 m je Obr. 52 Rez nidobou pro kon-
na obr. 52. stantni vytokovou rychlost

Nadoba tohoto tvaru mize byt pouzita jako vypust ve dné rozsahlejsi né-
drze. V okamziku, kdy hladina nadrze klesne na jeji dno, tedy na troven ymax
nad otvorem, velikost vytokové rychlosti klesne na danou hodnotu 3,00 m -s~!
a zustane stejnd az do uplného vyprazdnéni vypusti.
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Ulohy k procvideni

25.

26.

27.

Nadoba se Sikmou sténou

Nadoba (obr. 53) o Sifce b mé jednu obdél- ©) /©
nikovou sténu 1 Sikmou se sklonem « a tfi
stény svislé. V nadobé je kapalina o hustoté h
o0 s hladinou ve vysce h. Vypoctéte velikost
vysledné tlakové sily F; na sténu 1 a jeji
ptisobisté. Porovnejte ji s tlakovou silou F;  Qbr. 53

ptisobici na protilehlou svislou sténu 2. Nadoba se Sikmou sténou

Nadoba pro konstantni rychlost klesani hladiny

Oteviend nadoba s kapalinou méa tvar rotac¢niho télesa se svislou osou y.
M4 hrdlo v roviné y = 0, pficemz vytokovy otvor ma polomér rqg. Jaky
musi byt tvar osového fezu nédoby, aby v homogennim tihovém poli kle-
sala hladina danou konstantni rychlosti v,? Jak se v zavislosti na vySce
hladiny bude ménit vytokova rychlost vg? Nakreslete osovy fez nddoby pro
vp=10cm s~taryg=1,0cm.

Vytok z uzaviené nadoby

V uzaviené nadobé ve tvaru vélce se svislou osou o vysce [, jejiz pfi¢ny pri-
fez mé plosny obsah Sy a kterd se nachézi v homogennim tihovém poli, je
do vyse hg nalita kapalina o hustoté p. Ve dné nadoby je otvor o plosném
obsahu S, kterym vytéka kapalina do volného prostoru s atmosférickym tla-
kem p, (obr. 51 v textu). Na pocatku vytoku, kdy je hladina ve vySce hg, je
nad hladinou rovnéz atmosféricky tlak p,. Predpokladejme, Ze termodyna-
mické zmény ve vzduchu nad hladinou probihaji polytropicky podle zdkona
pV"™ = konst., kde n > 1.!9) Kontrakci proudu vytékajici kapaliny neu-
vazujte. Vyjadrete zavislost velikosti vytokové rychlosti na vysce h hladiny
v nadobé.

10V piikladu 16 jsme Fe&ili tuto tlohu pro mezni piipad n = 1 odpovidajici izotermickému

déji. Skutec¢nost se od tohoto pfipadu bude li§it jen malo. Lze oCekdvat, Ze bude 1 < n < 7,
kde sz je Poissonova konstanta v zdkoné pro adiabaticky déj.
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4 RESENT ULOH

lir?mg

BT

= 245 N. 2. p=p, — ho,g =1,86-10* Pa.

3. a) Regime analogicky jako pifklad 1, aviak misto trojiihelnika elementarnich
tlakovych sil dostaneme lichobéznik. Sila ma velikost F' = 4a®hog a ptisobi
ve vzdalenosti y = h + a?/(3h) od hladiny.

b) Zaklopka se otevie, kdyz moment hydrostatickych sil k zavésu O bude
roven momentu tihové sily zavazi. Pak
ho= 1 (M _ @) _799m, By = 4a2hoog = 314 kN.
b 4a29 3 ) 3 0 009 )
4. Pavel doplnil vodovdhu kapalinou — oslazenou limonddou — o vétsi hustoté,
nez ma ¢ista voda. Stiedni zvétseni hustoty na strané limonady bylo
Ao = oAh/(h— Ah) =20 kg - m~3.

Soustavnou chybu méfeni tedy zptsobila zména stfedni hustoty na jedné
strané vodovdhy o pouhd 2 %.

5. Vpredu byl Vilik a naméril stejné zmény hladiny, avsak v opaéném sméru.
Zrychleni je

a= 294h lAh ve,

kde v° je jednotkovy vektor ve sméru rychlosti vliaku.

2

a, =0,14v°m-s72, 2

az; = —0,25v°m-s7°,

6. a) Iy = (h+ c)ogab, F» = hogab, F3= <h+ %) ogbc = Fy,

F5 = <h+§ ogac = Fg.

Vyslednice sil F (vztlakova sila) sméfuje vzhiiru a mé velikost
F = pgabcg = myg, kde my je hmotnost kapaliny vytlacené télesem v sou-
ladu s Archimedovym zakonem.

b) Fo = (o¢ — 0)abeg = (m — my)g.

T.rg=r{1- £ - 47,8 mm.
Q0

8. Momentové podminky rovnovahy pii iplném a poloviénim ponofeni jsou:

2= 1)g = Vir(on — 0)g +m(ls - 5)g.

20-l +a)g=V(l; —a)(ot — g)g +m(ly — % —a)g.
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10.

11.

12.

13.

14. a

Resenim soustavy rovnic dostaneme
lVg(h +a) —11Vo(ly —a) — mal

=10,3-103 kg -m~3,

2Val
LVo(ly —a) —mal _
= 5T =152kg.
- Hustota télesa ¢ = % , objem télesa V = H .
: _F-F
Hustota kapaliny ¢ = o 01 .
szgvi28,7~103kg~m—37 o =48 02_090
By — Fy b 01 — 02

§y=1—16 =0,10.

Napoj nevytekl nikomu — hladina ve sklenici s dobrou vodou se nezménila,
ve sklenici s whisky ponékud poklesla. Hustota whisky se sodou

ow =(0,8-1,00+0,2-0,79) - 103 kg -m 3 = 0,96 - 10> kg - m 2,

tedy oy >ow > a1

Plovouci led o objemu V] zaujme ve vodé, resp. ve whisky ponofeny objem

Vo=u& v,=nZsv.

Voda z rozpusténého ledu zaujme objem Vj, ktery odpovidd podmince za-
chovani hmotnosti:

%zmgzm.

Celkovy objem vody z ledu se rovna objemu V; ponotené ¢asti ledu ve skle-
nici s vodou — hladina ve sklenici s vodou se nezméni. Objem V,, ponorené
¢asti ledu ve sklenici s whisky je vétsi nez celkovy objem V, vody z roz-

pusténého ledu. Proto hladina ve sklenici s whisky béhem rozpousténi ledu
klesne.

a) lemgh<1—gﬁ> =43-10 7, W2:mgh<1—g£> =3,1-107,
1 2

W3=mgh<1 Qﬁ—QATV) =W; — hogAV =3.8-10* 7.
1

b) Wi = W3 = W4 =mgh =4,9-10*J.

={/1 ——0750

Uloha vede k rovnici
2% — 3ra? 4+ 413 (1—9—90) =0,

ﬁli%
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jejimz numerickym nebo grafickym feSenim (nap¥. pomoci programova-
telného kalkuldtoru nebo kalkuldtoru s grafickym displejem) dostaneme
tfi kofeny, z nichZ pro nasi tlohu mé vyznam z/r = 0,894.

15. a) NapiSeme silovou podminku a momentovou podminku (k bodu O) rov-

novahy:
, v ! l ! m !
Z toho hmotnost zavazi m'=m |- —1], my ==+, mh=m].
a 3
b) Protoze vztlakova sila je F, = (m + m')g, musi podle Archimedova

2
zékona platit Sapg = Slgtgé. Z toho hustota tyte o = o <%> ,

4

16. Pro h <1,/ % x:l(l—,/ —&), a:arccos*,
0 0 Ot
I4/1—=
0
pro [ > h > 14/ —Q—Qt: r=1—h, a=0.

17. Volime analogicky postup jako v piikladé 4, p¥i¢em? b = h = a, g, /0 = .
Aby byl vratny moment A, > 0, musi platit pro maly @hel vychyleni
2
%—azx(l—x) >0, neboli xg—x+% > 0.
Regenim nerovnice jsou dva intervaly:
1 1 1 1
0<r<s|1—— nebo 5 (1+—4= ] <2<l
2 < ﬁ) 2 < ﬁ)
Protoze o = 1000 kg - m~3, musi byt
0<0p,<2l1kg-m™3 nebo 789kg m~3 < g, < 1000 kg - m~3.

covang o Vo [o(8i=53) V [oSi _
18. Doba vyprazdnovani ¢ = S, 2FS, N5\ 2F = 1,63 s.

19. a) v = /2(g+a)h =2,66m-s !, vy =2gh=243m s !,

9 _ _
(QtlZEQZSG?’kg'm 5, 0n=2=250kg m 3)

v3 =+/2(9g —a)h=2,16m-s~! (proa < g).

[ 2n
b) Dy = vit; = v ; +0a = 2/hhy = 0,490 m,
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D2 = Ugtg = V24 / % = 2\/ hho = 0,490 m,
2hg
g—a

Z vysledki je zfejmé, ze vytokova rychlost zavisi na zrychleni kabiny, kdezto
délka dostiiku ne. Srovnej se vztahem (24) v piikladé 8.

= 2y/hhy = 0,490 m (pro a < g).

D3 = v3tz = v3

20.p:%:4,66~103Pa, vo=Dy/55 =298m-s"".
21. a) vy =1} ﬁ:%ﬁms_l,

22,

23.

24.

25.

[2(Ap—h —
b) vh =r? 727“‘1})—7“3)999) =175m s~

02 o2
c) D:?2 =61,2m, D’:?2231.,2m.

a) Vodni paprsky dopadaji do stejné vzdélenosti D; = Dy = 2y/x(h — x).
b) Voda dostfikne nejdale pro zq = h/2, kdy Dmax = h.

Vyjadiime z a 2’ a z jejich rovnosti dostaneme kvadratickou rovnici pro y:
2

y? — 2hy + hz =0, jejiz oba kofeny vyhovuji tloze:

y1:h<1+§> = 1,87h, y2:h< —@) = 0,134h.

Z obou otvort vytéka voda do stejné vzdalenosti z = 2’ = h.

v = Ss % Om _ =958m-s™', Qv =3Sv =0575m?s"".
Si—-5S7 \ o

Sikmd sténa 1 (obr. 54 ):

Element sily méa velikost dF} = pdS; = yog - b s?r?a'
h 2
, , . . _ogb _0gbh
Vyslednou silu dostaneme integraci: Fj; = G Ofydy = 5ama”
Jeji horizontalni a vertikalni slozka maji velikost

_ _ ogbh®> _ . h
Fiy = Ficosa = Stga —ggabQ.

2
Fin = Fy sina = %7

Slozka Fiy je rovna sile pisobici na svislou sténu, slozka Fi, je rovna tize
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26.

27.

kapaliny nad sténou, kterd ma objem V; = abh/2.
Soutadnici yo pusobisté sily F; uréime uzZitim momentové véty k bodu O:

h h 3
Yo __Y __ogb o oo _ogb K7
B sina_{sinadFl_ singaofy dy = sina 3’
__ogb T2, st
Y= Fena 3 = 3h nezdvisi na «.
C e . , o ogbh?
Svisld sténa 2 — dosadime a = 90°: F, = 5 = Fin.

Sila F; pusobi ve vzdalenosti yo od hladiny, protoze yo nezavisi na a. Sila Fa
se vyrusi se silou Fiy. Slozka Fiy se zachyti reakci podlozky.

v
I
Vh
30+
%o 20+
. 101
10 20 7
Vo cm
4

Obr. 54 K vypoctu vysledné tla-
kové sily na Sikmou sténu

Obr. 55 Nadoba s konstantni
rychlosti klesani hladiny

Pti¢ny prurez nadoby ma ve vzdalenosti y od vytokového otvoru polomér

r=ro¢/l+ % Velikost vytokové rychlosti je vo = vnh4/1+ %
h h

Tvar naddoby s vytokovym otvorem o poloméru rqg =
klesani hladiny v, = 1 cm -s~! je na obr. 55.

1 c¢cm pro rychlost
2pa

Velikost vytokové rychlosti v = ﬁ\/wh + 0 K?(:_%S) — 1} )

Tento vysledek ma vyznam jen pro vysky h, pro néz je vyraz pod odmoc-
nitkem kladny nebo v limitnim pfipadé nulovy. Lze se presvédcit, ze pro
n = 1 prechdzi tento vyraz do tvaru, ktery byl odvozen v ptikladé 16 pro
izotermicky déj.
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