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ÚvodElektromagnetická indukce patøí k významným fyzikálním jevùm, které tvoøínejen jeden z dùle¾itých pilíøù teorie elektromagnetického pole, nýbr¾ který takénachází ¹iroké aplikace v technice, napø. v energetice, mìøící èi komunikaènítechnice. Bez zaøízení jako jsou alternátory, transformátory, betatrony, antényaj., by stì¾í mohla existovat souèasná civilizace, i kdy¾ si to øadový obèan anineuvìdomuje.Pøedlo¾ený text se zabývá elektromagnetickou indukcí a jejími základnímifyzikálními aplikacemi. Tvoøí tøetí díl elektrodynamiky { volnì navazuje natexty [13], [14], které byly zamìøeny na magnetické pole. Nejprve je vìnovánapozornost zákonu elektromagnetické indukce { rozboru Faradayových experi-mentù a matematické formulaci zákona. Poté se de�nuje a poèítá vlastní a vzá-jemná indukènost vodièù. Pozornost je vìnována rovnì¾ energii magnetickéhopole, pøechodným jevùm a významným obvodùm støídavého proudu. Dùle¾i-tou souèástí textu jsou aplikace elektromagnetické indukce, které jsou fyzikálnìzajímavé a prakticky významné { vázané oscilaèní obvody, transformátor, Fou-caltovy proudy, skinefekt a betatron.Pøi výkladu látky byla dodr¾ena osvìdèená metoda { popis experimentu, te-oretický výklad, formulace zákonitosti, aplikace, øe¹ený pøíklad, úlohy. V textuje zaøazeno 11 pøíkladù. Na závìr je zadáno 16 úloh k øe¹ení, pøièem¾ výsledkyøe¹ení (pøípadnì u obtí¾nìj¹ích úloh i naznaèené øe¹ení) jsou uvedeny.

3



1 Zákon elektromagnetické indukce1.1 Historie objevuPo roce 1820, kdy byl uèinìn objev, ¾e pøi prùchodu elektrického proudu vo-dièem vzniká v jeho okolí magnetické pole, zaèali fyzikové hledat dìj opaèný{ jak magnetickým polem vyvolat elektrický proud. Problémem se od r. 1821intenzivnì zabýval zejména Anglièan Michael Faraday (1791 { 1867). Je pøe-kvapující, ¾e tento pùvodem knihaøský tovary¹, syn kováøe bez systematickéhovzdìlání, vyslovil ideu o jednotì v¹ech sil a jevù v pøírodì (podobnì jako u¾pøed ním I. Newton) a ideu o existenci elektrického a magnetického pole1 jakoentity ¹íøící se koneènou rychlostí v prostoru. To jej pøivádí k my¹lence, ¾ekdy¾ elektrický proud vyvolává magnetické úèinky, pak by se mìl magnetic-kým polem nìjak vyvolat elektrický proud (ptá se: þjak pøemìnit magnetismusv elektøinu?ÿ). Faraday byl ryzí experimentátor bez matematického vzdìlání(ve své dobì to bylo svým zpùsobem ¹tìstí, proto¾e jej to nesvedlo na scestív dobì vznikajících teorií konèících mnohdy ve slepé ulièce). Nìkolik let sou-stavnì a peèlivì experimentoval a¾ koneènì r. 1831, v dobì od srpna do øíjnaprovedl tøi základní experimenty s elektromagnetickou indukcí (viz obr. 1):1:
(I)(II)

2: N S3:
N SObr. 1 Faradayovy experimenty s elektromagnetickou indukcí1Faraday je i autorem fyzikálního pojmu pole, jako reality, která se rozprostírá mezi in-teragujícími objekty a která zprostøedkovává koneènou rychlostí silové pùsobení (interakci).Tím øe¹il staletý problém okam¾itého pùsobení na dálku (þactio indistansÿ). Nebyl v¹ak vesvé dobì pochopen. 4



1. Vytvoøil soustavu dvou cívek na spoleèném ¾elezném prstenci. Kdy¾ pakdo jedné (I) pøivedl pøes spínaè elektrický proud z baterie, tak se magnetka2,rovnobì¾nì umístìná pod vodorovným drátem spojujícím konce druhé cívky(II), vychýlila a poté se vrátila do pùvodní polohy. Po pøeru¹ení proudu v prvnícívce se magnetka vychýlila na opaènou stranu a vrátila zpìt.2. Pøi druhém pokusu zasouval do vzduchové cívky (solenoidu) tyèový per-manentní magnet. Pøi vsouvání magnetu zjistil výchylku na jednu stranu, pøivysouvání na opaènou stranu. Jakmile pohyb magnetu zastavil, vrátila se mag-netka do pùvodní polohy. Pøitom je lhostejné, zda pohybujeme magnetem nebocívkou, rozhodující je relativní pohyb.3. Pro tøetí pokus zhotovil mìdìný kotouè, jeho¾ obvod a osa byly pomocíklouzavého kontaktu vodivì spojeny drátem, pod ním¾ se nacházela indikaènímagnetka. Kdy¾ kotouèem otáèel v magnetickém poli permanentního magnetu,pozoroval výchylku magnetky v jednom smìru; kdy¾ smìr otáèení zmìnil, pøe¹lavýchylka magnetky v opaènou.Tìmito pokusy Faraday prokázal, ¾e zmìnou magnetického pole se indukujeelektrické pole. V¹echny tyto tøi jevy se dají popsat jediným obecnì platnýmindukèním zákonem. Jeho matematickou formulaci podal a¾ v r. 1845 teoretikF. E. Neumann (1798 { 1895). Faradayùv indukèní zákon zaøadil r. 1855 J.C. Maxwell (1831 {1879) do své soustavy hlavních rovnic elektromagnetickéhopole. Faradayovým objevem se zaèala rozvíjet teorie nestacionárního elektro-magnetického pole.V následujícím textu provedeme teoretický výklad Faradayových pokusù aodvodíme obecný tvar indukèního zákona. Zajímavé pøitom je, ¾e vystaèíme sezákony pro magnetické pole elektrického proudu, jejich¾ výklad byl pøedmìtempublikace [13].1.2 Elektrické pole indukované pohybem vodièe v mag-netickém poliNejprve se budeme vìnovat nejjednodu¹¹ímu pøípadu elektromagnetické in-dukce, který je jednoduchou variantou experimentu 2 na obr. 1.2Faraday pou¾il zavì¹enou astatickou magnetku { viz [14] str. 34. Jde o soustavu dvourovnobì¾ných magnetek se vzájemnì opaènì orientovanými póly; pak je výchylka nezávislána geomagnetickém poli. Výhodné je umístit spojovací vodiè se zkoumaným proudem u na-¹eho pokusu mezi tyto magnetky { citlivost bude dvojnásobná. Pøi pou¾ití jen jedné mag-netky musí mít spojovací vodiè severoji¾ní orientaci. Dnes u¾íváme pro indikaci indukovanéhoproudu galvanometr.
5



RUUUUUUUUUUUUUUUl drB UidS = ldr FeFmgv Ei
IiC

Obr. 2 K elektromagnetické indukci pøi pohybu vodièe v magnetickém poliNech» se v homogenním pøíèném a èasovì nemìnném magnetickém polio indukci B(= konst) nachází pohyblivý pøímý vodiè (tyèka) o aktivní délce l(obr. 2). Vodiè se mù¾e posouvat po rovnobì¾ných drátech (o zanedbatelnémodporu) pøipojených k rezistoru o odporu R. Budeme-li vodièem vùèi magne-tickému poli pohybovat relativní rychlostí v , bude na záporné nositele nábojeq = �e (elektrony) pùsobit magnetická slo¾ka Lorentzovy síly Fmg = �ev �B(viz [13], str. 30), která má v na¹em pøípadì velikost Fmg = evB, nebo» v ? B .Pùsobením magnetické síly Fmg se elektrony budou pøemís»ovat k dolníèásti vodièe, pøièem¾ pohyb elektronù je omezen na úseèku (lineárního) vodièe.Tak se dolní èást vodièe nabíjí zápornì a horní kladnì. Tím vzniká ve vodièielektrostatické pole o intenzitì E , které pùsobí na elektrony silou Fe = �eEopaèného smìru ne¾ má síla magnetická. Jak hustota elektronù na dolní èástivodièe vzrùstá, tak se silový úèinek magnetického pole na elektrony v pohybu-jícím se vodièi postupnì zeslabuje a zcela vymizí, kdy¾ v rovnová¾ném stavubude platit Fmg + Fe = 0 , neboli v �B + E = 0 .Primárním èinitelem probíhajícího dìje uvnitø vodièe je magnetická (ne-elektrostatická) síla Fmg. Její þmotorickéÿ pùsobení na zápornì nabité elektronymodelujeme indukovaným elektrickým polem o intenzitìEi = Fmg� e = v �B : (1)Ve vý¹e popsaném stavu rovnováhy bude tedy platit rovnice Ei+E = 0 , neboliintenzita E elektrostatického pole je namíøena proti intenzitì Ei indukovaného(neelektrostatického) pole.Proto¾e aktivní èást pohybujícího se vodièe je pøímá a v ka¾dém bodì pøed-pokládáme stejné B (magnetické pole jsme volili homogenní), bude i induko-vané elektrické pole podél vodièe homogenní a mù¾eme proto snadno vypoèítat6



indukované elektromotorické napìtí mezi konci tyèkyUi = Eil = Blv: (2)Pøíslu¹né indukované elektromotorické napìtí lze vyjádøit i obecnìji pomociintegrálu { viz napø. [13], str. 12. PakUi = IC Ei � dl = Ei � l = (v �B) � l ; (3)nebo» podél uzavøené køivky C (viz obr. 2), resp. v uzavøeném elektrickémobvodu, vzniká elektrické pole jen podél úseku l , kde je Ei = konst .V uzavøeném elektrickém obvodu, tj. po pøipojení rezistoru o odporu R (vizobr. 2), prochází indukovaný elektrický proudIi = UiR = BlvR : (4)Smìr indukovaného proudu je zøejmý z obr. 2 a obecnì jej urèuje Flemingovopravidlo pravé ruky: Polo¾íme-li pravou ruku na vodiè tak, aby indukèní èárymagnetického pole vstupovaly do dlanì a palec ukazoval smìr pohybu vodièe,pak prsty ukazují smìr indukovaného proudu.Pro vektorové vyjádøení ve výrazu (3) jsme tyèku popsali vektorem l vesmìru indukovaného proudu, resp. intenzity Ei indukovaného pole.Vrátíme se k výsledku (3), který nám umo¾ní obecnìj¹í vyjádøení indukèníhozákona. Pøedev¹ím skalární souèin Ei�l popisuje obecnìj¹í pøípad ne¾ znázoròujeobr. 2 { tyèka se mù¾e vzhledem k rovnobì¾ným drátùm pohybovat ¹ikmo.Z matematického hlediska pøedstavuje vztah (3) smí¹ený vektorový souèintøí vektorù, pro který platí pravidlo o zámìnì èlenù3. Násobíme-li rovnici je¹tìfaktorem dtdt , dostanemeUi = (v �B) � l = �(B � v ) � l = �(v � l ) � B == � 1dt (vdt� l ) �B = � 1dt (dr � l ) � B = �dSdt �B ;kde dS je vektorový element plochy rovinného elektrického obvodu opsané tyè-kou za èas dt. Element plochy lze pova¾ovat za vektor, vyu¾ijeme-li vlastnostivektorového souèinu (viz obr. 3).3Platí (a � b) � c = (c� a) � b = �(a � c) � b, nebo» na základì geometrické interpretacevyjadøuje tento souèin objem rovnobì¾nostìnu nad vektory a, b, c. V posledním výrazu bylovyu¾ito pravidlo pro vektorový souèin: c� a = �(a� c):7



dSdS vdt =dr
l Obr. 3 Vektor dS elementu plochy jako aplikacevektorového souèinu; smìr vektoru dS je kolmýk plo¹e a urèuje se podle pravidla pravé rukyUvá¾íme-li dále, ¾e B � dS = d� je element magnetického indukèního toku,mù¾eme vztah pro indukované elektromotorické napìtí psát v koneèném tvaruUi = �d�dt ; (5)který je obecným vyjádøením Faradayova zákona elektromagnetické indukce.Neboli indukované elektromotorické napìtí v elektrickém obvodu je rovno rych-losti zmìny magnetického indukèního toku procházejícího obvodem. Znaménkominus v (5) vyjadøuje jev, ¾e indukované napìtí je takového smìru, ¾e bránízmìnì magnetického indukèního toku, která jej vyvolala. Tak to vyjádøil r. 1834H. F. Lenz (1804 { 1865) a jev se oznaèuje jako Lenzùv zákon.Popsaný indukèní jev je v obecném souladu se zákonem zachování energie,jak si uká¾eme energetickou bilancí pokusu z obr. 2. Pohybem vodièe rychlostí v

RB Iil dr Ii v F 0F
Obr. 4 K energetické bilanci elektromag-netické indukce

se bude v obvodu indukovatproud Ii podle (4). Pùsobe-ním magnetického pole B pakbude na pohyblivou tyèku pù-sobit reakèní magnetická sílaF , která má podle Ampérovazákona (viz [13], str. 24) veli-kost F = BIil = B2l2vR .Abychom vodiè udr¾eli v rovnomìrném pøímoèarém pohybu rychlostí v ,musíme na nìj pùsobit vnìj¹í silou F 0 = �F (viz obr. 4), a tím vykonat nadráze dr = vdt elementární prácidW = F 0 � dr = F 0v dt = B2l2v2R dt = U2iR dt = RI2i dt; (6)8



kde Ui a Ii je dáno vztahy (2) a (4). Tato práce se spotøebuje na zvìt¹ení kine-tické energie volných elektronù ve vodièi, tedy dW = dEk 4. V dùsledku ohmic-kého odporu R vodièe se tato energie projeví jako pøírùstek vnitøní energie dUrezistoru, tedy jako pøírùstek kinetické energie kmitavého pohybu iontù v krys-talické møí¾ce rezistoru, neboli zvý¹ením teploty vodièe. Tato zmìna vnitøníenergie je rovna Jouleovu teplu dU = dW:Jev popsaný Lenzovým zákonem (tj. indukovaný proud je takového smìru,¾e brání zmìnì, která jej vyvolala) mù¾eme vysvìtlit i superpozicí magne-tických polí. Slo¾íme-li primární magnetické pole B s magnetickým polemBi vyvolaným indukovaným proudem Ii (obr. 5a), dostaneme výsledné poleBc = B +Bi (obr. 5b), které zøejmì naznaèuje, ¾e proti pohybu vodièe, podmi-òujícím magnetickou indukci, pùsobí mechanický odpor popsaný reakèní mag-netickou silou F . FF vv IiB Bi BcObr. 5 K výkladu Lenzova zákona u¾itím superpozice magne-tických polí; F je reakèní magnetická síla pùsobící proti pohybuvodièe rychlostí vVelikost indukovaného napìtí závisí podle Faradayova zákona (5) na rych-losti zmìny magnetického indukèního toku. Té se ve vy¹etøovaném pøípadì do-sahuje èasovou promìnností plochy, kterou tok prochází. Typickým pøíklademje otáèení smyèky v homogenním magnetickém poli (viz pøíklad 1). Na tomtoprincipu je zalo¾ena výroba elektrického proudu v alternátorech a dynamech.Poznámka: V dosavadním výkladu jsme soustavnì pracovali s velièinou elek-tromotorické napìtí Ue, za kterou pova¾ujeme i indukované napìtí Ui podle vý-razù (2), (3) a (5). V teorii elektrických obvodù se pracuje s obvodovou velièinousvorkové napìtí U { je to napìtí, které namìøíme na zdroji (napø. na bateriinebo na cívce, v ní¾ se indukuje napìtí) elektronickým voltmetrem (s velkýmvnitøním odporem) nebo osciloskopem jako napìtí naprázdno (U0). Toto napìtí4Energii budeme v této publikaci oznaèovat v¹eobecnì u¾ívaným symbolem E, i kdy¾v teorii elektromagnetického pole se oznaèuje W , aby se odstranila kolize se symbolem provelikost E intenzity E. 9



U má de�novaný kladný smìr od bodu s vìt¹ím potenciálem k bodu s poten-ciálem ni¾¹ím (resp. u zdroje stejnosmìrného proudu od pólu plus k minus).Podstatné je, ¾e má tedy opaènou orientaci ne¾ napìtí elektromotorické Ue. Naobr. 2 je orientovaným obloukem oznaèeno indukované elektromotorické napìtíUe a orientovanou úseèkou napìtí na svorkách U , a to v opaèném smìru. Paksvorkové , resp. obvodové indukované napìtí budeU = d�dt : (7)Nebude-li øeèeno jinak, budeme v dal¹ím textu pracovat s napìtím elektromo-torickým podle (5). Viz rovnì¾ poznámku na str. 42.Pøíklad 1 { jednoduchý alternátorObdélníková cívka o rozmìrech a, b a N závitech se rovnomìrnì otáèí úhlovourychlostí ! v homogenním magnetickém poli o indukci B . Rovina cívky svírás rovinou kolmou k indukèním èarám poèáteèní úhel �0 (obr. 6).a) Odvoïte vztah pro napìtí nasvorkách tohoto jednoduchého gene-rátoru støídavého proudu (alterná-toru).b) Jaká bude èasová závislost mo-mentu síly a výkonu motoru, kterýbude otáèet rotorem tohoto gene-rátoru pøi jeho zatí¾ení rezistoremo odporu R (indukènost obvodu projednoduchost neuva¾ujte).
B
! Ui

a b �0B!Obr. 6 Cívka v magnetickém poliØe¹enía) První zpùsobStrana cívky o délce b protíná v polozepopsané úhlem � = !t + �0 indukèníèáry rychlostí o velikosti (obr. 7)v sin� = !a2 sin(!t+ �0):Na 2N stranách cívky o délce b se v sou-ladu se vztahem (2) indukuje elektro-motorické napìtí
�� � vBS a=2 v sin�

Obr. 7 K výpoètu indukovanéhonapìtí10



Ui = B � 2Nb � v sin� = NBab! sin(!t+ �0) = NBS! sin(!t+ �0);kde S = ab je plo¹ný obsah jednoho závitu. Indukované elektromotorické napìtíje zøejmì støídavé o amplitudì NBS!.Druhý zpùsobK výsledku se dostaneme rychleji u¾itím obecného tvaru (5) indukèního zákona.V obecné poloze popsané úhlem � cívky prochází jedním závitem indukèní tokdaný skalárním souèinem vektoru indukce B a vektoru S rovinné plochy závitu(viz obr. 7), tj. �1 = B � S = Bab cos� = BS cos(!t + �0). Proto¾e cívka máN závitù, bude celkový tok � = N�1. Indukované napìtí dostaneme ze vztahu(5) derivací: Ui = �d�dt = NBS! sin(!t+ �0): (8)b) Pøi zatí¾ení alternátoru rezistorem o odporu R bude obvodem cívky prochá-zet proud Ii = UiR = NBS!R sin(!t+ �0) (9)a proti otáèení pùsobí na cívku dvojice sil F , jejich¾ smìr je zøejmý z obr. 8.
�BBF �FIiIi ! a sin�Obr. 8 K výpoètu momentu síly

Pro jejich velikost platí F = BIiNb. Hnacímotor alternátoru musí tedy pøekonávatmoment dvojice silM = Fa sin� = (NBS)2 !R sin2(!t+ �0).Tý¾ výsledek dostaneme, vypoèteme-li u¾i-tím výrazù (8) a(9) výkon P = UiIi alterná-toru a vyjádøíme jej pomocí momentu síly.Pak M = P! = U2i!R , po dosazení za UiM = (NBS)2 !R sin2(!t+ �0):Neuva¾ujeme-li mechanické ztráty, je výkon hnacího motoru roven elektric-kému výkonu alternátoru, tj.P =M! = UiIi = (NBS!)2R sin2(!t+ �0):Z odvozených výsledkù je zøejmé, ¾e síla F mìní znaménko (v souladu s prù-bìhem funkce sin�), kde¾to moment síly a výkon jsou nezáporné (v souladus prùbìhem funkce sin2 �). 11



Pøíklad 2 { balistický magnetometrÈtvercová cívka o stranì a má N závitù a je umístìna v homogenním magne-tickém poli o indukci B tak, ¾e její normála n svírá se smìrem indukce úhel� 2 h0; �i.a) Jaký náboj Q projde galvanometrem pøipojenýmk cívce, kdy¾ cívkou pootoèíme z polohy �1 do �2.Elektrický odpor obvodu je R.b) Poznatku z bodu a) vyu¾ijte k urèení velikosti B ,kdy¾ pøi otoèení z polohy �1 = 0 do �2 = � pro¹elgalvanometrem náboj Q0.Øe¹te nejprve obecnì, pak pro hodnoty: a = 20 mm,N = 6, Q0 = 30 �C a R = 1;6 
:
� Bn

Obr. 9 K výpoètu mo-mentu sílyØe¹enía) Podle indukèního zákona a Ohmova zákona platíUi = �BdSdt ; Ui = RI = RdQdt ;kde dS = d(Na2 cos�) = Na2d(cos�) = �Na2 sin� d� je celková zmìnaplochy v¹ech závitù pøi pootoèení cívky v obecné poloze o d�:Pak dQ = �BRdS = Na2BR sin� d�;Q = Na2BR �2Z�1 sin� d� = Na2BR 2 pro�1=0; �2=�z }| {(cos�1 � cos�2)b) Proto¾e v uva¾ovaném pøípadì (cos�1 � cos�2) = 2, bude pro velikostmìøené indukce platit B = Q0R2Na2 = 10 mT:Poznámky� Náboj mìøíme málo zatlumeným galvanometrem s dlouhou dobou kyvu(tj. balistickým galvanometrem { viz úlohu 15) tak, ¾e pøi projití nábojev krátkém èasovém intervalu zmìøíme jeho první (tj. balistickou) výchylku�: Náboj pak je Q = k�, kde k je balistická konstanta urèovaná experi-mentálnì prùchodem známého náboje (pøi vybití kondenzátoruQ = CU).12



� Mìøíme-li pole elektromagnetu, nemusíme cívkou otáèet. Postavíme jikolmo k indukèním èarám a vypneme (nebo zapneme) proud do elektro-magnetu. Potom je S = konst: a B se zmìní od B do 0. Pak B = Q0RNa2 :1.3 Elektrické pole indukované rotací Faradayova kotouèeNyní se zamìøíme na výklad tøetího Faradayova experimentu z obr. 1. Ten neníz hlediska indukèního zákona ve formulaci (5) na první pohled ji¾ tak zøejmý.Kotouè se otáèí v homogenním èasovì nepromìnném magnetickém poli a linieobvodu, v nìm¾ se indukuje proud, zùstává rovnì¾ èasovì nepromìnná.
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Obr. 10 K výkladu indukovaného pole u Faradayova kotouèe; magneticképole B je na celé polovinì, tj. od osy O ke kontaktu K, homogenníNejprve provedeme výklad mikroskopický (obr. 10a). Na vodivostní elektronnacházející se na polomìru r mezi osou O a klouzavým kontaktem K, pùsobív magnetickém poli B v dùsledku jeho rychlosti v magnetická slo¾ka Lorentzovysíly Fmg = qv �B = �ev �B ; kde v = �� r :Proto¾e jednotlivé vektory jsou na sebe kolmé, má síla velikost Fmg = Be!ra míøí v na¹em pøípadì k ose O. Hustota elektronù u osy se bude zvìt¹ovat,kde¾to u obvodu kotouèe zmen¹ovat. Mezi kontaktem K a osou O vznikneelektrostatické pole o intenzitì E , které na elektrony pùsobí silou Fe = �eEopaèného smìru ne¾ je síla Fmg. V rovnová¾ném stavu bude Fmg + Fe = 0 ,neboli v �B+E = 0 . Intenzita neelektrostatického indukovaného elektrickéhopole Ei je Ei = Fmg� e = v �B13



stejnì jako v pøípadì prvního Faradayova experimentu { viz výraz (1). Provelikost intenzity indukovaného elektrického pole zøejmì platíEi = Bv = B!r:Indukované elektrické pole je nehomogenní, proto¾e závisí na vzdálenosti r odosy O. Napìtí indukované v elektrickém obvodu C kotouèe, tedy napìtí mezibody O a K, je Ui = IC E � dl = r0Z0 B!r dr = 12B!r20 :Budeme-li chtít jev indukce vysvìtlit u¾itím zákona ve tvaru (5), pøedsta-víme si, ¾e èást uzavøeného obvodu mezi O a K je dána pohyblivým polo-mìrem délky r0, který se za element doby dt pootoèí o elementární úhel !dt(viz obr. 10b) a opí¹e plo¹ku dS = 12r20!dt. Velikost indukovaného napìtí pakbude jUij = d�dt = B dSdt = 12B!r20v souladu s vý¹e odvozeným výrazem.1.4 Elektrické pole indukované èasovou zmìnou magne-tického poleNyní se koneènì dostáváme k výkladu prvního Faradayova experimentu naobr. 1.

G
S(I) Ii(II) dBdt

Obr. 11 K výkladu elektromagnetické indukce zmìnou budicího proudu14



Z tvaru (5) indukèního zákona je zøejmé, ¾e pro velikost indukovaného napìtíje rozhodující rychlost zmìny magnetického toku. V pøípadì experimentu 2 a3 na obr. 1 se jí dosahovalo promìnností plochy elektrického okruhu, v pøípadìexperimentu 1, jeho¾ jiná obdoba je na obr. 11, se jí dosahuje zmìnou indukcemagnetického pole buzeného v cívce (I), tj. zapínáním a vypínáním budicíhoproudu. Rozhodující pøitom je rychlost zmìny magnetického indukèního toku�, který projde plo¹ným obsahem S rovinné plochy závitù cívky (II). Mù¾emepsát Ui = �d�dt = �S � dBdt ; kde S = konst : (10)je vektor rovinné plochy, který má velikost rovnou plo¹nému obsahu S a smìrdaný smìrem vnìj¹í normály podle pravidla pravé ruky (srovnejte s obr. 3b).Ze srovnání experimentù z obr. 1 a obr. 11 mù¾eme posoudit prozíravostFaradayova uspoøádání, který cívky navinul na prstencové ¾elezné jádro. Tímoproti vzduchovým cívkám pøi pokusu na obr. 11 podstatnì (�r � 103 krát)zvìt¹il { pøi stejném budicím proudu { indukci B a souèasnì výraznì omezilrozptyl magnetického pole.Z obr. 11 mù¾eme rovnì¾ posoudit jev, který popisuje Lenzùv zákon. In-dukovaný proud Ii je takového smìru, ¾e magnetické pole, které vytváøí (jehoindukèní èáry jsou na obr. 11 vyznaèeny èárkovanì), je namíøeno proti poli,které je vybudilo.Na tomto prvním Faradayovì experimentu jsou zalo¾eny transformátorystøídavého proudu. Výpoètu transformátoru bude vìnována pozornost v èlánku4.2.Poznámka: K výpoètu elektromotorického napìtí pøi elektromagnetické in-dukci vznikající pøi pohybu vodièe v magnetickém poli (èl. 1.2) i pøi èasovézmìnì magnetického pole (èl. 1.4) jsme pou¾ili stejný koneèný tvar (5) in-dukèního zákona, jeho¾ aplikaci jsme roz¹íøili i na pøípad B = B(t). Fyzikálnípodstata obou tìchto indukèních jevù je v¹ak zcela odli¹ná. Pùvod pohybovéhoindukovaného pole je v setrvaèném pohybu nabité èástice ve vnìj¹ím magne-tickém poli, napø. v pohybu vodièe v magnetickém poli B = konst : Druhý jev,tzv. akceleraèní indukované pole, vzniká pøi zrychleném pohybu nabité èástice,napø. pøi èasovì promìnném proudu ve vodièi (a to buï v tomto vodièi anebove druhém vodièi, který je v jeho blízkosti). Jestli¾e podstatu pohybového in-dukèního zákona lze najít v zákonech speciální teorie relativity, je podstataakceleraèního indukèního jevu v základech obecné teorie relativity. Relativis-tické odvození akceleraèního indukovaného pole poprvé podal (r. 1962) èeskýfyzik Zdenìk Horák (1898 { 1987). Relativistická podstata obou jevù je disku-tována v [10], podrobnì ve [4]. Ve vydání [4] z r. 1976 a 1981 lze najít øe¹eníi pro rychle promìnné (nestacionární) proudy, které je ji¾ nároèné. Na pro-15



blém rozdílnosti popisovaných indukèních jevù upozornil i R. P. Feynman vesvých pøedná¹kách z r. 1962/63 (viz napø. [6], 2. díl, str. 295); vysvìtlení ov¹emnepodává.I kdy¾ jsou oba popisované indukèní jevy svou podstatou zcela odli¹né, jevelmi pozoruhodné, ¾e výpoèet indukovaného elektromotorického napìtí pøiobou tìchto jevech je dán jediným výsledným (a jednoduchým) vztahem (5).Z tohoto vztahu budeme vycházet v dal¹ích úvahách.1.5 Indukované elektrické poleNejprve shrneme a zobecníme poznatky získané rozborem základních Faradayo-vých experimentù. Nech» magnetické pole na uva¾ované plo¹e obvodu je funkcíèasu, tj. B = B(t) a rovnì¾ plo¹ný obsah S rovinného proudového obvoduje také funkcí èasu, tj. vektor S = nS(t), kde n je jednotkový vektor vnìj¹ínormály rovinné plochy. Pak se magnetický indukèní tok � = B � S mìní s èa-sem v dùsledku zmìn obou velièin a indukované elektromotorické napìtí (5)v obvodu podle pravidla o derivaci souèinu funkcí budeUi = �d�dt = � ddt (B � S) = ��dBdt � S +B � n dSdt � : (11)U prvního Faradayova experimentu (obr. 1/1, resp. obr. 11) je druhý èlenv (11) nulový, u druhého experimentu (obr. 1/2, resp. obr. 2) je naopak nulovýprvní èlen.Èasové zmìny magnetického indukèního toku lze dosáhnout rovnì¾ tím, ¾ebude èasovì promìnný úhel � = �(t) mezi vektory B , S = nS, i kdy¾ tytovektory budou mít èasovì nepromìnnou velikost. Èasovì promìnná pak budeefektivní plocha, kterou prochází indukèní tok. Pak � = B � S = BS cos�(t),jak jsme poznali u pøíkladu 1, kde ¹lo o rovnomìrnou rotaci cívky (� = !t+�0).Indukované elektromotorické napìtí pøi rovnomìrné rotaci jeUi = �d�dt = BS d�dt sin�(t) = BS! sin(!t+ �0): (12)Bude-li rotovat cívka oN stejných závitech plo¹ného obsahu S1, bude S = NS1.Zpùsoby, jak provádìt èasovou zmìnu magnetického indukèního toku, mù-¾eme shrnout takto:1. Zmìnou velikosti B , tj. B = B(t)2. Zmìnou plo¹ného obsahu S obvodu vodièe v magnetickém poli, tj. S == S(t), (napø. pohybem èásti vodièe nebo vysouváním { zasouvánímcívky do magnetického pole) 16



3. Zmìnou úhlu � mezi smìrem B a smìrem S , tj. � = �(t), (napø. otáèenímcívky v magnetickém poli)Nyní se je¹tì podívejme na indukèní zákon (5) resp. (11) z jiného hlediska.Elektromotorické napìtí Ue = IC E � dl (13)v rovinném uzavøeném elektrickém obvodu popsaném køivkou C { viz str. 12v [13] { pøedstavuje práci, kterou elektrické pole o intenzitì E vykoná pøipøemístìní kladného jednotkového náboje podél orientované uzavøené køivky C.Dosadíme-li (13) do indukèního zákona, dostaneme vztahHC E � dl = �d�dt ; (14)který má velký význam v Maxwellovì teorii elektromagnetického pole. Rovnice(14) vyjadøuje, ¾e mìnícím se magnetickým polem je indukováno elektricképole, které cirkuluje po uzavøené køivce C.Bude je¹tì vhodné porovnat vlastnosti elektrostatického pole s elektrickýmneelektrostaickým polem vzniklým elektromagnetickou indukcí. Elektrostaticképole je vytváøeno náboji v klidu a platí pro nìIC E � dl = 0; (15)jak jsme poznali v [12], str. 17. Proto mohl být pro nì zaveden elektrickýpotenciál '. Vztah (15) øíká, ¾e elektrostatické pole je nevírové.Zcela jiná situace je u elektrického pole vzniklého elektrostatickou indukcí,jak vyplývá ze srovnání vztahù (14) a (15). Indukované elektrické pole je ví-rové. Pravá strana rovnice (14) je nenulová a tudí¾ pro toto pole nelze zavéstelektrický potenciál. Tento výrok si mù¾eme vysvìtlit napø. na situaci èástices kladným jednotkovým nábojem. Kdy¾ s ní obìhneme po libovolné uzavøenékøivce (napø. po kru¾nici) v elektrostatickém poli z urèitého bodu a vrátíme sedo nìho, bude vykonaná práce nulová bez ohledu na velikost a tvar této køivky.V indukovaném elektrickém poli bude v dùsledku platnosti rovnice (14)tato práce pøi pøenesení kladného jednotkového náboje nenulová, èíselnì rovnaindukovanému napìtí (napø. Ui = 3 V). Kdybychom v tomto poli chtìli zavéstpotenciál, musel by vzrùst o tuto hodnotu. To ov¹em není mo¾né, proto¾ebychom mìli pro urèitý bod prostoru dva potenciály. Nejen to { na jiné køivceanebo pøi jiné rychlosti zmìny magnetického pole { bychom dostali libovolné17



jiné napìtí (napø. Ui = 5 V). Neboli, kdyby v bodì A byl potenciál '(A),musel by v tomto bodì být zároveò i potenciál '(A) + Ui. Proto¾e ve vírovémpoli je Ui 6= 0, není mo¾né pro indukované elektrické pole potenciál zavéstjednoznaènì.Pøíklad 3 { vírové elektrické poleProzkoumejme vlastnosti elektrického pole indukovaného promìnným magne-tickým polem, které homogennì vyplòuje prostor válce o polomìru r0, tj. urèetejaký bude mít smìr intenzita Ei tohoto pole v rovinì kolmé k indukci B a jak sebude mìnit velikost Ei v závislosti na vzdálenosti r od osy magnetického pole.Uva¾ujme tyto pøípady èasové promìnnosti magnetického polea) B = Bm sin!t;b) dBdt = A = konst:; pøièem¾ závislostE=E(r) znázornìte v pøípadì b) gra�cky pror 2 h0; 250 mmi, bude-li r0 = 50 mm a A == 2;0 T � s�1.c) Vypoètìte indukované napìtí a proudv kovovém prstenci o polomìru r1 = 10 mma odporu R1 = 1;0 
 v pøípadì èasové zmìnymagnetického pole podle bodu b), umístíme-litento prstenec do ètyø poloh podle obr. 12. r1 r2r0 rO 51 23
4 BObr. 12 K pøíkladu 3V poloze 3 le¾í právì polovinou své plochy v oblasti mìnícího se magnetickéhopole, v poloze 4 ji¾ le¾í mimo tuto oblast. Jaké napìtí a proud se bude indukovatv prstenci 5 o polomìru r2 = 6r1, který le¾í mimo magnetické pole tak, ¾e jeobepíná (obr. 12). Jeho odpor je R2 = 6R1.Øe¹ení
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Ei
Obr. 13 Vírové elektrické pole

Z Faradayova zákona (viz napø. obr. 13) jezøejmé, ¾e elektrické pole se indukuje v rovninìkolmé ke zmìnì indukce B . Pro jeho výpoèetsi v této rovinì zvolíme uzavøenou køivku C,za ni¾ budeme z hlediska symetrie úlohy volitkru¾nici se støedem na ose o (procházející bo-dem O) a o polomìru r (obr. 13). Proto¾e in-dukované pole má intenzitu Ei ve smìru teènyk této kru¾nici, je zvolená køivka C siloèároutohoto pole. Proto¾e tyto siloèáry jsou uza-vøené, je indukované elektrické pole vírové.18



Pro výpoèet velikosti intenzity Ei, resp. funkèní závislosti Ei = Ei(r), pou-¾ijeme indukèní zákon ve tvaru (14). Za uzavøenou køivku C u¾ijeme kru¾nici,resp. siloèáru o polomìru r. Její element dl a vektor Ei mají v urèitém jejímbodì stejný smìr a vektor Ei ve v¹ech jejích bodech stejnou velikost. Protomù¾eme psát IC Ei � dl = IC Eidl = Ei IC dl = 2�rEi = d�dt :Proto¾e vektory indukce B a plochy S vymezené rovinnou køivkou C majívzájemnì opaèný smìr (napø. vektor B na obr. 13 míøí do nákresny a vektorS v souladu se smìrem obìhu po hranièní køivce C míøí z nákresny), mù¾emepsát � = B � S = BS cos 180� = ��r2B pro r 2 h0; r0i;� = ��r20B pro r � r0:Pak Ei = � 12�r d�dt = r2 dBdt pro r 2 h0; r0) ; (16)Ei = r202r dBdt pro r � r0: (17)V jednotlivých pøípadech jea) Ei = rBm!2 cos!t pro r 2 h0; r0i,Ei = r20Bm!2r cos!t pro r � r0.b) Ei = A2 r pro r 2 h0; r0i;Ei = r20A2 1r pro r � r0;pøièem¾ funkèní závislost E = E(r) pro tento pøípad a zadané numerické hod-noty je znázornìna na obr. 14.
19
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rmmObr. 14 Indukované elektrické pole v pøíkladu 2b

Pole má zøejmì nejvìt¹í in-tenzitu E0 = 50 mV �m�1pro r = r0. Intenzita line-árnì vzrùstá od osy magne-tického pole a¾ k jeho okraji,vnì klesá podle rovnoosé hy-perboly. Pozoruhodné je, ¾eindukované pole je nenulovéi na kru¾nicích o polomìrur > r0, které ji¾ nele¾í v mag-netickém poli.c) Pro elektromotorické napìtí indukované v krou¾cích 1 a¾ 5 je rozhodujícíindukèní zákon, ze kterého ve sledovaném pøípadì vycházíUi = � ddt(B � S) = S dBdt = SA;kde S je obsah plochy pøíslu¹ného krou¾ku, kterou prochází promìnné mag-netické pole. Pro jednotlivé krou¾ky je S1 = S2 = �r21 , S3 = 12�r21 , S4 = 0,S5 = �r20 = 25S1. Pro zadanéA vychází U1 = U2 = 2��10�4 V, U3 = ��10�4 V,U4 = 0, U5 = 5� � 10�3 V. Indukovaný proud je I1 = I2 = 2� � 10�4 A,I3 = � � 10�4 A, I4 = 0, I5 = 56� � 10�3 A.U symetrických úloh, tj. u krou¾ku 1 a 5 si mù¾eme správnost øe¹ení ovìøit iu¾itím výsledkù (16) a (17) pro intenzitu indukovaného pole. Indukované napìtív tìchto pøípadech je Ui = 2�rEi.Pøíklad 4 { experimentální proudový vozíkProveïme my¹lenkový experiment s lehkým vozíkem o hmotnosti m, který sese zanedbatelnými jízdními odporovými silami mù¾e pohybovat po dlouhýchvodorovných pøímých kolejnicích o rozteèi l. Vozík se v podstatì sestává z jedinénápravy na koleèkách, která vodivì spojuje kolejnice (viz obr. 15).20



Kolejnice se nacházejí v homo-genním magnetickém poli, kterémá svislý smìr a jsou prostøednic-tvím reostatu pøipojeny ke zdrojio elektromotorickém napìtí Ue.Reostatem upravíme celkový od-por obvodu na R.a) Vypoètìte velikost poèáteèníhozrychlení a 0 a mezní rychlosti vm.b) Odvoïte funkèní závislost rych-losti v = v(t) a dráhy x = x(t)vozíku.Poèáteèní podmínky: v(0) = 0,x(0) = 0.
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Obr. 15 Proudový vozík v magnetickém poliØe¹enía) Na vozík v klidu pùsobí podle Ampérova zákona síla o velikosti F0 = BI0l.Poèáteèní zrychlení vozíku má tedy velikosta0 = F0m = BI0lm = BUelmR :Jakmile se vozík pohybuje rychlostí v , indukuje se v jeho nápravì elektromo-torické napìtí Ui = Blv namíøené proti napìtí Ue a pro uzavøený elektrickýobvod podle 2. Kirchho�ova zákona platí Ue�Blv = RI . Odtud pro okam¾itýproud dostaneme I = 1R (Ue �Blv):Ke stejnému výsledku dospìjeme, kdy¾ od proudu I0 odeèteme indukovanýproud Ii = UiR = BlvR ;který je v souladu s Lenzovým zákonem namíøen proti proudu I0.Mezní stav pohybu nastane, kdy¾ indukovaný proud právì vykompenzujeproud I0. Pak celkový proud I = 0. Z toho mezní rychlost jevm = UeBl :21



b) Pohybová rovnice vozíku jemdvdt = F; kde F = BIl = BlR (Ue �Blv):Pak po zavedení mezní rychlosti vm jedvdt = B2l2mR (vm � v):Po separaci promìnných a po integraci dostanemeB2l2mR tZ0 dt = vZ0 dvvm � v neboli B2l2mR t = ln vmvm � v :Odtud hledaná okam¾itá rychlost vozíku jev = vm 1� e�B2l2mR t! = UeBl  1� e�B2l2mR t! :Pro kontrolu si mù¾eme ovìøit, ¾e pro t = 0 je v = 0 a mezní stav v = vmnastane pro t!1.Uvá¾íme-li v = dxdt , dostaneme integrací funkce v = v(t) druhou hledanoufunkci: x = UeBl tZ0  1� e�B2l2mR t! dt = UeBl "t+ mRB2l2  e�B2l2mR t � 1!# :Výpoèty provedené v tomto pøíkladu jsou analogické øe¹ení napø. pádu ku-lièky ve vodì { za pùsobení odporové síly podle Stokesova vztahu (viz [15],str. 8).
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2 Indukènost vodièù a energie magnetickéhopole2.1 Vlastní indukènost vodièe a vlastní indukcePøi zkoumání magnetického pole elektrického proudu u¾itím Biotova { Savar-tova { Laplaceova zákona (viz [13]) jsme poznali, ¾e magnetická indukce Bv okolí vodièe je pøímo úmìrná elektrickému proudu I . Pøejdìme nyní od in-dukce B k indukènímu toku � = R B � dS , kde integrujeme pøes celou plochu,pøes ní¾ magnetické pole prochází. Je-li B � I , musí být i � � I . Oznaèíme-likonstantu úmìrnosti L, dostaneme jednoduchý vztah� = LI ; (18)kde velièinaL se nazývá vlastní indukènost vodièe. Výraz (18) se nazývá statickýde�nièní vztah pro indukènost . Pou¾ijeme jej k výpoètu indukènosti nìkterýchvodièù.Indukènost L je pro neferomagnetické prostøedí konstantní velièinou, zá-vislou na velikosti a tvaru vodièe a na magnetických vlastnostech látkovéhoprostøedí, v nìm¾ se nachází. Je-li vodiè ve feromagnetickém prostøedí, zá-visí L také na magnetickém sycení feromagnetika (viz napø. hysterezní smyèkyv [14]). Proto je indukènost cívky s feromagnetickým jádrem ponìkud závislána proudu, který cívkou prochází. Tìmito komplikacemi se v¹ak nebudeme za-bývat a pro jednoduchost budeme pøedpokládat, ¾e L nezávisí na I .Bude-li vodièem procházet promìnný proud, bude vytváøet èasovì pro-mìnné pole. Pak se v nìm podle indukèního zákona (11) bude indukovat elek-tromotorické napìtí Ui = �d�dt = � ddt(LI) = �LdIdt ; (19)Tento jev se nazývá vlastní indukce (døíve oznaèovaný samoindukce). Znaménkominus v (19) v souladu s Lenzovým zákonem znaèí, ¾e indukované napìtí jenamíøeno proti primární zmìnì proudu, která jev vyvolává (obr. 16). Z tohovyplývá, ¾e vodiè (cívka), kterým prochází èasovì promìnný proud, klade jehoprùchodu odpor.Výpoètùm obvodù s promìnným proudem budeme vìnovat více pozornostiv kap. 3.
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Ue UiR klesající I rostoucí Ue UiR rostoucí I klesající
Obr. 16 K diskusi o smìru indukovaného napìtí pøi vlastní indukci (Ue { elektro-motorické napìtí primárního zdroje, R { promìnný odpor, Ui { indukované napìtí)Výraz (19) lze pova¾ovat za dynamickou de�nici vlastní indukènosti L. Námnyní poslou¾í k de�nici její jednotky:[L] = �Ui �t�I � = V � sA = WbA = H (henry);kde Wb=V� s { weber { je jednotka magnetického indukèního toku. Vodiè máindukènost jednoho henry5, kdy¾ se v nìm pøi zmìnì proudu jeden ampér zajednu sekundu indukuje napìtí jednoho voltu.Pøíklad 5 { indukènost solenoiduVypoètìte vlastní indukènost solenoidu, tj. pøímé cívky o N rovnomìrnì hustìvinutých závitech o polomìru r � l, kde l je délka solenoidu. Okrajové jevydané rozptylem magnetického pole neuva¾ujte. Drát, z nìho¾ jsou vinuty závitypøedpokládejte velmi tenký, abyste mohli zanedbat pole uvnitø drátu.Øe¹eníU¾itím zákona celkového proudu vypoèteme nejprve indukci magnetického polesolenoidu (viz napø. [13], pøíklad 6):B = �0H = �0Nl I:Toto pole je homogenní ve v¹ech bodech uvnitø solenoidu. Jedním závitembude procházet tok �1 = �r2B; celkový tok v¹emi závity tedy bude� = N�1 = �0�r2N2l I:5Název jednotky indukènosti je na poèest amerického fyzika J. Henryho (1797 { 1878),který r. 1832 objevil jev vlastní indukce. 24



Porovnáme-li tento výsledek se vztahem (18), dostaneme pro vlastní indukènostsolenoidu výraz L = �0�r2N2l = �0�Nl �2 V; (20)kde V je objem pole solenoidu a Nl délková hustota závitù. Výraz (20) platí provakuum a lze jej pou¾ít prakticky pro v¹echny diamagnetické a paramagnetickélátky; pou¾ívá se proto pro vzduchové cívky. Vlo¾íme-li do celého vnitøníhoprostoru solenoidu feromagnetickou látku, která bude mít pro dané magnetickésycení relativní permeabilitu �r, bude její indukènost L0 = �rL.PoznámkaSolenoid je idealizovaná cívka, u ní¾ se pøedpokládá, ¾e její magnetické poleje omezeno jen na její vnitøní objem V . Tuto podmínku v¹ak teoreticky splòujejen cívka neomezené délky s hustì vinutými závity. Proto¾e skuteèné cívky majíkoneènou délku, vzniká na jejich okrajích rozptyl magnetického pole. Tomu lzezamezit, kdy¾ takový solenoid stoèíme do anuloidu a dostaneme tak toroid . Zdevzniká ov¹em problém, ¾e délka indukèních èar není stejná, ¾e tedy indukce Bzávisí na vzdálenosti od osy toroidu. Platí tedy jen pro tenký toroid a výraz (20)pro velmi ¹tíhlou válcovou cívku. O vlivu koneèné délky solenoidu a koneènétlou¹»ky toroidu na L pojednáme v èl. 2.4 a,b.2.2 Vzájemná indukènost vodièù a vzájemná indukceMìjme dva uzavøené vodièe (smyèky) v urèité vzájemné poloze (obr. 17).�1 �121 2I1Obr. 17 K výkladu vzájemné indukè-nosti smyèek 1 a 2
Bude-li procházet první smyèkouproud I1, vznikne magnetické poles celkovým indukèním tokem �1.Èást tohoto toku �12 bude prochá-zet plochou druhé smyèky. Tentotok je pøímo úmìrný toku �1 a tenje podle (18) pøímo úmìrný prouduI1. Mù¾eme proto psát�12 =M12I1; (21)kde M12 je konstanta úmìrnosti.Bude-li naopak druhou smyèkou procházet proud I2, bude indukèní tokprocházející první smyèkou úmìrný tomuto proudu:�21 =M21I2: (22)25



Konstanty úmìrnostiM12,M21 závisí na tvaru a velikosti vodièù (tj. u cívekna tvaru a velikosti závitù a jejich poètu), na vzájemném uspoøádání obouvodièù a na permeabilitì prostøedí. Lze obecnì dokázat (viz napø. [3], str. 64),¾e M21 =M12 =M: (23)Velièina M se nazývá vzájemná indukènost vodièù 1, 2. Její jednotka je stejnájako jednotka L, tj. henry. Rovnost (23) ovìøíme na øe¹ení vzájemné indukènostidvou solenoidù (pøíklad 6).Bude-li první smyèkou na obr. 17 procházet promìnný proud I1, bude se vedruhé smyèce indukovat elektromotorické napìtíUi12 = �d�12dt = �M dI1dt : (24)Jev se nazývá vzájemná indukce. Doprovází jej jev vlastní indukce { v prvnícívce se souèasnì indukuje napìtí U1 = �L1 _I1. Bude-li naopak druhou cívkouprocházet promìnný proud I2, bude se v první cívce indukovat napìtíUi21 = �d�21dt = �M dI2dt : (25)Napìtí jsou obecnì rùzná. Jen kdy¾ by _I2 = _I1, bylo by Ui21 = Ui12.Jev vzájemné indukce objevil r. 1831 M. Faraday (viz 1. experiment naobr. 1).Pøíklad 6 { vzájemná indukènost dvou solenoidù s tìsnou vazbouNa ¹tíhlém válci o polomìru r, délce l a permeabilitì � jsou rovnomìrnìv hustých závitech navinuty dvì vzájemnì izolované cívky drátem zanedba-telného prùøezu. Jedna má N1 a druhá N2 závitù.Urèete vzájemnou indukènostM této soustavy cívek a v¹echny vztahy meziM a vlastními indukènostmi L1, L2 cívek.Øe¹eníBude-li prvním solenoidem procházet proud I1, bude vytváøet magnetické poleo indukci B1 = �I1N1l . S ohledem na kon�guraci solenoidù mù¾eme uva¾ovat,¾e toto pole prochází kruhovými plochami v¹ech závitù druhého solenoidu, tedyS2 = �r2N2. Øíká se, ¾e mezi cívkami soustavy existuje tìsná vazba, která26



se vyznaèuje zanedbatelným rozptylem magnetického pole. Pak indukèní tokprocházející druhým solenoidem je�12 = B1S2 = ��r2N1N2l I1 =M12I1;kde vzájemná indukènost jeM12 = ��r2N1N2l =M21 =M: (26)Pokud bychom postup obrátili { nechali bychom proud I2 procházet dru-hým solenoidem a poèítali tok �21, který projde prvním solenoidem, tj. �21 == B2�r2N1, dostali bychom pro vzájemnou indukènost stejný výsledek (26).Výsledek je soumìrný k obìma indexùm, jak plyne z komutativního zákona prosouèin N1N2. Tím je ovìøena platnost rovnosti (23) pro uva¾ovaný pøípad.Jednotlivé cívky soustavy mají v souladu se vztahem (20) vlastní indukè-nosti L1 = ��r2N21l ; L2 = ��r2N22l :Je zøejmé, ¾e mezi tìmito indukènostmi a vzájemnou indukèností (26) platívztahy L2 = �N2N1�2 L1; M = N2N1L1 = N1N2L2 =pL1L2;neboli MpL1L2 = 1: (27)Èinitel induktivní vazbyVztah (27), ke kterému jsme dospìli pøi øe¹ení pøíkladu 6 platí pro zvlá¹tnípøípad soustavy cívek s velmi tìsnou vazbou. V obecném pøípadì soustavy dvoucívek platí tyto de�nièní vztahy�12 =MI1; �21 =MI2; �1 = L1I1; �2 = L2I2:Odtud M2L1L2 = �12�1 � �21�2 � 1;proto¾e �12 � �1, �21 � �2. Konstantukv = MpL1L2 � 1 (28)27



nazýváme èinitel induktivní vazby. Podle tìsnosti vazby je kv 2 h0; 1i, pøièem¾pro cívky bez vazby (tj. cívky od sebe vzdálené anebo magneticky odstínìné)je kv = 0, pro cívky s nejtìsnìj¹í vazbou je kv = 1. V praktických pøípadechnastane alespoò èásteèný rozptyl magnetického pole, tak¾e kv < 1.2.3 Energie magnetického polea) Energie magnetického pole jediného vodièePøi prùchodu elektrického proudu vodièem (cívkou) vzniká v jeho okolí mag-netické pole, které je nositelem energie. Nejprve vyjádøíme tuto energii pomocívelièin charakteristických pro vodiè (tj. indukènosti L a proudu I), v odst. b)pak pou¾itím velièin pole (tj. intenzity H a indukce B).Energii magnetického pole budeme poèítat jako práci, kterou musí vykonatvnìj¹í zdroj elektromotorického napìtí Ue na pøekonání samoindukèního elek-tromotorického napìtí Ui v cívce pøi vzrùstu proudu na hodnotu I . Se ztrátamiJouleovým teplem nebudeme pro jednoduchost poèítat.Indukované napìtí musí být v rovnováze s vnìj¹ím elektromotorickým napì-tím, tj. Ui+Ue = 0. Proto¾e napìtí je rovno práci potøebné k pøemístìní klad-ného jednotkového náboje mezi dvìma body o potenciálním rozdílu U , vykonávnìj¹í zdroj pøi pøemístìní elementárního náboje dQ = Idt práci dW = UeIdt,která se projeví jako pøírùstek energie magnetického pole. Pak vzhledem k (19)je dEmg = UeIdt = �UiIdt = LIdI:Celková energie, kterou magnetické pole dosáhne pøi vzrùstu proudu od 0 naI , je Emg = L IZ0 IdI = 12LI2: (29)Tohoto výsledku lze vhodnì vyu¾ít pro výpoèet indukènosti.b) Hustota energie magnetického poleNyní energii magnetického pole vyjádøíme pomocí velièin H , B , které se u¾ívajík jeho popisu. Vyjdeme z výrazu (29), který upravíme pomocí vztahu (18) abudeme jej aplikovat na magnetické pole solenoidu, o kterém budeme pøedpo-kládat, ¾e je v celém jeho vnitøním objemu homogenní a ve vnìj¹ím prostorunulové (v tomto smìru je názornìj¹í uva¾ovat pole tenkého toroidu, které jemo¾no pova¾ovat také za homogenní a do sebe uzavøené { viz èl. 2.4b). Platí28



tedy Emg = 12LI2 = �22L , pøièem¾ za L dosadíme výsledek (20) pro � a za� = B�r2N . PakEmg = 12 B2�2r4N2��r2N2l = 12 B2� V; kde V = �r2lje objem magnetického pole solenoidu. Hustota energie magnetického pole jewmg = EmgV = 12 B2� = 12�H2 = 12HB: (30)Tento výsledek lze zobecnit pro nehomogenní pole, u kterého velièiny H ,B mají bod od bodu jinou velikost a smìr; pøípadnì i na pole anizotropní,u kterého vektory H , B nemají stejný smìr. Pak souèin velikostí vektorù v (30)nahradíme skalárním souèinem vektorù H , B :wmg = 12H � B : (31)c) Energie magnetického pole soustavy vodièùMìjme soustavu dvou nepohyblivých vodièù (cívek) o indukènostech L1, L2,M , pøièem¾ jimi budou procházet proudy narùstající z nulové hodnoty na I1a I2. Pak se v první cívce bude indukovat napìtí Ui1 + Ui21, které musí býtv rovnováze s vnìj¹ím napìtím Ue1, tj. Ui1 + Ui21 + Ue1 = 0. Podobnì pronapìtí na druhé cívce musí platit rovnováha: Ui2 +Ui12 +Ue2 = 0. Stejnì jakov odst. a) bude práce, kterou vykonají vnìj¹í zdroje, rovna energii magnetickéhopole soustavy proudovodièù. Pro element této energie platídEmg = Ue1I1dt+ Ue2Iedt = �(Ui1 + Ui21)I1dt� (Ui2 + Ui12)I2dt == L1I1dI1 +M(I1dI2 + I2dI1) + LI2dI2 == d�12L1I21�+ d(MI1I2) + d�12L2I22� ;pøièem¾ u závìreèné úpravy bylo vyu¾ito poznatku o diferenciálu druhé moc-niny promìnné a diferenciálu souèinu promìnných. Pak energie soustavy jeEmg = 12L1I21 +MI1I2 + 12L2I22 :První a tøetí èlen pøedstavují vlastní magnetickou energii uva¾ovaných proudo-vodièù, druhý èlen vzájemnou magnetickou energii uva¾ované soustavy prou-dovodièù. 29



2.4 Indukènost nìkterých vodièùa) Vlastní indukènost válcové cívky a pøímého drátuV pøíkladu 5 jsme pomìrnì snadno vypoèetli indukènost dlouhé ¹tíhlé vál-cové cívky (solenoidu) { teoreticky neomezenì dlouhé cívky. U reálné cívkynastává pøedev¹ím na jejich koncích rozptyl magnetického pole, který je ana-lyticky obtí¾nì vyhodnotitelný. Proto indukènost reálné cívky bude men¹í ne¾udává vztah (20). Problém se v praxi øe¹í empiricky zavedením koe�cientu kdo vztahu (20): L = k��r2N2l : (32)Hodnota korekèního koe�cientu k závisí na podílu jejího prùmìru d = 2r adélky l. Pro dl = 0 je k = 1, pro dl = 0;1 je k = 0;959 � 1. Se zvìt¹ujícím sefaktorem dl koe�cient k výraznì klesá (viz graf na obr. 18, který je zpracovánpodle [1], str. 436).
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Obr. 18 Korekèní koe�cient k pro výpoèet indukènosti podle vztahu (32)Zredukuje-li se cívka na jedinou kruhovou smyèku o polomìru r vytvoøenouz drátu o polomìru r0, má indukènost (podle [1]):L = �r�ln 8rr0 � 74� :30



Pøímý drát o délce l a polomìru r0 má indukènostL = �l2� �ln 2lr0 � 34� :Tyto vztahy platí pro frekvence, u nich¾ se výraznì neprojeví skinefekt (viz èl.4.4). Pro vysoké frekvence je nutné provést korekce i na tento jev.b) Vlastní indukènost toroiduUva¾ujme toroid (cívku navinutou na anuloidu, tj. na válci o polomìru r pod-stavy, jeho¾ osa je stoèena do kru¾nice o polomìru R). Nech» je na nìm navinutoN závitù tenkého drátu tak, aby rovnomìrnì pokryly celý povrch anuloidu.(obr. 19). Toroid je navinut na jádøe, o jeho¾ permeabilitì pøedpokládáme, ¾eje pro uva¾ované sycení konstanta (� � konst:).Bude-li toroid tenký, tj. bude-li r � R,lze indukci magnetického pole pova¾ovatpo celé plo¹e S = �r2 za konstantu jakou solenoidu. Pak vlastní indukènost toro-idu je dána výrazem (20), v nìm¾ nahra-díme l délkou 2�R osy toroidu, tj.L = �r2N22R = �SN22�R : (33)Bude-li r srovnatelné s R, projeví se zá-vislost velikosti magnetické indukce B navzdálenosti x od osy.Funkci B = B(x), resp. H = H(x)jsme øe¹ili v [13] u¾itím zákona celkovéhoproudu { viz výraz (28):
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Obr. 19 ToroidB = �NI2�(R+ x) :Výpoèet magnetického indukèního toku toroidu s kruhovým prùøezem na-rá¾í na problémy pøi integraci. Výpoèet proto provedeme pro obdélníkový prù-øez, který se v praxi rovnì¾ vyu¾ívá. Prùøez (obr. 20) má plo¹ný obsah S = aba jeho elementem bude procházet tok d�1 = Badx: Proto¾e cívka má N závitù,bude element indukèního toku procházející v¹emi závity d� = Nd�1 a celkový
31



indukèní tok je � = �aN2I2� b2Z� b2 dxR+ x = �aN2I2� ln 2R+ b2R� b :
Vlastní indukènost tedy jeL = �I = �aN22� ln 2R+ b2R� b : (34)Výsledek (34) musí pro b � R pøejítdo tvaru (33) ve vyjádøení s plo¹nýmobsahem S, jak si uká¾eme, rozvineme-li logaritmus v øadu a zanedbáme èlenyvy¹¹ího øádu:

b a
RxdxoObr. 20K výpoètu indukèníhotoku v toroidu s obdélníkovýmprùøezemln 2R+ b2R� b = ln 1 + b2R1� b2R � ln�1 + b2R�2 � ln�1 + bR� � bR:Pak L = �abN22�R = �S N22�R :c) Vlastní indukènost koaxiálního kabeluNyní odvodíme vlastní indukènost pøímého dlouhého souosého (koaxiálního)kabelu o délce l, skládajícího se z centrálního válcového vodièe o polomìru r1a vnìj¹ího válcového vodièe o polomìru r2. Budeme pøedpokládat r1 � r2,abychom mohli zanedbat magnetické pole uvnitø centrálního vodièe6. V pro-storu mezi vodièi je látka o permeabilitì �.Úlohu nejprve vyøe¹íme u¾itím statického de�nièního vztahu (18). Proto¾evnitøní a vnìj¹í vodiè kabelu tvoøí dohromady uzavøený proudový okruh, pro-chází vnìj¹ím vodièem stejný proud jako vnitøním vodièem, ov¹em opaènéhosmìru (obr. 21).6Proto¾e koaxiálními kabely se zpravidla pøená¹ejí vysokofrekvenèní proudy, uplatní seskinefekt, proud prochází povrchovou vrstvièkou tohoto vodièe a magnetické pole uvnitø jezanedbatelné. 32



U¾itím zákona celkového proudu (viz napø.[13]) mù¾eme snadno nahlédnout, ¾e magne-tické pole vnì kabelu je nulové; je rozprostøenopouze v prostoru mezi vodièi a podle tého¾ zá-kona mù¾eme urèit velikost jeho indukce vzta-hem B = � I2�r ; pro r 2 hr1; r2i: (35)Proto¾e kruhové indukèní èáry tohoto poleprotínají kolmo v¹echny roviny procházejícíosou kabelu, bude plo¹ným elementem ldrprocházet indukèní tok d� = Bldr a celkovýtok bude� = � Il2� r2Zr1 drr = � Il2� ln r2r1 :
l

r2 r1 r dr
I I

Obr. 21 K výpoètu vlastní in-dukènosti koaxiálního kabeluPak indukènost koaxiálního kabelu jeL = �I = �l2� ln r2r1 : (36)Úlohu mù¾eme øe¹it také výpoètem energie magnetického pole u¾itím výrazù(30) a (29). Proto¾e indukce (35) závisí na r, vytkneme si z prostoru elementárníprstenec o objemu dV = 2�rldr. Pak bude mít pole v tomto objemu energiidEmg = wmgdV = B22� dV = �lI24� drr :Celková energie jeEmg = �lI24� r2Zr1 drr = 12 � �l2� ln r2r1� I2 = 12LI2:Výraz v kulaté závorce je indukènost { v souladu s výsledkem (36). Jakuvidíme dále, význam má délková hustota indukènosti de�novaná vztahemL0 = Ll = �2� ln r2r1 : (37)33



Budeme-li poèítat délkovou hustotu kapacity tého¾ kabelu, dostaneme(viz [12], str. 40) C 0 = Cl = 2�"ln r2r1 : (38)Vynásobením výrazù (37) a (38) dostáváme zajímavý vztah L0C 0 = �".Vyjádøíme-li permeabilitu a permitivitu u¾itím jejich hodnot pro vakuum,tj. � = �r�0, " = "r"0, a pøihlédneme-li ke vztahu (18) nebo (52) v [13],tj. �0"0 = c�2, dostaneme L0C 0 = �" = �r"rc2 = 1v2 ; (39)kde v = 1pL0C 0 = cp�r"r (40)je rychlost elektromagnetických vln, které pøená¹í koaxiální kabel. Podrobnìj¹ípojednání o tìchto jevech lze nalézt v [10], str. 243 { 245. U¾iteèné je¹tì budeanalyzovat jednotky ve vztahu (39):[L0C 0] = Hm � Fm = V � sm � A � CV �m = s2m2 :d) Vzájemná indukènost dvou plochých cívekUrèíme vzájemnou indukènost dvou plochých kruhových cível o polomìrechr2 � r1 (obr. 22), které se nacházejí ve vakuu teoreticky v jedné rovinì a kterémají N1 a N2 závitù.Bude-li vnìj¹í cívkou procházet proud I2, budemít magnetické pole v bodech roviny cívky v ma-lém okolí její osy O podle [13] str. 18 indukci o ve-likosti B2 = �0N2I22r2 :Je-li r1 � r2, bude pro magnetický tok procháze-jící N1 závity první cívky (pøibli¾nì) platit O r1,N1r2N2Obr. 22 Dvì ploché cívky�21 = �r21N1B2 = �0�r21N1N22r2 I2 =MI2:34



Pak podle (22) má soustava vzájemnou indukènostM = �0�r21N1N22r2 : (41)e) Závìreèný poznatek o indukènostiZ dosavadních výsledkù je zøejmé (viz vztahy (26), (41)), ¾e vzájemná indukè-nost je pøímo úmìrná souèinu poètu závitù cívek ve vazbì, tj. N1N2, kde¾tovlastní indukènost je dána druhou mocninou poètu závitù cívky { viz napø.(32).
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3 Elektrické obvody s promìnným proudem3.1 Pøechodné dìje v elektrickém obvoduPøivedeme-li do obvodu elektrický proud, nevzroste jeho hodnota ihned na ustá-lenou hodnotu danou nominálními hodnotami obvodu, proto¾e zmìnu proudupøi jeho vzrùstu provází jev vlastní indukce. Napø. dáme-li spínaè S na obr. 23do polohy 1, nevzroste proudokam¾itì na hodnotuI0 = UeR1 +R2 ;proto¾e pøi vzrùstu proudu sev cívce indukuje elektromoto-rické napìtí Ui, které je namí-øeno proti vzrùstu proudu. UiUe i12SR1 R2
Obr. 23 K výkladu pøechodného jevu v ob-vodu s R;LPøepneme-li spínaè po dosa¾ení ustáleného stavu do polohy 2 þzapnutoÿ,zkratuje se cívka pøes rezistor R2 a proti zmen¹ování proudu bude pùsobitv cívce napìtí, které bude mít opaèný smìr, ne¾ je naznaèeno na obr. 23.Pro kvantitativní popis tìchto jevù pou¾ijeme 2. Kirchho�ùv zákon, kterýpro jednotlivé polohy spínaèe S má tvar7(R1 +R2)i = Ue � Ldidt pro polohu 1; (42)R2i = �Ldidt pro polohu 2: (43)Jednodu¹¹í je øe¹it rovnici (43), proto ji vyøe¹íme jako první. Separujeme-lipromìnné, dostaneme rovnici dii = �R2L dt;kterou mù¾eme integrovat. Pøedpokládáme poèáteèní podmínku pro proudit=0 = I0 a integrujeme do obecného stavu, popsaného proudem i a èasemt: iZI0 dii = ln iI0 = �R2L t:7V souladu se zvyklostmi v aplikované teoretické elektrotechnice a elektronice budemeoznaèovat okam¾ité hodnoty proudu a napìtí malými písmeny, tj. i, u, kde¾to pro konstantníhodnoty (napø. amplitudy) ponecháme oznaèení velkými písmeny.36



Odtud i = I0e� t�2 ; (44)kde �2 = LR2 (45)je èasová konstanta obvodu pøi vybíjení. Je to doba, bìhem ní¾ proud i klesneprávì e-krát.Rovnici (42) pøevedeme do tvaru analogického tvaru (43) substitucíu = (R1 +R2)i� Ue; du = (R1 +R2)di (Ue = konst:):Rovnici (42) upravíme na tvar(R1 +R2)i� Ue = � LR1 +R2 (R1 +R2)didt ; neboli u = ��1 dudt ;kde �1 = LR1 +R2 (46)je èasová konstanta obvodu pøi nabíjení. V upravené rovnici mù¾eme separovatpromìnné duu = �dt�1 :Integrujeme pro danou poèáteèní podmínku: i = 0 pro t = 0, neboli u = �Ue.Horní mez je i pro t, neboli po separaci u = (R1 +R2)i� Ue pro t. Pakln (R1 +R2)i� Ue� Ue = � t�1 ;neboli i = UeR1 +R2  1� e� t�1! = I0 1� e� t�1! : (47)Funkèní závislost proudu na èase pøi zapnutí (47) a vypnutí (44) obvoduz obr. 23 je znázornìna na grafech v obr. 24. V obou grafech je pro zajíma-vost nakreslena teèna v bodì t = 0; v obou pøípadech je urèena jednoduchýmisouøadnicemi.
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t�1
iI0

1 2 3 4 50;510 t�2
iI0

1 2 3 4 50;510Obr. 24 Èasový diagram proudu v obvodu na obr. 23;a) pøi zapnutí proudu, b) pøi jeho vypnutí3.2 Obvody støídavého proudua) Obvod s R, L v sériiUva¾ujme obvod cívky o indukènosti L a elektrickém odporu R (neboli cívku arezistor spojené do série { obr. 25) pøipojený ke zdroji s periodicky promìnnýmelektromotorickým napìtím podle funkceue = Um sin!t; (48)kde Um je amplituda napìtí, ! = 2�f = 2�T úhlová frekvence, f frekvencea T perioda.
ue uiL LR

i
Obr. 25 Obvod s R, L v sérii

Proto¾e R a L jsou v sérii, bude jimi procházetstejný proud i = Im sin(!t� '); (49)kde Im je amplituda proudu a ' je fázový posunproudu za napìtím (48). Velièiny Im a ' mámeurèit øe¹ením.Proti vzrùstu proudu (49) v obvodu pùsobív cívce elektromotorické napìtíuiL = �Ldidt (50)38



a pro napìtí v obvodu musí podle 2. Kirchho�ova zákona platitRi = ue � Ldidt : (51)Tuto rovnici vyøe¹íme tak, ¾e pøedpokládáme prùbìh napìtí a proudu podlefunkcí (48) a (49), pøièem¾ neznámé velièiny Im, ' urèíme tak, aby rovnice(51) byla splnìna pro ka¾dý okam¾ik. Po dosazení z (48) a (49) do (51) mámeRIm sin(!t� ') = Um sin!t� !LIm cos(!t� '): (52)Proto¾e tato rovnice musí být splnìna pro ka¾dé t, mù¾eme si zvolit dva vhodnéokam¾iky, pro nì¾ se tato rovnice zjednodu¹í:t1 = 0 : �RIm sin' = �!LIm cos';!t2 � ' = �2 : RIm = Um sin��2 + '� = Um cos':Z rovnic plynetg' = !LR ; Im = UmR cos' = UmR 1p1 + tg2 ' = UmpR2 + !2L2 : (53)Výraz pro amplitudu mù¾eme vyjádøit ve tvaruIm = UmZ ; (54)kde Z =pR2 + (!L)2 =qR2 +X2L (55)je impedance obvodu a XL induktance. Jejich jednotkou je zøejmì ohm.Vztah (55) se vyu¾ívá k urèování vlastní indukènosti cívek. Elektrický od-por R urèíme z mìøení stejnosmìrným proudem (napø. ohmetrem). Pak cívkuzapojíme do obvodu støídavého proudu známé frekvence f , zmìøíme napìtí nacívce a proud jí procházející. Jejich podíl8 urèí v souladu s (54) impedanci Z.Indukènost pak vypoèteme u¾itím vztahu (55):L = pZ2 �R22�f :Mìøení indukènosti touto metodou vy¾aduje kvalitní generátor sinusovì pro-mìnného napìtí. Je-li výstupní signál generátoru zkreslený, uplatní se pøi mì-øení také jeho vy¹¹í harmonické slo¾ky, co¾ mù¾e vést ke znatelným chybámmìøení.8Proto¾e velièiny jsou v podílu, je lhostejné, zda jde o jejich amplitudy nebo mìøenéefektivní hodnoty. 39



b) Obvod s R, L, C v sériiObvod z obr. 25 roz¹íøíme o sériovìzapojený kondenzátor o kapacitì C(obr. 26). Pokud bychom tento ob-vod pøipojili je zdroji stejnosmìr-ného napìtí, procházel by obvo-dem proud jen po dobu nabíjeníkondenzátoru. Po jeho nabití pù-sobí proti elektromotorickému na-pìtí zdroje stejnì velké napìtí nakondenzátoru opaèného smìru aproud ustane. Pøipojíme-li do ob-vodu zdroj støídavého napìtí (48),vznikne v obvodu støídavý proud,kterým se kondenzátor bez èaso-vého omezení støídavì nabíjí a vy-bíjí.Z uvedené úvahy je zøejmé, ¾ena kondenzátoru se vytváøí napìtí,které je namíøené proti vlo¾enémuelektromotorickému napìtí ue.
ue uiLueC LRC

i
us uRuLuCObr. 26 Obvod s R, L, C v sérii. Vedleelektromotorických napìtí jsou zde vyzna-èena svorková napìtí uR, uL a uC , kterámají opaèný smìr ne¾ napìtí elektromoto-rickáToto napìtí ueC na kondenzátoru mù¾eme pova¾ovat za elektromotorické.Pøi pøivedení kladného elementárního náboje za èas dt, tj. dq = idt, se zmìníelektromotorické napìtí na kondenzátoru odueC = �dqC = � idtC ; neboli dueCdt = � iC : (56)Pøi promìnném proudu se souèasnì v cívce indukuje elektromotorické napìtí(50) a pro rovnováhu napìtí v obvodu na obr. 26 musí podle 2. Kirchho�ovazákona platit Ri = ue+ueC+uiL. Proto¾e podle (56) známe jen derivaci napìtína kondenzátoru, provedeme derivaci rovnice napìtí podle èasu a dosadíme doní výraz (56) a derivované výrazy (48) a (50). PakLd2idt2 +Rdidt + iC = !Um cos!t: (57)Rovnice (57) je z fyzikálního hlediska pohybovou rovnicí elektrického tlume-ného oscilátoru buzeného harmonicky promìnným napìtím. Z matematickéhohlediska jde o nehomogenní diferenciální rovnici druhého øádu s konstantními40



koe�cienty. Její obecný integrál se skládá ze souètu obecného integrálu pøíslu¹néhomogenní rovnice (tj. s pravou stranou nulovou) a tzv. partikulárního inte-grálu úplné rovnice. Proto¾e homogenní rovnice popisuje tlumené kmity podleklesající exponenciální funkce, které se po jistém èase utlumí, budeme hledatjen øe¹ení proudu pro ustálený stav . Pøedpokládáme tedy opìt øe¹ení ve tvaru(49) s neznámou amplitudou Im a fázovým posunem ' a o úhlové frekvenci !,kterou má budicí napìtí (48). Po dosazení pøíslu¹ných derivací proudu (49) do(57) dostaneme rovnici�!2LIm sin(!t� ') + !RIm cos(!t� ') + ImC sin(!t� ') = !Um cos!t:Proto¾e rovnice musí být splnìna pro ka¾dé t, mù¾eme si pro ustálený stavzvolit takové okam¾iky t1, t2 tak, aby!t1 � ' = 0 (!t1 = ') pak !RIm = !Um cos';!t2 � ' = �2 �!t2 = '+ �2� pak � !2LIm + ImC = !Um cos�'+ �2�| {z }� sin' ;neboli RIm = Um cos';�!L� 1!C� Im = Um sin':Seèteme-li druhé mocniny tìchto rovnic a dìlíme-li tyto rovnice mezi sebou,dostaneme hledané neznámé charakteristiky proudu:Im = UmZ ; tg' = 1R �!L� 1!C� = XL �XCR ; (58)kde Z =sR2 +�!L� 1!C�2 =pR2 + (XL �XC)2 (59)je impedance obvodu s R, L, C v sérii, XL = !L induktance a XC = 1!Ckapacitance.Z odvozených vztahù je zøejmé, ¾e proud (49) není ve fázi s elektromotoric-kým napìtím (48). Je-liXC > XL, má obvod kapacitní charakter , fázový posun' je pro takový obvod záporný, tj. proud pøedbíhá napìtí. Je-li XL > XC , má41



obvod induktivní charakter , fázový posun ' je kladný, tj. proud je opo¾dìn zanapìtím. Zvlá¹tní pøípad nastane, kdy¾ XL = XC . Pak Z = R a ' = 0. Prodané L, C tento stav nastane pro úhlovou frekvenci ! = !0, pro ní¾!0L� 1!0C = 0;tedy pro !0 = 1pLC (Thomsonùv vztah): (60)Pøi této úhlové frekvenci je amplituda Im maximální (Imax = UmR ) - obvod RLCje v rezonanci .Poznámka: V pøedlo¾eném výkladu jsme pou¾ili elektromotorická napìtí(50) a (56) na cívce a kondenzátoru, jak se bì¾nì u¾ívá ve fyzice. Ji¾ v poznámcev èl. 1.2 jsme uvedli, ¾e teorie elektrických obvodù dává pøednost obvodovýmvelièinám, kterými jsou svorková napìtí na jednotlivých prvcích R, L, C, tedyokam¾itá napìtí uR, uL a uC , která jsou rovnì¾ vyznaèena na obr. 26. Pak podle2. Kirchho�ova zákona bude okam¾ité elektromotorické napìtí ue vti¹tìnéhozdroje rovno souètu okam¾itých hodnot tìchto napìtí, neboliue = uR + uL + uC ; (61)pøièem¾ uR = Ri; (62)uL = Ldidt ; (63)duCdt = iC : (64)Dosadíme-li do derivované rovnice (61) pøíslu¹né derivace napìtí (48), (62),(63) a výraz (64), dostaneme døíve uvedenou rovnici (57).Svorková napìtí prvkù (62) a¾ (64) mají význam pro mìøení { jsou to napìtí,která mìøíme voltmetrem anebo jejich èasový prùbìh znázoròujeme oscilosko-pem pøipojeným ke svorkám prvku.K øe¹ení slo¾itìj¹ích obvodù se s výhodou u¾ívá symbolická metoda zalo¾enána pojmu fázor (Podrobnìji viz napø. [1], [2]. [3]).
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c) Fázové vztahy mezi napìtím a proudem na prvcích R, L, CPøedpokládejme, ¾e obvodem s R, L, C v sérii prochází støídavý proud s nulo-vým poèáteèním fázovým posunem:i = Im sin!t (65)a urèeme svorková napìtí na jednotlivých prvcích obvodu.Na rezistoru bude napìtí (62), neboli uR = RIm sin!t, které je ve fázis proudem. Na svorkách cívky bude napìtí (63), neboli uL = !LIm cos', kterépøedbíhá proud o �2 . Napìtí na svorkách kondenzátoru dostaneme integracívýrazu (64) po dosazení z (65). Zøejmì jeuC = ImC Z sin!t dt = � Im!C cos!t = Im!C sin�!t� �2� ;neboli napìtí je fázovì opo¾dìno o �2 oproti proudu (65). Pøehlednì jsou èasovéprùbìhy proudu a napìtí znázornìny na obr. 27. Zde byl zvolen zvlá¹tní pøípaduC = �uL. Pak výsledné napìtí je rovné napìtí uR a je ve fázi s proudem. Jdeo pøípad rezonance v sériovém RLC obvodu.
0 T2 T tui uL

uC
iuR

Obr. 27 Èasový diagram proudu a napìtí na prvcích R, L, CPøíklad 7 { rezonance v obvodu s R, L, C v sériiJe dán obvod s R, L, C v sérii (obr. 26) tìmito hodnotami: L = 0;10 mH, C == 1;0 �F; Um = 100 V a tøemi úrovnìmi odporù: 1. R1 = 20 
, 2. R2 = 50 
,3. R3 = 100 
. Vypoètìte rezonanèní frekvenci !0 a f0 obvodu a ampli-tudy proudu pøi rezonanci. Nakreslete funkèní závislosti Im = Im(!=!0) a' = '(!=!0) podle vztahù (58). 43



Øe¹eníFrekvence !0 = 1pLC = 1;0 � 105 rad � s�1, f0 = !02� = 16 kHz:Amplitudy proudu pøi rezonanci jsouIm1 = 5;0 A; Im2 = 2;0 A; Im3 = 1;0 A:Závislost amplitudy Im a fázového posunu ' na relativní úhlové frekvenci !!0je na obr. 28.
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Obr. 28 Závislost amplitudy proudu Im a fázového posunu' v sériovém RLC obvodu na relativní úhlové frekvenci !!0 ,kde !0 je rezonanèní úhlová frekvence, pro odporR1 = 20 
,R2 = 50 
, R3 = 100 
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Pøíklad 8 { energie v obvodu s R, L, C v sériiAnalyzujte energii v uzavøeném obvodu s R, L, C v sérii, který není pøipojenk vnìj¹ímu zdroji napìtí a pomocí energetické bilance odvoïte pohybovou rov-nici kmitù tohoto oscilátoru. Poèáteèní stav: obvod rozkmitáme napø. tak, ¾enabijeme kondenzátor pøipojením ke zdroji stejnosmìrného napìtí a pak zdrojodpojíme.Øe¹eníElektromagnetická energie obvoduE = Ee +Emg = q22C + Li22 (66)není konstantní { v dùsledku zapojeného rezistoru nastává její disipace (roz-ptyl). Rychlost této disipace (ztrátový výkon) se projevuje jako tepelný výkonrezistoru: dEdt = �Ri2: (67)Derivací rovnice (66) a dosazením z (67) dostanemeqC dqdt + Lididt = �Ri2; kde i = dqdt :Pak qC + Ldidt = �Ri: (68)Po vyjádøení proudu i pomocí náboje q a po úpravì jed2qdt2 + RL dqdt + 1LC q = 0; (69)co¾ je pohybová rovnice elektrických kmitù v obvodu, kdy¾ jsme za nezávislepromìnnou volili okam¾itý náboj q na kondenzátoru. Èastìj¹í je vyjádøení po-hybové rovnice pomocí okam¾itého proudu i. Dostaneme ji derivací rovnice(68): d2idt2 + RL didt + 1LC i = 0: (70)Tato rovnice je zvlá¹tním pøípadem obecnìj¹í rovnice (57) pro Um = 0, platnépro buzený sériový RLC obvod. 45



Matematicky jsou diferenciální rovnice (69), (70) podobné. Jejich øe¹enímje funkce pro tlumené kmity s exponenciálnì ubývající amplitudou, napø. proproud (v pøípadì podkritického tlumení) je9i = I0e��t sin(!0t+ �);kde souèinitel tlumení � a úhlová frekvence !0 jsou dány výrazy� = R2L; !0 =s 1LC �� R2L�2 =q!20 � �2;pøièem¾ !0 je úhlová frekvence netlumených kmitù. Konstanty I0, � se urèíz poèáteèních podmínek.

9Podrobnìj¹í rozbor øe¹ení této diferenciální rovnice druhého øádu s konstantními koe�-cienty pro pøípad mechanického oscilátoru lze najít napø. v minulém studijním textu [15] nastr.16 { 21. 46



4 Aplikace elektromagnetické indukce4.1 Vázané oscilaèní obvodyElektrický obvod s R, L, C v sérii, který jsme analyzovali v èl. 3.2b, je jed-noduchý buzený elektrický oscilátor. Je základním elementem elektronickýchkomunikaèních systémù, jako rozhlasových a televizních vysílaèù a pøijímaèù,mobilních telefonù, radarù aj. Dùle¾itým prvkem elektrických systémù (napø.zesilovaèù) jsou také vázané (spøa¾ené) oscilaèní obvody. Nyní se budeme zabý-vat jednoduchým pøípadem takových obvodù { vyøe¹íme vlastní kmity soustavydvou stejných induktivnì spøa¾ených elektrických oscilátorù podle obr. 29.
U u1 u2uL1uM1 uL2uM2�q1 C CL L+q1 �q2+q2Mi1 i2

1 2Obr. 29 Dva spøa¾ené elektrické oscilátory; vyznaèená napìtí na jednot-livých prvcích jsou svorková (obvodová)Pro jednoduchost neuva¾ujme elektrický odpor vodièù v obvodech.Oscilátory rozkmitáme napø. tak, ¾e nabijeme kondenzátor prvního osci-látoru pøipojením ke zdroji o napìtí U . Pøipojíme-li posléze ke kondenzátorucívku pøepnutím pøepínaèe, zaène se kondenzátor pøes cívku vybíjet. V ob-vodu zaène vzrùstat proud a v cívce se bude indukovat elektromotorické napìtínamíøené proti zmìnì proudu i1 (na obr. 29 jsou vyznaèena svorková napìtína prvcích obvodu, která mají opaèný smìr ne¾ napìtí elektromotorická { vizpoznámku na konci èl. 3.2b). V dùsledku indukèní vazby popsané vzájemnou in-dukèností M se bude ve druhém obvodu indukovat napìtí uM2, které rozkmitátaké tento oscilaèní obvod. Indukovaný proud i2 bude nabíjet kondenzátor nanapìtí u2 a v cívce se v dùsledku promìnného proudu i2 indukuje samoindukènínapìtí uL2 a zpìtnovazebné do prvního obvodu napìtí uM1. V¹echna napìtíjsou promìnná, av¹ak musí se nacházet v dynamické rovnováze tak, ¾e podle2. Kirchho�ova zákona musí být v ka¾dém okam¾iku jejich souèet roven nulesamostatnì pro ka¾dý oscilátor (úbytek napìtí na rezistorech je nulový, proto¾epøedpokládáme R1 = R2 = 0). 47



Z hlediska experimentálního ovìøení èinností tìchto vázaných oscilaèníchobvodù je vhodné pracovat s uvedenými svorkovými (obvodovými) napìtími{ budeme tedy hledat funkce pro napìtí u1, u2 na svorkách kondenzátoru (tamù¾eme snímat osciloskopem). Zvolíme-li za kladný smìr pøi obìhu po uzavøenésmyèce obvodu vyznaèené smìry proudù i1, i2, musí platit�u1 + uL1 + uM1 = 0;�u2 + uL2 + uM2 = 0; � (71)pøièem¾ proudy i1, i2 v obvodech jsou dány vybíjením kondenzátorù a tudí¾vztahy i1 = �dq1dt = �d(Cu1)dt = �C du1dt ;i2 = �dq2dt = �d(Cu2)dt = �C du2dt : 9>=>; (72)Napìtí na svorkách cívek pak jsouuL1 = Ldi1dt = �LC d2u1dt2 ; uL2 = �LC d2u2dt2 ;uM1 =M di2dt = �MC d2u2dt2 ; uM2 = �MC d2u1dt2 :Po dosazení do rovnic (71) dostaneme soustavu vázaných diferenciálních rovnicdruhého øádu pro napìtí u1, u2:u1 + LC d2u1dt2 +MC d2u2dt2 = 0;u2 + LC d2u2dt2 +MC d2u1dt2 = 0:Výhodné bude hledat funkce pro souèty u1 + u2, a rozdíly u1 � u2, pro nì¾z tìchto rovnic dostanemeu1 + u2 = C(L+M)d2(u1 + u2)dt2 = 0; (73)u1 � u2 = C(L�M)d2(u1 � u2)dt2 = 0: (74)Z matematického hlediska nyní ji¾ jde o dvì samostatné diferenciální rov-nice, které fyzikálnì popisují harmonické kmity o úhlových frekvencích!1 = 1pC(L+M) = !0p1 + kv ; (75)48



!2 = 1pC(L�M) = !0p1� kv > !1; (76)kde je !0 = 1pLCvlastní úhlová frekvence osamoceného oscilátoru,kv = MLèinitel induktivní vazby (jde o zvlá¹tní pøípad výrazu (28) pro L1 = L2 = L).Rovnicím (73), (74) vyhovují funkce sinus a kosinus a proto¾e jde o rovnicedruhého øádu, pou¾ijeme lineární kombinaci obou mo¾ností:u1 + u2 = A1 sin!1t+B1 cos!1t; (77)u1 � u2 = A2 sin!2t+B2 cos!2t; (78)kde integraèní konstanty A1, B1, A2, B2 urèíme z poèáteèních podmínek. Protento výpoèet urèíme je¹tì proudy, pro nì¾ v souladu s (72) platíi1 + i2 = �C d(u1 + u2)dt = �C!1(A1 cos!1t�B1 sin!1t); (79)i1 � i2 = �C d(u1 � u2)dt = �C!2(A2 cos!2t�B2 sin!2t): (80)Ze situace popsané v úvodu tohoto èlánku plynou poèáteèní podmínky: prot = 0 je u1 = U , u2 = 0, i1 = i2 = 0. Pak z rovnic (77) a (78) dostanemeB1 = B2 = U a z rovnic (79) a (80) A1 = A2 = 0. Z obecných integrálù (77),(78) diferenciálních rovnic (73) a (74) tak vyplývají partikulární integrályu1 + u2 = U cos!1t; u1 � u2 = U cos!2t;neboli pro jednotlivá napìtí funkceu1 = U2 (cos!1t+ cos!2t) = U cos !1 � !22 t � cos !1 + !22 t; (81)u2 = U2 (cos!1t� cos!2t) = �U sin !1 � !22 t � sin !1 + !22 t: (82)Proto¾e !2 > !1, je rozdílová úhlová frekvence !1 � !2 < 0, co¾ vede kezmìnì znaménka u napìtí u2, nebo» sinus je funkce lichá. Funkce rozdílových49



frekvencí jsou ve srovnání s funkcemi souètových frekvencí pomalu promìnnéa lze je pova¾ovat za promìnné amplitudy kmitù napìtí u1, u2 (viz obr. 30).Èasový diagram napìtí u1 a u2 pro zvolené parametry obvodù z obr. 29 jena obr. 30. Záznam byl získán øe¹ením na PC pomocí programu Famulus .
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Obr. 30 Èasový diagram napìtí u1 a u2 na kondenzátorech obvodù z obr. 29 proL = 1;0 H, M = 0;20 H, C = 1;0 �F (f1 = 145 Hz, f2 = 178 Hz) a U = 5;0 V4.2 TransformátorTransformátor se skládá ze dvou cívek o znaèné vlastní a vzájemné indukènosti.Toho se dosahuje tím, ¾e cívky se vinou na feromagnetické jádro (obr. 31) slo-¾ené ze ¾elezných plechù (plech se pou¾ívá proto, aby se omezily ztráty víøivýmiproudy). Do vstupní cívky {primární (1) { se pøivádí støídavý proud, èím¾ seve výstupní cívce { sekundární (2) indukuje støídavé napìtí stejné frekvence.Vztah mezi amplitudami Um1, Um2 vstupního a výstupního napìtí závisí napoètech závitù N1, N2. Elektrický odpor vinutí pro jednoduchost zanedbáme.50



Proto¾e obì cívky jsou na spoleè-ném feromagnetickém jádøe, je mezinimi tìsná induktivní vazba. Mù¾emeproto pøedpokládat, ¾e v¹echny mag-netické indukèní èáry � vybuzené pri-mární cívkou budou procházet sekun-dární cívkou. Proto¾e cívky mají N1a N2 závitù, bude pro celkový magne-tický indukèní tok primární a sekun-dární cívkou platit�1 = N1�; �2 = N2�: (83)
ue1 ue2N1 N2

21
Obr. 31 TransformátorMagnetizaèní pole � v jádøe vybudíme tak, ¾e primární vinutí pøipojíme kezdroji o elektromotorickém napìtíue1 = Um1 sin!t: (84)Pøíslu¹ný magnetizaèní proud img mù¾eme urèit u¾itím Hopkinsonova zákona(viz napø. [14], str. 17). Platí � = UmnRmg ;kde Rmg je magnetický odpor jádra a Umn = N1img je magnetomotorické napìtív obvodu primární cívky. Pak magnetizaèní proudimg = Rmg�N1 (85)je dán konstrukcí jádra (to urèuje Rmg), jeho sycením magnetickým polem (�)a poètem závitù N1 primární cívky.a) Transformátor pøi chodu naprázdnoUva¾ujme nejprve jednoduchý pøípad èinnosti transformátoru, kdy¾ sekundárnícívka není pøipojena k zátì¾i a neodebírá se z ní výkon (tj. chod naprázdno).Sekundární cívkou tedy neprochází proud a do primární cívky se z ní zpìtnìneindukuje ¾ádné napìtí.Nech» primární cívka je pøipojena ke zdroji elektromotorického napìtí ue1(84). Promìnný magnetizaèní proud img v ní vyvolá promìnný magnetickýindukèní tok �1 = N1�, v dùsledku nìho¾ se v cívce indukuje elektromotorickénapìtí ui1 = �d�1dt = �N1d�dt : (86)51



Podle 2. Kirchho�ova zákona platíue1 + ui1 = R1img = 0; (87)proto¾e odpor R1 primárního vinutí zanedbáváme (R1 ! 0). Po dosazení do(87) z (84) a (86) dostanemeUm1 sin!t = N1 d�dt :Separujeme-li dt na levou stranu a integrujeme, dostaneme� = �Um1!N1 cos!t = Um1!N1 sin�!t� �2� : (88)Magnetizaèní proud podle (85) pak budeimg = RmgUm1!N21 sin�!t� �2� :Z toho je zøejmé, ¾e magnetický tok � i magnetizaèní prod img jsou fázovìopo¾dìny za napìtím ue1 o �2 .V dùsledku promìnného magnetického indukèního toku �2 = N2� prochá-zejícího N2 závity sekundární cívky, kde � je dáno (88), se v této cívce indukujeelektromotorické napìtíue2 = �d�2dt = �N2 d�dt = �N2N1Um1 sin!t = Um2 sin(!t� �); (89)kde pro amplitudu napìtí na sekundární cívce zøejmì platíUm2 = N2N1Um1; neboli Um2Um1 = U2U1 = N2N1 = k; (90)kde k = N2N1 je transformaèní pomìr a U1, U2 efektivní hodnoty napìtí. Po-díl maximálních nebo efektivních hodnot napìtí na svorkách obou vinutí jetedy roven podílu poètu závitù obou vinutí. Z (89) je zøejmé, ¾e elektromoto-rické napìtí indukované v sekundárním vinutí je fázovì posunuto o �, neboli jev protifázi oproti elektromotorickému napìtí v primárním vinutí.52



b) Zatí¾ený transformátorZatí¾íme-li sekundární vinutí transformátoru pøipojením spotøebièe (jeho od-por R2 musí splòovat podmínku R2 � !L2), bude jím procházet sekundárnízatì¾ovací proud i2. Ten vyvolá pøídavný magnetický tok �02, pro nìj¾ podleHopkinsonova zákona (tedy analogicky vztahu (66)) platí�02 = N2 i2Rmg : (91)V dùsledku tohoto promìnného toku se v primárním vinutí vybudí magnetickýtok �01. Ten musí být takový, aby se neporu¹ila rovnováha napìtí (87). Tonastane tehdy, kdy¾ tok �01 právì vyru¹í to �02, neboli musí platit �01 = ��02.Pøídavný tok �01 bude vybuzen zatì¾ovacím proudem i1 tak, aby v souladus (91) platilo �01 = N1 i1Rmg = ��02:Musí tedy být N1i1 = �N2i2. Proud i1 je tudí¾ v protifázi s proudem i2. Proamplitudy resp. efektivní hodnoty tìchto zatì¾ovacích proudù zøejmì platíIm1Im2 = I1I2 = N2N1 = U2U1 = k: (92)c) Výkon transformátoruVýkon P2 odebíraný ze sekundárního vinutí je u skuteèného transformátoruv¾dy men¹í ne¾ pøíkon P1 pøivádìný do primárního vinutí. Zanedbáme-li ztrátytransformace (úèinnost transformátoru mù¾e být a¾ 98%), budeP2 = U2I2 cos'2 = P1 = U1I1 cos'1;kde jsme výpoèet provedli pomocí efektivních hodnot napìtí a proudu, pøièem¾cos'1 a cos'2 jsou úèiníky.Pøi chodu transformátoru naprázdno je I2 = 0, P2 = 0 a tedy i P1 = 0.Proto¾e U1 6= 0, I1 6= 0, musí být cos'1 = 0, neboli '1 = �2 , tj. úèiník proprimární cívku je nulový.Je-li sekundární cívka zatí¾ena pøipojením rezistoru, mù¾eme brát cos'1 �� cos'2 � 1. Pak U2I2 = U1I1 v souladu s (92).53



Pøíklad 9 { transformátor jako soustava vázaných obvodùØe¹te transformátor jako soustavu dvou vázaných obvodù s velmi tìsnou vaz-bou. Uva¾ujte, ¾e primární cívka má indukènost L1, N1 závitù a zanedba-telný odpor R1 ! 0. Cívka je pøipojena ke zdroji o elektromotorickém napìtíue1 = Um1 sin!t. Sekundární cívka o indukènosti L2 a N2 závitech je pøipojenak zátì¾i o odporu R2. V dùsledku uzavøeného feromagnetického jádra uva¾ujteèinitel induktivní vazby kv = 1, tak¾e M = pL1l2. Odvoïte výrazy pro oka-m¾itý proud a napìtí v sekundárním vinutí.Øe¹ení
ue1 uiL1uiM1 uiL2uiM2L1 L2Mi1 i2 R2Obr. 32 Transformátor jako soustavavázaných obvodù s tìsnou vazbou

Obvody transformátoru (obr. 32)jsou popsány soustavou rovnicue1 � L1 di1dt �M di2dt = 0;�M di1dt � L2 di2dt = R2i2:Z rovnic vylouèíme derivaci proudui1 tak, ¾e ji vyjádøíme z první rov-nice a dosadíme do druhé.Potom Mue1 + (L1L2 �M2)di2dt = �L1R2i2:Proto¾e kv = 1 je L1L2 �M2 = 0. Pak pro sekundární proud platíi2 = � ML1R2ue1 = � 1R2sL2L1ue1 = �Um1R2 N2N1 sin!t;nebo» vlastní indukènost je úmìrná druhé mocninì poètu závitù (L1 � N21 ,L2 � N22 ). Pak napìtí na rezistoru o odporu R2, neboli sekundární napìtítransformátoru je u2 = R2i2 = �Um1N2N1 sin!t:Pro amplitudu Um2 a efektivní hodnotu U2 zøejmì platíUm2Um1 = U2U1 = N2N1 = kv souladu s výsledkem (92). 54



4.3 Víøivé (Foucaultovy) proudyZ dosavadního výkladu plyne, ¾e promìnné magnetické pole vytváøí ve vodi-èích elektrické pole, které se projevuje tokem uzavøených elektrických proudù.Dodud jsme vesmìs uva¾ovali tenké drátové (þjednorozmìrnéÿ) vodièe. Jev sa-mozøejmì nemù¾e být omezen jen na tento typ vodièù a musí se projevovatrovnì¾ u prosorových (trojrozmìrných) a plo¹ných (dvourozmìrných) vodièù.Nahradíme-li napø. u experimentu na obr. 4 drátový vodiè kovovou deskou(obr. 33), vzniknou v ní pøi jejím pohybu napøíè magnetickým polem víøivéproudy .
smìr pohybu desky F 0F B
Obr. 33 Víøivé proudy ve vodivé desce

Poprvé je popsal francouzskýfyzik L. J. Foucault (1819 { 1868)a nazývají se rovnì¾ Foucaltovyproudy . Jejich význaènou vlast-ností { v souladu s Lenzovým pra-vidlem { je, ¾e mají takový smìr,je¾ brání zmìnì, která jej vyvo-lala. Jsou-li vyvolány pohybemvodièe, brzdí jeho pohyb. Protiakèní síle F 0 na obr. 33 pùsobíbrzdná síla F .Brzdného úèinku víøivých proudù se vyu¾ívá u elektrických brzd a ke tlu-mení mìøicích pøístrojù (pohyblivá èást systému je opatøena vodivou destièkou,která se pohybuje v poli permanentního magnetu). Výhodou tìchto brzdicíchsystémù je, ¾e brzdná síla je úmìrná rychlosti pohybu, tzn., ¾e pøi velké rychlostije velká, pøi nulové rychlosti nulová. Tím se podstatnì li¹í od tøení.Víøivé proudy vznikají v souladu s podstatou elektromagnetické indukce iv nepohyblivých vodièích, které se nacházejí v promìnném magnetickém poli.Je tomu napø. v jádrech transformátorù anebo toèivých elektrických strojù(alternátorù, dynam, motorù). V tìchto pøípadech provází existenci tìchtoproudù Jouleovo teplo a tedy ztráty elektromagnetické energie dané zvìt¹o-váním vnitøní energie uva¾ované soustavy. Tyto ztráty se zmen¹ují zvìt¹ová-ním elektrického odporu jádra. Toho se dosahuje tím, ¾e jádro se sestavuje zevzájemnì odizolovaných plechù nebo se pou¾ije jádro feritové 10.10Ferity jsou polovodivé slouèeniny ¾eleza a kyslíku nebo i jiných prvkù (Cu, Mg, Ni); jsouto feromagnetika (�r � 102 a¾ 103) s velkým mìrným odporem (104 a¾ 108 
 �m). Proto majímalé ztráty pocházející od víøivých proudù, i vysokofrekvenèních (vyjímeènì a¾ do 1010 Hz).
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Pøíklad 10 { ohøev víøivými proudyHliníkový kotouè o polomìru r0 = 40;0 mm a tlou¹»ce h = 1;00 mm vlo-¾íme do magnetického pole o indukci B = Bm cos!t, kde Bm = 30;0 mT,! = 100� rad � s�1 tak, aby jej indukèní èáry protínaly kolmo. Vypoètìte:a) Proud, který se indukuje v kotouèi a jeho výkon.b) Vzrùst teploty kotouèe za èasový interval � = 240 s.Hustota hliníku je % = 2;70 � 103 kg �m�3 mìrná tepelná kapacita hliníkuje c = 896 J � kg�1 �K�1, konduktivita (mìrná elektrická vodivost) hliníku
 = 3;70 � 107 
�1 �m�1 = konst: (závislost 
 na teplotì zanedbejte).Øe¹ení
B r0 r dr

h
Obr. 34 K výpoètu víøivých proudù

a) Z kotouèe vyjmeme elementární prs-tenec o polomìru r, tlou¹»ce h a ¹íøce dr.V souladu se vztahem (16) se v nìm in-dukuje vírové elektrické pole o intenzitìEi = � 12�r d�dt = r2Bm! sin!t:Podle Ohmova zákona v lokálním tvaru(viz napø. [13], str. 10), tj. proudová hus-tota j = 
E , kde 
 je konduktivita, máproudová hustota na polomìru r velikostj = 
 r2Bm! sin!t:Uvá¾íme-li, ¾e elementární prstenec má obdélníkový prùøez o plo¹ném ob-sahu dS = hdr, dostaneme pro celkový indukovaný proud v kotouèi výrazI = 
Bm!h2 sin!t � r0Z0 rdr = 
Bm!hr204 sin!t:Amplituda proudu má tedy velikostIm = 
Bm!hr204 = 139 A:Element výkonu proudu indukovaného na elementárním prstenci urèíme zevztahu dP = U2i dG = (2�rEi)2dG; kde dG = 
 hdr2�r56



je vodivost elementárního prstence. Po dosazení za Ei a integrací pøes celýkotouè dostanemeP = �
B2m!2h2 sin2 !t � r0Z0 r3dr = Pm sin2 !t;kde Pm = �
B2m!2hr408 = 330 Wje nejvìt¹í hodnota, které dosahuje cyklicky promìnný výkon.b) Proto¾e výkon proudu je periodickou funkcí èasu, uplatní se pøi ohøevu ko-touèe jeho støední hodnota za jednu periodu T . Podle vìty o støední hodnotì11je P̂ = 1T Z T0 Pm sin2 !t = Pm2 :Práce elektrického proudu v èasovém intervalu � se spotøebuje na vzrùst vnitøníenergie kotouèe:̂P� = cm�#; kde m = �r20h% = 1;36 � 10�2 kgje hmotnost kotouèe. Teplota vzroste o�# = Pm�2cm = 32;6 K:4.4 SkinefektVíøivé proudy ve vodièích jsou pøíèinou dùle¾itého povrchového jevu, neboliskinefektu12, který zpùsobuje omezení prùchodu vysokofrekvenèních støídavýchproudù vodièi. Významný rozdíl mezi víøivými Foucaltovými proudy a víøivýmiproudy, které se uplatòují pøi skinefektu je v tom, ¾e v pøípadì tìch druhýchpostaèí promìnné magnetické pole proudu, který tìlesem vodièe prochází.K výkladu skinefektu ve válcovém vodièi o polomìru r0 si pøedstavme si-tuaci naznaèenou na obr. 35a). Aby vodièem mohl procházet støídavý proudo proudové hustotì j (t), musíme jej pøipojit k vnìj¹ímu zdroji elektromotoric-kého napìtí, který ve vodièi vyvolá vti¹tìné elektrické pole o intenzitì Ev(t).Promìnný elektrický proud pak vyvolá promìnné magnetické pole o èasovìpromìnné indukci B , jeho¾ indukèní èáry jsou uzavøené kru¾nice le¾ící v rovinì11S tímto výpoètem se setkáváme pøi výpoètu efektivní hodnoty proudu a napìtí.12skin { angl. slovo pro kù¾i, slupku 57



kolmé k podélné ose válce. V dùsledku promìnnosti magnetického pole se vevodièi indukuje víøivé elektrické pole o intenzitì Ei, pøièem¾ siloèáry tohotopole jsou uzavøené køivky le¾ící v rovinách procházejích podélnou osou válce.Cirkulace indukovaného pole Ei má takový smìr, ¾e její smìr u povrchu je sou-hlasný se smìrem vti¹tìného pole Ev a tudí¾ v oblasti vzdálenìj¹í od povrchu(na obr. 35a v blízkosti podélné osy válce) má opaèný smìr.
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Obr. 35 a) K výkladu skinefektu. b) Rozlo¾ení proudové hustoty po prùøezu kru-hového válcového vodièe pøi rùzných frekvencích proudu (prùbìh funkcí je øe¹en promìdìný vodiè o polomìru r0 = 0;6 mm; pro polovièní polomìr budou uvedené frek-vence ètyønásobné)Obì elektrická pole se skládají a o toku proudu vodièem rozhoduje výslednépole E = Ev+Ei. Proudová hustota je podle Ohmova zákona v lokálním tvaru(viz [13], str.10): j = 
E pøímo úmìrná E . Proudová hustota bude tedy nejvìt¹íu povrchu vodièe a ve smìru k ose bude klesat. Proto¾e velikost Ei závisí narychlosti zmìny magnetického pole, bude se efekt zvýrazòovat se vzrùstajícífrekvencí procházejícího proudu.Kvantitativní øe¹ení skinefektu je spojeno s øe¹ením soustavy Maxwellovýchrovnic. Proto¾e jde o parciální diferenciální rovnice, je toto øe¹ení nároèné. Prozájemce s dobrými základy diferenciálního poètu je v¹ak dobøe zvládnutelnépro pøípad vodivého poloprostoru (viz napø. [11], str. 180). Øe¹ením tohotoproblému mù¾eme zjistit, ¾e proudová hustota se zmen¹uje se vzdáleností od58



povrchu { klesá podle exponenciální funkce. Mìøítkem poklesu j je vzdálenost �,v ní¾ velikost hustoty klesne e-krát. Jestli¾e pro mìï a zvukovou frekvenci1000 Hz je � = 2;0 mm, tak pro rozhlasovou frekvenci 300 kHz je � = 0;11 mma pro televizní frekvenci 300 MHz dokonce jen � = 0;0036 mm.Øe¹ení skinefektu pro technicky nejbì¾nìj¹í pøípad, tj. pro kruhový válec, jespojeno s øe¹ením Besselových diferenciálních rovnic, které ov¹em nelze vyjádøitv uzavøeném analytickém tvaru. Výsledek numerického øe¹ení pro tento pøípadje naznaèen na obr. 35b).Existence skinefektu má záva¾né dùsledky pro vedení vysokofrekvenèníchproudù. Jestli¾e u stejnosmìrného proudu (a prakticky i u nízkofrekvenèníchproudù) se uplatní ve stejné míøe v¹echny elementy pøùøezu vodièe, tak u vy-sokofrekvenèních proudù je to jen tenká vrstvièka vodièe u jeho povrchu, kteráse se zvìt¹ující se frekvencí zmen¹uje. Proto se pro vedení tìchto proudù po-u¾ívají vodièe s relativnì velkým povrchem { buï ve formì lanka slo¾enéhoz velkého mno¾ství tenkých izolovaných drátkù nebo pro výkonové soustavy(napø. výkonové obvody vysílaèù) ve formì dutých tìles (napø. válcových neboobdélníkových trubek).Skinefektu se s výhodou vyu¾ívá k vysokofrekvenènímu ohøevu pro povr-chové kalení exponovaných ocelových souèástí (napø. klikových høídelù spalo-vacích motorù). U tìchto souèástí po¾adujeme tvrdý povrch ke zmen¹ení opo-tøebení tøením a hou¾evnaté jádro ke zvý¹ení odolnosti proti lomùm. Proto ses vyu¾itím Jouleova tepla pøi prùchodu vysokofrekvenèního proudu ohøeje nakalicí teplotu jen povrch souèásti a pøi následném prudkém ochlazení v kalicílázni se zakalí jen povrchová vrstva souèásti. Pokud bychom zakalili celý objemsouèásti, byla by sice souèástka tvrdá, ale i køehká, co¾ je málo vhodné pro jejídynamické namáhání.4.5 BetatronNa principu elektromagnetické indukce sestrojil r. 1941 D. W. Kerst urychlovaèelektronù {betatron. Z dosavadního výkladu víme, ¾e indukované elektrické poleje vírové a pokud zajistíme osovou symetrii magnetického pole, budou siloèárytohoto pole kru¾nice. Indukované elektrické pole má podle (14) intenzitu E .Ve vodièi toto pole urychluje volné elektrony, av¹ak jejich pohyb je brzdìnodporem vodièe. Budou-li elektrony ve vakuu, jak je tomu u betatronu, nebudejejich pohyb brzdìn a mohou dosáhnout velké rychlosti a kinetické energie.Proto se u betatronu elektrony pohybují uvnitø vakuové prstencové trubices pøíèným oválným prùøezem (obr. 36).Chceme-li, aby se elektrony pohybovaly po kruhové trajektorii o polomìrur0, musí být trubice umístìna v magnetickém poli tak, aby indukèní èáry le¾elykolmo k trajektorii elektronù. Pøitom indukce B0 v bodech trajektorie musí59



být taková, aby dostøedivá síla na trajektorii o polomìru r0 byla rovna sílemagnetické, neboli mv2r0 = B0ev;kde m je okam¾itá (relativistická) hmotnost elektronu. OdtudB0 = mver0 = per0 ; (93)kde p je velikost okam¾ité relativistické hybnosti elektronu.
záøení 


vakuová trubice
terèík

elektronové dìlo
stabilní trajektorie
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pólové nástavceB0 B̂ vakuová trubice

Obr. 36 Osový øez betatronem a pùdorys jeho trubice. Úpravoupólových nástavcù se dosahuje podmínky B̂ = 2B0 pro stabilnípohyb elektronùElektron je urychlován na kruhové trajektorii o polomìru r0 indukovanýmelektrickým polem, pro jeho¾ intenzitu platí podle (14) vztah2�r0E = �d�dt : (94)Toto pole pùsobí na elektron teènou silou o velikostiF = �eE = e2�r0 d�dt ;60



která v souladu s 2. Newtonovým pohybovým zákonem zpùsobí v èasovémintervalu dt zmìnu hybnostid(mv) = Fdt = e2�r0 d�: (95)Má-li elektron v betatronu dosáhnout velké rychlosti a energie, musí sev prùbìhu velkého poètu obìhù udr¾et na stabilní kruhové trajektorii. V prù-bìhu urychlení vzroste jeho rychlost z malé velikosti v � 0 na hodnotu v, kteráse blí¾í rychlosti svìtla. Souèasnì tok magnetického pole musí vzrùst z hodnoty� = 0 na �. Integrací vztahu (95) pak dostanemep = mv = e2�r0�: (96)Vyjádøíme-li indukèní tok � plochou kruhu omezeného trajektorií o polomìrur0, tj. � = �r20B̂, mù¾eme z (96) urèit, jaká musí být støední hodnota indukceB̂ ve srovnání s indukcí B0 (93) podél trajektorie:B̂ = 2per0 = 2B0: (97)Má-li být trajektorie elektronu stabilní, musí tedy být støední hodnota magne-tické indukce uvnitø trajektorie rovna dvojnásobku její hodnoty podél trajek-torie. Toho se dosahuje vhodným tvarem pólových nástavcù elektromagnetù {ve støední èásti vytváøejí men¹í magnetickou mezeru (obr. 36).Po¾adované promìnnosti magnetického pole podle (94) se dosahuje napáje-ním cívek elektromagnetu støídavým proudem, napø. sí»ové frekvence 50 Hz.
dopad elektronù na terèíkvstøik elektronù elektronovým dìlem

�0 d�dt > 0
T = 20 ms�t=5 ms �t=5 ms t� = �m sin!t

Obr. 37 Prùbìh toku � v betatronu s vyznaèením periodicky se opakujícíchintervalù �t, ve kterých lze dosáhnout urychlení elektronù61



Proto¾e pak èasový prùbìh toku � je podle obr. 37, lze pro proces urychlo-vání vyu¾ít maximálnì èasový interval �t = T4 , napø. kdy¾ je � > 0 a d�dt > 0.V prùbìhu doby �t vykoná elektron velké mno¾ství obìhù a dosáhne po¾ado-vané energie. Napø. u betatronu èeskoslovenské výroby elektron za 5 ms vykoná1;6 � 106 obìhù a dosáhne energie 15 MeV.Se vzrùstající energií elektronù v betatronu v¹ak vzrùstají ztráty energiezpùsobené elektromagnetickým záøením, které vydává ka¾dá nabitá èástice, je-li urychlována. Tyto ztráty rostou se ètvrtou mocninou energie èástice. Napø.u betatronu na 100 MeV elektron vyzáøí na konci urychlovacího intervalu pøika¾dém obìhu energii 12 eV, která je malá proti energii 400 eV, kterou pøijednom obìhu získává, kde¾to u betatronu na 300 MeV elektron získanou ener-gii pøi jednom obìhu na konci urychlování právì vyzáøí a urychlování ji¾ jeneefektivní.Urychlené elektrony se na konci urychlovacího intervalu �t odkloní napø.pøídavným magnetickým polem (získaným proudovým impulsem ve vinutí elek-tromagnetu) a dopadají na wolframový terèík uvnitø trubice (viz pùdorys be-tatronu na obr. 36). Pøi tomto dopadu se prudce zabrzdí, pøièem¾ se generuje
 záøení ve velmi ¹irokém spektrálním rozsahu. Bude-li mít elektron kinetickouenergii Ek, mù¾e vyzáøený foton mít energii a¾ Ek = h�max a tedy vlnovoudélku a¾ �min = c�max = hcEk ; (98)kde h = 6;6261 � 10�34 J � s je Planckova konstanta. Tak napø. u zmínìnéhobetatronu na Ek = 15 MeV je �min = 8;3 � 10�14 m. Toto velmi tvrdé záøení 
se u¾ívá pro defektoskopii (napø. ke kontrole kvality odlitkù velkých rozmìrù)anebo k nièení nádorù pøi léèbì rakoviny.Pøíklad 11 { Kerstùv betatronD. W. Kerst sestrojil ji¾ r. 1945 velký betatron, který urychloval elektronyna kinetickou energii Ek = 100 MeV, pøièem¾ polomìr rovnová¾né trajektorieelektronù byl r0 = 1;00 m.a) Vypoètìte hmotnost, rychlost a hybnost elektronù na konci ka¾dého urych-lovacího intervalu.b) Jaká musí být støední hodnota B̂ indukce magnetického pole uvnitø trajek-torie elektronù a indukce B0 podél jejich trajektorie na konci urychlovacíhointervalu.c) Urèete nejkrat¹í vlnovou délku záøení 
, které vznikne po dopadu urychle-ných elektronù na terèík. 62



Øe¹enía) Z relativistického vztahu pro celkovou energii elektronumc2 = mec2 +Ekplyne, ¾e hmotnost elektronu po urychlení jem = me + Ekc2 = me�1 + Ekmec2� = 196;7me = 1;79 � 10�28 kg: (99)Ze vztahu pro relativistickou hmotnost dostaneme rychlost na konci urychlení:v = cs1��mem �2 = cs1�� mec2mec2 +Ek�2: (100)Numerickyv = 0;9999871c= (1� 1;29 � 10�5)c = c� 3870 m�s�1 = 2;9979 � 108 m�s�1 � c:Hybnost elektronu po jeho urychlení jep = mv = �mec+ Ekc �s1�� mec2mec2 +Ek�2 = Ekc s1 + 2mec2Ek : (101)Pro dané hodnoty p = 5;37 � 10�20kg �m�s�1:b) Ze vztahu (97) po dosazení za hybnost (101) dostaneme, ¾e na konci urych-lovacího intervalu støední hodnota indukce magnetického pole musí býtB̂ = 2per0 = 2Ekecr0s1 + 2mec2Ek = 0;671 T: (102)Pak B0 = B̂2 = 0;335 T:c) Nejkrat¹í vlnová délka brzdného záøení je dána vztahem (98). Po dosazeníje �min = 1;24 � 10�14 m:PoznámkaProto¾e kinetická energie Ek je mnohem vìt¹í ne¾ klidová energie elektronumec2 = 0;511 MeV, mù¾eme u na¹eho betatronu s vyhovující pøesností zjed-nodu¹it vztahy (100), (101) a (102) do tvaru, v nìm¾ polo¾íme výraz pododmocninou roven jedné. Pakv � c; p � Ekc = 5;34 � 10�20 kg �m�s�1;B̂ � 2Ekecr0 = 0;667 T:63



5 Úlohy1. Vinutí ve tvaru Archimédovy spirályPlochá cívka má na polomìru r0 celkemN závitù ve tvaru Archimédovy spirály(obr. 38), které jsou hustì vinuty od støeduk okraji cívky (cívku lze dobøe vytvoøitnapø. na destièce s ti¹tìnými spoji). Cívkase nachází v periodicky promìnném mag-netickém poli, jeho¾ indukce se mìní podlevztahu B = Bm cos!t a je kolmá k rovinìcívky. Vypoètìte elektromotorické napìtí,které se indukuje v cívce.
2r0

Obr. 38 Vinutí ve tvaruArchimédovy spirály2. Cívka v nehomogenním poliUva¾ujme nehomogenní magnetické poleo indukci B(x; t), její¾ velikost je dánafunkcí B = 15x3t2, kde velièiny B, x, tjsou v jednotkách SI. Do pole (obr. 39)umístíme cívku o N = 24 obdélníkovýchzávitech o rozmìrech a = 200 mm, b == 250 mm tak, ¾e indukèní èáry vstupujíkolmo do roviny cívky. Vypoètìte indu-kované napìtí v cívce v èase t = 0;300 s.Jaký proud bude cívkou procházet pøi je-jím zkratování, má-li odpor R = 1;20 
.
B0 b a x

y
Obr. 39 Cívka v nehomogennímpoli3. Øazení odlehlých cívekDvì cívky o indukènostech L1 a L2 jsou umístìny daleko od sebe. Jaká budevýsledná indukènost tìchto cívek, spojíme-li je a) do série, b) paralelnì.4. Sériové øazení blízkých cívekCívky o indukènostech L1, L2 jsou umístìny blízko sebe tak, ¾e jejich vzá-jemná indukènost je M . Jaká bude vlastní indukènost tìchto cívek pøi je-jich zapojení do série tak, ¾e a) závity obou cívek budou vinuty ve stejnémsmìru, b) závity budou vinuty ve vzájemnì opaèném smìru. c) Navrhnìte,jak lze z namìøených indukèností La, Lb urèit vzájemnou indukènost Mspojovaných cívek. 64



5. Vzájemná indukènost dvou solenoidùDo solenoidu o délce l, polomìru r1 � l a poètu závitù N1 je zasunutdruhý solenoid stejné délky o polomìru r2 < r1 a N2 závitech tak, ¾e osyjsou rovnobì¾né. Vypoètìte vzájemnou indukènost této soustavy cívek azdùvodnìte, proè nezávisí na r1 a na vzájemné vzdálenosti os solenoidù.6. Soustava solenoidu a ploché cívkyNa solenoidu délky l = 400 mm a prùøezu S = 500 mm2 o N1 = 1000závitech je uprostøed navinuta krátká cívka o N2 = 20 závitech stejnéhopolomìru. Vypoètìte vzájemnou indukènost soustavy solenoidu a cívky. Jakvelké napìtí se bude indukovat v cívce, kdy¾ v solenoidu vzroste proudo �I1 = 5;0 A za �t = 10;0 ms. Jak se velièiny zmìní, vlo¾íme-li dosolenoidu ¾elezné jádro o støední permeabilitì ��r � 1000 pro uva¾ovanésycení jádra. Uva¾ujte, ¾e jádro vyplòuje vnitøní prostor solenoidu.7. Soustava dvou plochých cívekUva¾ujme soustavu dvou plochých cívek se závity o polomìru a, z nich¾cívka (1) má N1 a cívka (2) N2 závitù. Roviny cívek jsou rovnobì¾né avzdálené od sebe b� a (obr. 40). Permeabilita prostøedí � � �0.
b

!a a(1)N1 (2)N2
Obr. 40 Soustava dvou plochých cívek

a) Vypoètìte vzájemnou indukè-nost soustavy (pro ! = 0).b) Vypoètìte napìtí indukovanév cívce (2), bude-li cívkou (1) pro-cházet støídavý proudi1 = Im cos!t:c) Cívkou (1) bude procházet stej-nosmìrný proud Im a cívka (2) sebude otáèet úhlovou rychlostí !.Jaké se bude v ní indukovat na-pìtí?8. Cívka a pøímý vodièJe dána soustava pøímého dlouhého vodièe a rámové cívky o stranách a,b a N závitech. Její støed je ve vzdálenosti r0, její strana b je rovnobì¾nás vodièem a vodiè le¾í v rovinì cívky (obr. 41). Prostøedím je vzduch.
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r0 a bObr. 41 Soustava cívkya pøímého vodièe
a) Urèete vzájemnou indukènost této soustavyvodièù.b) Urèete napìtí, které se bude indukovatv cívce, bude-li pøímým vodièem procházetstøídavý proud i = Im cos!t:9. Soustava solenoidu a otoèné cívkyUva¾ujme soustavu dvou vzduchových cívek z obr. 42. Jde o solenoid, kterýmá na délce l = 300 mm N1 = 240 rovnomìrnì navinutých závitù o polo-mìru r. Uvnitø solenoidu kolmo k jeho ose je otoènì ulo¾ena úzká rámováètvercová cívka o stranì a = 40 mm s poètem N2 = 100 závitù.a) Vypoètìte vzájemnou indukènost M soustavy cívek v závislosti naúhlu �.b) Solenoidem necháme procházet proud I1 = 2;0 A a otoènou cívkoubudeme z výchozí polohy � = 0 rovnomìrnì otáèet úhlovou rychlostí ! == 60� rad � s�1: Odvoïte výraz pro indukované napìtí v otoèné cívce avypoètìte jeho amplitudu.a �

2r bokorys
N1

N2 l
Obr. 42 Soustava dvou cívek10. Indukce v okolí trubkyPøímým vodièem ve tvaru kruhové trubky (viz obr. 43a) s velmi tenkoustìnou (h � r0) prochází støídavý proud i = Im sin!t. V bodech A, Bpovrchu vodièe je pøipojen voltmetr, jeho¾ pøívody jsou upraveny66



a) podle obr. 43b;b) podle obr. 43c { zde jdou vodièe tìsnì podél povrchu vodièe.Jaké napìtí udává voltmetr v prvním a ve druhém pøípadì? Pøedpokládejmepøitom rovnomìrné rozlo¾ení proudu v pøíèném prùøezu trubky (trubka jetenká, a proto se výraznì neuplatní víøivé proudy indukované v trubce støí-davým proudem). Konduktivita materiálu trubky je 
.
V Vlhr0 r0 + h a A B A Bla) b) c)

Obr. 43 Experiment s elektromagnetickou indukcí v okolí trubky, jí¾ procházístøídavý proud11. Padající cívka

B
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Obr. 44 Situace cívkypøed pádem

Plochá ètvercová cívka o stranì a = 20 mm ahmotnosti m = 2;5 g má N = 12 závitù. Pøí-vodní konce cívky jsou zkratovány, elektrický od-por vinutí je R = 0;60 
. Cívku umístíme dosvislé roviny nad póly magnetu podle obr. 44, kdeh = 300 mm, pøièem¾ rozmìry pólu jsou stejnéjako cívky a pole je homogenní. Po uvolnìní za-ène cívka padat volným pádem (odpor prostøedíneuva¾ujte), av¹ak pøi prùletu magnetickým po-lem je indukce B nastavena tak, aby cívka dráhu2a prolétla konstantní rychlostí. Urèetea) jaké napìtí U se v cívce indukuje pøi prùletumagnetickým polem a jaký proud I cívkou pøitom prochází,b) jakým výkonem P je vinutí cívky ohøíváno pøiprùletu magnetickým polem,c) jaká musí být indukce B , aby podmínky expe-rimentu byly splnìny.67



12. Víøivé proudy v trubceDlouhá tenkostìnná trubka, její¾ prùmìr je 2(r+h), kde r je vnitøní polomìra h tlou¹»ka stìny (obr. 45), je na koncích vodivì zaslepena.B(t) r h
Obr. 45 Øez trubkou

Trubka je umístìna v homogenním èasovì pro-mìnném poli o indukciB = Bm cos!t;její¾ indukèní èáry kolmo protínají osu trubky.Vypoètìte celkový víøivý proud, který se indukujev trubce. Skinefekt, stejnì jako ovlivnìní vnìj¹íhopole indukovaným proudem, neuva¾ujte.13. Brzdìní pásku víøivými proudyDlouhý úzký pøímý pásek z neferomagnetickéhokovu necháme volnì padat ve svislé orientaci zestavu klidu mezi póly magnetu s homogenním po-lem o indukci B (obr. 46). Na pásek, který máhmotnost m, bude kromì tíhové síly pùsobit brz-dná síla Fv vyvolaná víøivými proudy. Má velikostFv = kBv, kde k je konstanta a v velikost oka-m¾ité rychlosti.a) Odvoïte funkèní závislost rychlosti na èase astanovte její mezní velikost vm.b) Odvoïte rovnici x = x(t) pro dráhu pásku.
mN SBvObr. 46 Padající pá-sek mezi póly magnetù14. BetatronBetatron má slou¾it k produkci elektromagnetického záøení o vlnové délcea¾ �min = 5;0 � 10�14 m. Elektrony se urychlují na kruhové trajektorii o po-lomìru r0 = 250 mm. Urèete:a) Výstupní kinetickou energii Ek elektronù.b) Potøebnou velikost indukce magnetického pole podél trajektorie (B0)a støední hodnotu magnetické indukce (B̂) celkového magnetického poleuvnitø trajektorie.c) Výstupní hmotnost a rychlost elektronu.15. Teorie balistického galvanometruElektrické náboje lze mìøit balistickým galvanometrem, jeho¾ zjednodu¹enáteorie je pøedmìtem øe¹ení této úlohy. Základem pøístroje je lehká cívka68



(uva¾ujte, ¾e má N ètvercových závitù o délce strany a) zavì¹ená na svislémtorzním vláknì tak, ¾e se mù¾e natáèet v homogenním magnetickém polio indukci B . V základní poloze je rovina cívky kolmá k B . Natoèení cívky,resp. zkroucení vlákna, se mìøí opticky pomocí zrcátka pøipevnìného kespoji vlákna s cívkou. Vlákno má torzní tuhost kt a otoèný systém momentsetrvaènosti J . Tlumení systému je zanedbatelné.Odvoïte základní rovnici balistického galvanometru Q = k�, podle ní¾ je(první) nejvìt¹í výchylka � (neboli amplituda kmitù systému) pøímo úmìrnánáboji Q, který v krátkém èasovém intervalu � projde cívkou. Urèete balis-tickou konstantu k za pøedpokladu, ¾e � � T , kde T je perioda vlastníchkmitù systému.16. Mìøení magnetického poleUrèete velikost indukce B magnetického pole pomocí hustì navinuté zku-¹ební cívky, která má N = 20 závitù, ka¾dý o plo¹e S = 1;50 cm2. Odporcívky je R = 4;00 
 a rovina cívky svírá s indukcí B úhel � = 60�. Cívka jespojena vodièi o zanedbatelném odporu s balistickým galvanometrem o od-poru Rg = 16;0 
. Kdy¾ cívku rychle vysuneme z mìøeného pole do místa,kde B � 0, projde galvanometrem náboj Q = 2;34 � 10�4 C.
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Øe¹ení úloh1. Element cívky o polomìru r a ¹íøce dr obsahuje celkemNr0 dr závitù o plo¹ném obsahu dS = �r2Nr0 dr:Indukèní tok celou cívkou� = B�Nr0 r0Z0 r2dr = �r20N3 Bm cos!t:Indukované napìtí Ui = �r20NBm!3 sin!t:2. � = 15ab4N4 t2, Ui = 152 ab4Nt = 42;2 mV, Ii = 15ab4Nt2R = 35;2 mA:3. a) Sériové øazení Ls = L1 + L2.b) Paralelní øazení 1Lp = 1L1 + 1L2 .4. a) Závity ve stejném smìru: La = L1 + L2 + 2M:b) Závity v opaèném smìru: Lb = L1 + L2 � 2M:c) M = 14(La � Lb):5. M = �0�r22N1N2l :Vzájemná indukènost nezávisí na r1 proto, ¾e na nìm nezávisí indukce polevnìj¹í cívky. Proto¾e toto pole je homogenní v celém objemu vnìj¹í cívky,nezávisí M ani na vzdálenosti os cívek, pokud druhá cívka zùstává uvnitøprvní cívky.6. M = �0N1N2Sl = 3;14 � 10�5 H,jUij = �0N1N2Sl �I1�t = 15;7 mV:Po vlo¾ení jádra bude M 0 = ��rM = 31;4 mH, U 0i = ��rUi = 15;7 V.70



7. Proto¾e b� a uva¾ujeme pole ve v¹ech bodech kruhu o polomìru a stejnéjako na ose (srovnejte s pøíkladem 3 v [13]). Paka) M = �0�a4N1N22p(b2 + a2)3 � �0�a4N1N22b3 ;b) u � �0�a4N1N2!Im2b3 sin!t:c) Napìtí bude stejné jako v pøípadì ad b).8. Z plochy závitu vyjmeme ve vzdálenosti r od vodièe element { prou¾ek oplo¹e bdr, urèíme pøes nìj tok magnetického pole od pøímého proudovodièea integrujeme. Paka) M = �0Nb2� ln 2r0 + a2r0 � a;b) ui = �0Nb!Im2� ln 2r0 + a2r0 � a sin!t:9. a) M = �0N1N2a2l j sin�j;b) ui = ��0N1N2a2I1!l cos!t;amplituda Um = �0N1N2a2I1!l = 23;7 mV:10. Elektrické pole vodivého proudu v trubce má podle Ohmova zákona inten-zitu o velikosti Ev = Im sin!t2�
r0h :a) Voltmetr namìøí napìtí U , které vedle napìtí Uv = Evl dané proudemv trubce zahrnuje napìtí Ui naindukované ve smyèce C pøívodních drátù(obr. 47) èasovì promìnným magnetickým polem � proudu v trubce, tj.� = ZS B � dS = �0lIm sin!t2� ln r0 + h+ ar0 + h :
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Obr. 47 K výpoètu napìtív obvodu C
Pro smyèku C platíIC E � dl = �d�dt ;neboli (obr. 47)Ev � l � U = �d�dt :Pak U = lIm2� � sin!t
r0h + �0! ln r0 + h+ ar0 + h � cos!t� :b) Proto¾e nyní plo¹ný obsah smyèky je S ! 0, namìøí voltmetr jen napìtíU 0 = Uv = lIm2�
r0h sin!t:11. Doba prùletu polem t = 2ap2gh:a) Proto¾e cívka se podél pole pohybuje rovnomìrnì, bude se tok � cívkourovnomìrnì zvìt¹ovat z nuly do maxima �m = BNa2. Pøitom se budev cívce indukovat napìtí U . Kdy¾ bude cívka opou¹tìt pole, bude se �rovnomìrnì zmen¹ovat a indukované napìtí bude mít stejnou velikost U ,av¹ak opaènou polaritu. Indukované elektrické pole vykoná práciW = U2R 2ap2gh:Proto¾e rychlost cívky se pøi prùletu magnetickým polem nezvìt¹uje, musíbýt tato práce rovna práci tíhových sil, tj. W = 2mga. PakU =pRmg 4p2gh = 189 mV: (103)Indukovaný proud I =smgR 4p2gh = 315 mA:72



b) Cívka je ohøívána výkonem indukovaného prouduP = UI = mgp2gh = 59;5 mW;který je zøejmì roven výkonu tíhové síly cívky P = mgv, pohybující serychlostí v = p2gh.c) Na dráze a, tj. za èas �t = t2 , vzroste indukèní tok o �� = �m = BNa2a indukované napìtí jU j = BNap2ghmusí být rovno napìtí (103). PakB = pRmgaN 4p2gh = 0;324 T:12. Na trubce vytkneme prstencový element s rovinou kolmou k B , který tvoøízávit nakrátko (obr. 48).�d�rhB
Obr. 48 K øe¹ení víøivýchproudù

Prochází jím tok � = 2lr sin� � Bm cos!t aindukované pole má intenzituEi = Ui2(l+ 2r) � Ui2l = !rBm sin� � sin!t:Toto pole vyvolá podle Ohmova zákonaproud o hustotì ji = 
Ei: Element proudu jedIi = jihrd�. Celkový víøivý proud v trubcedostaneme integrací pro � 2 h0; �i:Ii = 2
!r2hBm sin!t:13. a) Pohybová rovnice pro kladný smìr dolù jemdvdt = mg � kBv:Separací promìnných a integrací pro v od 0 do v o pro t od 0 do t dostanemev = mgkB  1� e�kBm t! :73



Mezní stav pohybu nastane, kdy¾ argument exponenciální funkce porostenad v¹echny meze { tedy pro t!1: Pakvm = mgkB :Tuto rychlost urèíme také pøímo z pohybové rovnice, její¾ pravou stranupolo¾íme rovnou nule. Pak je nulové zrychlení (brzdná síla se vyrovná tíhovésíle).b) Do funkce v = v(t) dosadíme do levé strany derivaci funkce x(t) podleèasu. S vyu¾itím vm je dxdt = vm 1� e� gvm t! :Integrací x = mgkB "t+ mkB  e�kBm t � 1!# :14. a) Ek = hc�min = 3;97 � 10�12 J = 24;8 MeV � 25 MeV:b) Podle (102) je B̂ = 0;675 T, B0 = 0;337 T:c) Podle (99) je m = 49;5me = 4;51 � 10�29 kg;podle (100) je v = 0;99978c = 2;9973 � 108 m�s�1.15. Pøi projití náboje Q za èas � dojde ke zmìnì pohybového stavu cívky podlepohybové rovnice J" =M , kde úhlové zrychlení je" � �!�t = !b � 0� = !b� :Velikost momentu síly je dána pùsobením magnetického pole na cívku, jí¾projde proudový impuls I = Q� . Podle zákonù elektrodynamiky (viz napø.[13], str. 28) pùsobí na cívku moment sílyM = ISB = QNa2B� :74



Pak úhlová rychlost cívky po projití náboje Q za èas � bude!b = Na2BJ Q:Poté se soustava chová jako netlumený torzní oscilátor konající vlastníkmity o úhlové frekvenci 
 =sktJ ;o úhlové výchylce (balistická výchylka � je rovna amplitudì 'm):' = 'm sin
t = � sin
 ta s poèáteèní úhlovou rychlostí !b. Musí tedy platit�d'dt �t=0 = !b; neboli �sktJ = Na2BJ Q:Odtud Q = pJktNa2B� = k�;kde balistická konstanta galvanometru jek = pJktNa2B :Urèuje se zpravidla experimentálnì tak, ¾e se galvanometrem nechá projítznámý náboj (vybije se kondenzátor: Q = CU).Zájemce o pøesné øe¹ení balistického galvanometru odkazuji na práci [16], vní¾ se uva¾uje koneèná doba � ve vztahu k periodì kmitù a nenulové tlumenísystému.16. B = Q(R+Rg)NS sin� = 1;80 T.
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