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Uvod

Mechanika je prirozenym zakladem fyziky, nebot podava obraz o relativnim
klidu a pohybu fyzikalnich téles. Pokud se budeme zabyvat podminkami rov-
novahy téles, pouzijeme metod, které nam dava statika. Ta byla pfedmétem
studijniho textu [11]. Bude-li nds zajimat popis pohybu téles, aniz bychom se
zabyvali pfi¢inami jeho zmén, pouzijeme metod kinematiky. Ta popisuje po-
lohu, rychlost a zrychleni téles. Kralovnou mechaniky je dynamika, pomoci
niz vysetiime souvislost mezi pohybem téles a silami a jejich momenty, které
na télesa puisobi.

V predlozeném textu se soustfedime na kinematiku a dynamiku tuhého
télesa. Mechanika obecného prostorového pohybu téles je velmi slozita, a proto
se budeme podrobnéji zabyvat jen obecnygm rovinngm pohybem tuhého télesa.
Na tvod probereme zvlastni pripady pohybu - transla¢ni pohyb a rotac¢ni pohyb
kolem nehybné osy. Tim se fyzikalni a matematicky aparat zjednodusi do té
miry, ze bude zvladnutelny vyspélymi studenty stfednich skol.

V textu se vyuziva vektorové algebry, jednoduchych metod diferencidlniho a
integralniho poctu. Pti feSeni Glloh narazime i na jednoduché diferencialni rov-
nice, které se daji resit separaci proménnych. To je takova Gprava diferencialni
rovnice, pfi niZ se na opacné strany rovnice od sebe oddéli (separuji) nezavisle
proménnd a zavislé proménnd velic¢ina a jejich diferencialy. Takovou rovnici jiz
pak lze zpravidla integrovat.

Pokud bychom se chtéli zabyvat obecnym prostorovym pohybem tuhého
télesa, narazili bychom na tenzorové veli¢iny, na tenzorovou algebru a analyzu
a na soustavy diferencialnich rovnic. Tim bychom v8ak vyrazné piekrocili ramec
stredoskolskych moznosti.

V predlozeném textu jsme se snazili o rigorozni obecny vyklad, ktery bézné
stiedoskolské ucebnice postradaji. Pouziti obecnych zakonitosti je ilustrovano
na jedenacti feSenych piikladech. Urcitou zbéhlost pro feSeni uloh, napt. ve
fyzikalni olympiadé, ziskd studujici aZz po samostatném reSeni predlozenych
uloh, kterych je v textu ¢tyticet. Pro kontrolu spravnosti jsou na zavér textu
uvedeny vysledky tloh.



1 Kinematika tuhého télesa

1.1 Poloha tuhého télesa pri pohybu

Ve studijnim textu [11] jsme se zabyvali vySetfovanim podminek rovnovahy tu-
hého télesa. Nyni se budeme vénovat pohybu tuhého télesa a musime predevsim
znat, kolika nezavislymi souradnicemi bude urcena poloha tuhého télesa, tedy
kolik stupni volnosti mé tuhé téleso. Tento problém byl vysvétlen jiz v ivodnim
textu [11], a proto si vysledky Gvah jen pfipomeneme.

Volné tuhé téleso konajici obecny prostorovy pohyb ma sest stuprii volnosti.
K urceni jeho polohy je tedy tfeba udat Sest nezavislych skalarnich souradnic, za
které je z dynamického hlediska vyhodné volit t¥i soufadnice (nap¥. kartézské)
udévajici polohu hmotného stiedu télesa (resp. jeho tézisté) a dalsi tii ahlové
soutadnice, které urcuji orientaci télesa vzhledem ke vztazné soustavé pevné
spojené s télesem a prochazejici hmotnym stiedem.

Dilezitym zv1a$tnim p¥ipadem pohybu tuhého télesa je translacni (posuvny)
pohyb. Pti tomto pohybu libovolnd pfimka spojend s télesem zistava stale rov-
nobézna s kteroukoli svou predchozi polohou. Proto k popisu polohy télesa pri
translacnim pohybu stac¢i udat polohu jediného jeho bodu — napi. hmotného
stiedu. Téleso pri tranla¢nim pohybu ma 7% stupné volnosti.

Zamezime-li pohybu jednoho bodu télesa, odebereme mu tii stupné vol-
nosti. Télesu zlustanou t7 stupné volnosti a bude vykonavat prostorovou rotaci
kolem okamZité osy rotace, ktera prochazi pevnym bodem. Prikladem je pohyb
setrvacniku.

Zamezime-li pohybu dvou bodt télesa, uréime tim nehybnou osu rotace,
kolem niZ bude téleso vykondvat rotaéni (otdcivy) pohyb. Tyto dva body jsou
urceny Sesti souradnicemi, avSak mezi nimi je jeden vztah, vyjadiujici stalou
vzdalenost mezi témito body. Proto je pohyb télesa omezen péti podminkami a
télesu tudiz ztistane jeden stupen volnosti. Polohu télesa nejlépe uré¢ime thlem
(p otoceni kolem pevné osy.

Dilezitym zvlastnim piipadem pohybu télesa je jeho rovinny pohyb, pri
kterém body télesa opisuji rovinné trajektorie, které lezi ve vzajemné rovno-
béznych rovinach. K popisu polohy télesa pak staci popsat polohu jediné Gsecky
v roviné. Tato poloha je zfejmé urcena tfemi nezavislymi souradnicemi, napt.
dvéma kartézskymi souradnicemi jednoho bodu tsecky a tthlem, ktery tisecka
svira s libovolnou primkou v roviné pohybu. Tuh€ téleso konajici rovinny pohyb
md t7i stupné volnosti.

Obecny pohyb tuhého télesa v prostoru lze rozlozit na dva nezavislé pohyby:
na translacni pohyb urcitého bodu télesa, tzv. vztazného (referen¢niho) bodu, a
na sled okamzitych rotacnich pohybi kolem tohoto bodu, pricemz tento rozklad
zavisi na volbé vztazného bodu. Obecny dikaz tohoto tvrzeni podal r. 1830



fancouzsky matematik M. Chasles [¢ti S4l] a uvadi se jako Chaslesova véta
(viz napf. [9]).

Vzhledem k tomu, Ze volné tuhé téleso v prostoru ma Sest stupna volnosti, je
k Gplnému popisu jeho pohybu tieba resit Sest slozkovych pohybovych rovnic.
Tyto rovnice obsahuji jako nezndmé Sest, veli¢in, které popisuji pohybovy stav
télesa. Pohybové rovnice dostaneme aplikaci impulsovych vét, pricemz I. impul-
sova véta dava popis translace télesa a II. impulsova véta popis rotace télesa.
V pripadé obecného rovinného pohybu fesime tii slozkové rovnice, pricemz dvé
popisuji translaci a tfeti rotaci télesa.

1.2 Translaéni pohyb tuhého télesa

Jak jsme si uvedli, ziistava pii translacnim pohybu tsecka spojujici libovolné
dva body télesa stale rovnobézna se svou vychozi polohou. Proto maji tra-
jektorie vSech bodu télesa pii jeho translaci shodny tvar a stejnou délku —
trajektorie jsou shodné, vzdjemné posunuté kiivky. Pii transla¢nim pohybu
libovolna pirimka spojena s télesem neméni svij smér.

Uvazujme dva body A, B télesa pii
transla¢nim pohybu (obr. 1). Pro
jejich polohové vektory plati

ry = I‘A(t) ,

rg=rg(t)=ras+n,

kde vektor ry je konstantni. Proto
pro rychlost a zrychleni dvou libo-
volnych bodt télesa dostaneme

dl‘B drA

= = — = 1
vB=g g - W)
_ dVB _ dVA

_dve _dva _ 2
9% = "0 a ™M (2)

Vsechny body tuhého télesa se tedy pfi translacnim pohybu pohybuji stej-
nou rychlosti a se stejnym zrychlenim. Pohybovy stav tuhého télesa je pfi
transla¢nim pohybu jednozna¢né urcen pohybem jediného bodu, za ktery zpra-
vidla volime hmotny stied télesa. K feSeni transla¢niho pohybu tedy pouzijeme
poznatkti pro pohyb jednoho hmotného bodu.



1.3 Rotac¢ni pohyb tuhého télesa kolem nehybné osy

P1i rotaci tuhého télesa kolem osy nehybné v télese i ve vztazné soustavé vyko-
navaji vSechny body télesa (s vyjimkou bodi osy) trajektorie ve tvaru kruznic
lezicich v roviné kolmé k ose se stfedem na ose. Ve zvolené inercialni vztazné
soustavé je pohybovy stav télesa popsan jedinou soutadnici — whlem otocent
@ = p(t), ktery definujeme jako vektor lezici v ose rotace (obr. 2). Jeho smér
uré¢ime nejsnaze pravidlem praveé ruky: ukazuji-li prsty pravé ruky smér orien-
tované trajektorie bodt télesa, ukdze palec smér vektoru ¢. Rychlost zmény
uhlu otoceni popisuje vektor whlovd rychlost w, ktery definujeme vyrazem

. Ap de _ .
w=lm N T

Rychlost zmény tthlové rychlosti popisuje vektor whlové zrychleni €, ktery de-

finujeme vyrazem

U Aw dow d2p .
= lim —=—=—-=¢.
aBo At at a2 P

Oba vektory w, €lezi v ose rotace (obr. 2).

f i
Obr. 2 Obr. 3

Nyni mtizeme urcit rychlost a zrychleni bodu A télesa rotujiciho kolem ne-
hybné osy (obr. 3), ktera prochazi pocatkem O vztaZné soustavy. Je ziejmé, Ze
pro drahu s a velikost rychlosti v bodu A plati

s=rop =|rlgsina,
— = row = |w||r|sina,

kde r je polohovy vektor bodu A. Druhy ze vztaht nas vede k vypoctu thlové
rychlosti @ jako vektoru podle Eulerova vztahu

®



Jeho derivaci podle ¢asu podle vzorce pro derivaci sou¢inu dvou funkci pfi za-
chovéani poradi funkci (pro vektorovy sou¢in dvou vektort ve vztahu (3) neplati
komutativni zdkon) dostaneme pro zrychleni bodu A postupné vyrazy

a—dv—d(wxr)—dwxr+w><dr—exr+ux(u><r) 4)

oAt dt e dt '
Prvni slozka zrychleni v (4) mé zfejmé smér teény ke kruZnici v bodé A a je tedy
te¢nym zrychlenim a; bodu A. Druhd slozka zrychleni v (4) m4 zfejmé smér
normdly ke kruznici v bodé A a je tedy normdlovym zrychlenim a, bodu A.
Neboli

®

‘an:uxv:ux(uxr).‘ (6)

1.4 Rovinny pohyb tuhého télesa

a) Popis pohybu
Jak jsme uvedli, body télesa pfi rovinném pohybu opisuji rovinné trajektorie,
které lezi ve vzajemné rovnobéznych rovinnach. Proto pro popis rovinného
pohybu postacdi popisovat pramét (S) télesa do jedné z téchto rovin, kterou
volime za zdkladni (obr. 4). Tak misto trojrozmérného télesa vySetiujeme pohyb
plosného utvaru v roviné.
Poloha télesa pri rovinném pohybu bude
jednoznacné urcena polohou tsecky AB
B ve vztazné soustavé v zdkladni rovineé,
tedy polohou referen¢niho (vztazného)
bodu (napft. A) a smérem tsecky AB. Po-
hyb budou popisovat rovnice

y
(5)

YA A a4 =1ma(l),

! > ya =yal(t), (7)
Obr. 4 =0,

v souladu s poznatkem, ze téleso vykondvajici rovinny pohyb mé tii stupné
volnosti.

S ohledem na popis pohybu rovnicemi (7) lze rovinny pohyb télesa rozlozit
na translaéni pohyb referen¢niho bodu (A) a na rotacéni pohyb kolem referenc-
niho bodu (A) — viz obr. 5. Pfitom lze ukazat, Ze rota¢ni slozka rovinného
pohybu nezévisi na volbé referenéniho bodu. Na obr. 6 je zndzornén rozklad
pohybu pro pfipad, ze referen¢nim bodem je bod B.

ol =a



Obr. 5 Obr. 6

b) Rychlost a zrychleni bodu télesa p¥i rovinném pohybu
Polohu libovolného bodu B télesa, popsanou polohovym vektorem rg = rg(t),
lze vyjadrit ve tvaru
rg =ra+1rpa,
kde r4 = ra(t) je polohovy vektor bodu A a rg4 = rpa(t) je polohovy vektor

bodu B vzhledem k bodu A ve vztazné soustavé, jejiz pocatek je v bodé A.
Derivaci tohoto vztahu podle ¢asu dostaneme vztah pro rychlost bodu B:

VB =Vas+ Vs =va+wXrgy, kde y"{‘
N

val = w-AB, (vpa L AB). y vl A
Protoze pohybem bodu B v soustavé | VBN VA
Ax'y’ je rotace okolo bodu A, je rych- w Y
lost vg4 kolma k tsecce AB. Pak je : reA
ziejmé, 7e pri rovinném pohybu pri- | -
meéty rychlosti dvou libovolnych bodi B !
telesa na primku, kterd je spojuje, jsou " A_ o
st rovny — véta o prumétech rych- . A z'
losti. A
Pro zrychleni bodu B analogicky plati 0] Obr. 7 z

(srovnej s vyrazem (4)):
ag=as+aps=0as+eEXrpa+wx (WX rga).
Z vyrazu pro rychlost a zrychleni bodu B je zifejmy rozklad rovinného pohybu

télesa na translaéni pohyb referenéniho bodu (A) a na rotacni pohyb kolem
tohoto bodu.



Priiklad 1

Ty¢ se pohybuje tak, Ze jeji koncové body A, B se trvale nachézeji na osach
z, y. UrCete rychlost bodu B, je-li dana okamzita rychlost v4 bodu A a thel
¢ (obr. 8).

Regeni:

Podle véty o priimétech rychlosti
plati

vasing =wvpcosy, @ € <0,g)-

Neboli

Obr. 8 vg =V Sin(p:v tg .
B Acosga AlLgY

c) P4l rovinného pohybu télesa

Rychlosti boda télesa pfi jeho rovinném pohybu lze jednoduSe urcit uzitim
polu pohybu. Pdlem pohybu neboli okamzZitym stiedem otdceni se nazyva bod
P primétu télesa do roviny pohybu, jehoz rychlost je v daném okamziku nulova:
vp = 0 — viz obr. 9.

Obr.9 7Y

Nyni je otazkou, zda pdl pohybu miizeme pro kazdy okamzik libovolného
rovinného pohybu nalézt. Ukazeme, Ze ano. Uvazujme libovolnou tsecku AB
v primétu télesa do roviny pohybu (obr. 10), ktera p¥i pohybu piejde do polohy
jiného sméru A; B;. Priisecik M symetral tsecek AA;, BB; je totiz bod, kolem
néhoz se tisecka AB oto¢i o thel ¢ do nové polohy A; By, nebot trojihelniky
ABM, A1 B; M jsou shodné a pohyb lze povazovat za otoceni trojihelniku ABM,
k némuz nélezi i tsecka AB, kolem bodu M=P o tihel ¢ . Pokud nastane zvlastni



piipad, Ze osy Gsefek AA; , BBy splynou (obr. 11) bude bod M pfimo prisecikem
usecek AB, A1 B;.

Obr. 10 a 11 ukazuje, ze kazdé premisténi tsecky AB do nové polohy A, By,
které neni posunutim (pak by asec¢ky AB, A;B; byly rovnobézné) je otofenim
okolo néjakého bodu M, ktery v limité |AA;| — 0, |BBi| — 0 nazyvame pdl
pohybu P.

Usecky AA; , BB; na obr. 10 a 11 jsou se¢nami trajektorii piislusnych bodi.
V limité pro kazdy ¢asovy interval tyto se¢ny piejdou v teény (viz obr. 12) a osy
usecek AA;, BB, prejdou v normdly trajektorii. Jejich priisecik je pdél pohybu
P.

Obr. 11

Vratme se nyni k popisu obecného rovinného pohybu podle obr. 9. Zvolme
si body A, B, jejichz rychlosti v4 , vg nejsou paralelni. Pak pdl P je prusec¢ikem
piimky a, kterd prochézi bodem A kolmo k v, , a primky b, ktera prochazi
bodem B kolmo k vg . Pak vp = 0. Kdybychom pfedpokladali vp # 0 musel
by podle véty o priimétech rychlosti byt vektor vp soucasné kolmy k a i b, coz
neni mozné.

Pro velikosti rychlosti boda A, B plati

va=w-PA,
UB:w-ﬁ,
neboli
A _ B . (8)
PA PB

Velikosti rychlosti bodu télesa pri rovinném pohybu jsou umérné jejich vzddle-
nosti od polu pohybu.

10



Je-li zndm pdl, lze urcit rychlost libovolného bodu C:

vA
PA

ve=w-PC, kde w=

Pdl nejlépe uréime graficky (viz piiklad 2) ze znalosti neparalelnich rychlosti
dvou libovolnych bodt télesa.

d) Zvlastni pripady polohy pélu pohybu
1. Jestlize se téleso pfi rovinném pohybu odvaluje bez skluzu, je pélem pohybu
bod dotyku télesa s podlozkou (obr. 13). V daném okamziku je vp = 0, jinak
by se bod P musel smykat. Poloha bodu P je vSak okamzitd — bod P se
presouva jistou rychlosti po podlozce. Bude-li se odvalovat koule nebo valec po
rovné podloZzce, bude rychlost premistovani pélu rovna rychlosti v stiedu télesa.
V jinych ptipadech, napriklad pfi valeni ovalu, budou tyto rychlosti rizné.
2. Jsou-li rychlosti v4, vp bodi A, B
télesa pii rovinném pohybu vzijemné
rovnobéiné a kolmé na tisecku AB a
maji-li rizné velikosti, lezi pdl P v pri-
se¢iku primky spojujici body A, B a
primky spojujici koncové body vektori

Obr. 13 2 va, vp (obr. 14a, b).
3. Budou-li mit souhlasné rovnobézné vektory v4, vp, na rozdil od pripadu
ad2, stejnou velikost a stejny smér jde o limitni pripad polohy pdlu pohybu,
ktery zfejmé lezi v nekoneénu (obr. 15).

w

P

4. Jsou-li rychlosti v4, v, bodi A, B télesa pfi rovinném pohybu souhlasné
rovnobé&zné vektory a nejsou-li kolmé k tiseéce AB (obr. 16), tak predeviim
podle véty o priimétech rychlosti musi byt v4 cosa = v cosa, nebolivg = vp .
Z toho je pak zrejmé, ze pdl P — oc.

a) b)
Ao- va Ao- ot A V4
7 w
Bo- P
. |
o B P—
Obr. 14 Obr. 15 Obr. 16

11



Priklad 2

Je dano pevné kolo o stiedu O; a poloméru
r, po némz se bez skluzu odvaluje druhé kolo
o stitedu O a poloméru R tak, Ze unaSec,
ktery spojuje stiedy Op, O se otac¢i ihlovou
rychlosti @y (obr. 17). Urcete smér a velikosti
rychlosti boda O, A, B, C pohyblivého kola.

Reseni

Problém resime pomoci pdélu pohybu P, kterym je ziejmé bod dotyku obou
kol, kolem néhoz se pohyblivé kolo otaci okamzitou thlovou rychlost! w. Jeji
velikost uré¢ime z Gvahy, Ze bod O je spoleény unaSeci i kolu. Proto

vo =wo(R+7)=wR.

7 toho

w:(1+%)w0.

Pak

va =2Rw =2(R+r)wp,

Obr. 18 vp = ve = V2Rw = V2(R + 1)wp -

Sméry vektora rychlosti jsou ziejmé z obr. 18. Problém lze fesit rovnéz primo
(bez vypoétu w) uzitim vztahu (8), pficemz vychozi bude rychlost v .

e) Polodie nehybni a polodie hybna

P1i rovinném pohybu télesa se poloha pdlu obecné méni s ¢asem. Proto se

urcuji kiivky, které jsou mnozinami poloh téchto bodi pfi pohybu a nazyvaji

se polodie. RozliSujeme polodii nehybnou a polodii hybnou podle toho, v jaké
vztazné soustavé polohu pdlu pii pohybu urcujeme.

Ph Polodie nehybnd (pyn) je mnoZina poloh pdli

Pn urcenych ve vztazné soustavé nehybné spo-

jené s rovinou, v niz se pohyb télesa usku-

te¢huje. Polodie hybnd (pn) je mnoZina po-

P loh pdli uréenych ve vztazné soustavé pevné

spojené s télesem. Okamzitou polohou pdlu

Obr. 19 je pak bod P, ve kterém se obé polodie do-
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tykaji (obr. 19). Pfi rovinném pohybu télesa se polodie hybné odvaluje po
polodii nehybné.

Zv14st jednoduché je urceni polodii u valeni vilce nebo koule (obr. 13). Po-
lodii hybnou je zfejmé obvodova kruZnice vélce (hlavni kruZnice koule), polodii
nehybnou je prise¢nice plochy, po niz se valec (koule) vali, s rovinou pohybu.

Priklad 3

Ty¢ délky [ klouze po vedeni, které se sklada ze
¢tvrtkruhové ¢asti o poloméru a < [ a z pfimé
Casti podle obr. 20. Vychozi poloha tyce je
naznacena na obrazku. Urcete nehybnou polo-
dii:

a) graficky,

b) analyticky.
Reseni

a) Graficky (viz obr. 21)
Pii grafické konstrukci hleddme pruasecik kolmic vztycenych v koncovych
bodech A, B tyc¢e kolmo k tefndm trajektorie téchto boda (obr. 21). Pro
bod A tyto kolmice prochazeji sttedem O, pro bod B jsou to rovnobézky.
Pro a — 0 nehybné polodie zfejmé asymptoticky ubih& k nekonecnu.

b) Analyticky
Pocatek kartézké vztazné soustavy polozime do bodu O, osa = bude rovno-
béZn4a s piimou ¢asti vedeni (obr. 21). Rovnici nehybné polodie vyjadiime
v polarnich soutadnicich. Ziejmé plati

() CB
r =
v cosp’
kde L
CB =lcosa Lacosyp,
pricemz
2
cosa = V1 Lsin’a = \/IJ_ (;—2(1J_sing0)2.
Pak

2
r(p) =12 = ! \/IJ_ a—Q(lJ_singo)2 la.
cos cos @ l

Pocateéni bod P(0) mé polohu

r(0)=+vI1?La® La.
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Piiklad 4 y

A
Tenké tycka délky [ klouze svymi konci A,
B po osach z, y kartézské soustavy sourad- !
nic (obr. 22). Graficky najdéte nehybnou
polodii a hybnou polodii. 0
Obr. 22
Y

Reseni (obr. 23)

Polodie nehybnd je ¢tvrtkruznice o po-
loméru [ se stfedem v pocatku O.
Polodie hybna je pulkruznice o polo-
méru [ /2 se stfedem S ve st¥edu tycky.
Okamzity pdl pohybu P je bod dotyku
obou kruznic.

Poznamka: Body tycky, s vyjimkou bodu

A, B a S, opisuji eliptické trajektorie.
Bod S se pohybuje po kruZnici.
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2 Dynamika tuhého télesa
2.1 Uvod

Model tuhého télesa neuvazuje slozitou mikrostrukturu realnych téles a pred-
poklada, ze jeho hmotnost je rozlozena spojité s hustotou, kterou definujeme
limitni hodnotou poméru hmotnosti Am , obsazené v objemu AV | a tohoto
objemu pro AV — 0, tj.

_ g Am_dm
T AVEOAY T AV’

Pirechodem na nekone¢né malé elementy a jejich naslednou integraci se u veli-
¢in makroskopickych téles dopoustime jen nepatrné zcela zanedbatelné chyby,
nebot priimér molekuly méa velikost ¥4du 10~ 1% m. Hustota je obecné spojitou
funkci polohy bodu télesa ¢ = g(x,y,z). P feSeni nagich dloh z dynamiky
budeme predpokladat ¢ = konst.

Pti odvozovani pohybovych rovnic tuhého télesa budeme vychazet z Newto-
novych pohybovych zakoni pro hmotny bod. Z metodického hlediska budeme
tuhé téleso povazovat za soustavu n — +oc hmotnych bodi, které jsou podro-
beny tuhym vazbam. Konec¢né soucty pak prechazeji v nekonec¢né rady, tj.

n n
— lim 1 pro jednoduchost oznacime .

Pro zachovani lepsi souvislosti a nazornosti vykladu tedy ponechdme oznaceni
ve tvaru sumacnich znamének, avSak bez uvedeni intervalu, v némz lezi hod-
noty indexu n . Budeme vzdy predpokladat, Ze sumace, resp. integrace, probiha
pres celé téleso. Rovnéz pro hmotnosti hmotnych bodi, resp. elementi télesa,
ponechdme oznaceni m; , které maji hmotnost mnohem mensi nez je hmotnost
celého télesa. V matematickém vyjadreni predstavuji elementy hmotnosti dm .
P1i praktickych vypoctech nahradime sumace nekonecnych rad piimo urcitymi
(Riemannovymi) integraly.

V Gvahéach o dynamice tuhého télesa se nejprve zaméiime na translacni po-
hyb — prislusné obecna pohybova rovnice se nazyva proni impulsova véta — a
poté na rotacni pohyb — prislusnd obecnd pohybova rovnice se nazyva druhda
impulsovd véta. Poté prejdeme na dynamiku rovinného pohybu, o kterém vime,
ze jej lze rozlozit na translaéni pohyb (aplikace I. impulsové véty) a na rotacéni
pohyb kolem okam?Zité osy (aplikace II. impulsové véty). Dynamicky popis té-
lesa v této kapitole budeme provadét zésadné v inercialni vztazné soustaveé.
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2.2 Prvni impulsova véta

a) Vné&jsi a vnitini sily

Na soustavu hmotnych bodu a tedy i na tuhé téleso obecné ptisobi dvé soustavy
sil — sily vnéjsi a sily vnitini.

Vnéjsi sily souviseji s piisobenim jinych bodi nebo téles, které k dané sou-
stavé nepocitdme. Vyslednici vnéjsich sil, pisobici na i-ty bod, oznacime F; .
Patii sem napt. tthova sila, kterou ptsobi Zemé na uvazované téleso na jejim
povrchu. Vnéjsimi silami jsou i sily vzajemného pisobeni pii bezprostrednim
dotyku télesa s jinymi télesy, dale sily elektrické a sily magnetické.

Vnitrni sily souviseji se vzadjemnym pisobenim bodid uvazované soustavy.
U tuhého télesa jsou to napi. vazbové sily,
které uskutecénuji soudrznost télesa. Protoze
vnitfni sily jsou silami vzdjemného pusobeni,
plati pro né Newtonuv princip akce a reakce.
Oznacime-li F;; silu, kterou ptisobi j-ty bod na
i-ty bod, a Fj; silu, kterou naopak ptisobi i-ty
bod na j-ty bod (obr. 24), bude

Obr. 24

Fi]’ + Fji =0.
Z toho plyne, ze soucet vnitinich sil pro celou soustavu hmotnych bodi (resp.
pro t&leso) je nulovy.

Pro momenty uvedenych sil vzhledem k libovolnému momentovému bodu
O podobné plati

r; X Fij-l-rj X FjiZO,

nebot obé sily maji stejné rameno s a jsou vzajemné opacného sméru (obr. 24).
Tedy i soucet momenti wvnitinich sil k libovolnému bodu je nulovy. Pti vy-
Setfovani dynamickych ucinki sil na tuhé téleso jako celek tedy staci zkoumat
jen ucinek vnéjsich sil. K tomu je tfeba poznamenat, Ze i vnitini sily mohou
mit vliv na pohyb soustavy hmotnych bodi, mohou zptsobovat preskupovani
bodi uvniti dané soustavy. U tuhého télesa k tomu vSak dojit nemiize, protoze
u néj je vzdalenost mezi body podle definice stéile konstantni (tvar télesa je
konstantni).

b) Hybnost soustavy, hmotny st¥ed

Jednou z dilezitych dynamickych charakteristik soustavy hmotnych bodu je
hybnost soustavy, definovand jako vektorovy soucet hybnosti jednotlivych boda

soustavy:
n n dr,; d n
p:ZmiVi:ZmiE:E me . (9)
i=1 i i=1

=1
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Zde jsme mohli provést naznacenou upravu derivace podle ¢asu, nebot podle
klasické mechaniky mazeme brat m; = konst.

Nyni vyraz (9) upravime uzitim pojmu hmotny stied. Je to bod, pomoci né-
hoz zjednodusime vypocet hybnosti soustavy tim, ze do néj umistime celkovou
hmotnost m soustavy, tj.

n
i=1

Poloha rs hmotného stfedu se definuje ze vztahu
n
mrs = me s (10)
i=1

neboli
1 n
rg = Ezlmzrl (11)
i—

Pro soustavu hmotnych bodt nebo pro tuhé téleso, které se nachazeji v homo-
gennim tihovém poli, je hmotny stred ziejmé totoiny s téZistém.

Hmotny stfed nemusi byt redlnym bodem soustavy hmotnych bodd nebo tuhého
télesa (je tomu napf. u anuloidu nebo u dutého vélce). Je to fiktivni bod o hmotnosti
rovné hmotnosti celé soustavy hmotnych bodt nebo tuhého télesa, ktery umistime
do takové polohy (11) v prostoru, Ze pomoci néj mizeme dynamicky popsat pohyb
soustavy bodi nebo tuhého télesa zpisobeny vyslednici vnéjsich sil (nikoli v8ak mo-
mentem vyslednice vnéjsich sil). Budeme-li v dal§im textu hovofit o pohybu hmotného
stfedu, budeme tim mit na mysli vySe popsanou dynamickou ekvivalenci tuhého té-
lesa.

Zavedeme-li vztah (10) do (9), miZeme pro hybnost soustavy psat

drg

W = mVg, (12)

p (mrs) =m

Cdt
kde vs je rychlost hmotného stfedu. Neboli hybnost soustavy hmotnych bodii
je rovna hybnosti jediného hmotného bodu, ktery by se pohyboval jako hmotny
stred télesa a ve kterém by byla soustredéna celd hmotnost soustavy.

Pii vypoctu hybnosti tuhého télesa vykonavajicitho ve zvlastnim pripadé
posuvny pohyb neni ani nutné pracovat s hmotnym stfedem, nebot podle (1)
jsou rychlosti v8ech bodu stejné a tudiz je mozné ve vztahu (9) v; vytknout
pred sumu. Pak je hybnost télesa rovna souc¢inu hmotnosti a rychlosti libovol-
ného bodu télesa pii jeho translacnim pohybu. Z hlediska univerzalnosti pojmu
hmotny stfed pro obecné ptipady soustavy hmotnych bodd, napt. u rovinného
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pohybu tuhého télesa, se s timto pojmem pracuje i u transla¢niho pohybu tu-
hého télesa.

¢) Formulace prvni impulsové véty

Uvazujme tuhé téleso, které se pohybuje v inercidlni vztazné soustavé. Bude-li
na i-ty bod tohoto télesa pusobit vnéjsi sila F; a vyslednice vnit¥nich sil Zj F;;
od ostatnich bodi télesa, bude pro ¢asovou zménu jeho hybnosti p; platit

dp;
E:Fi‘FXj:Fij- (13)

Sumaci pies celé téleso pro levou stranu rovnice (13) dostaneme

dp; d d
a = 2P = g (ms) (14)

tedy Casovou zménu hybnosti télesa, vyjadienou i vztahem (12). Podobné su-
maci pro pravou stranu rovnice (13) dostaneme

SI|F+> Fi|=>_F=F,
i i

i

tedy vyslednou vnéjsi silu piisobici na téleso, nebot vyslednice v8ech vnitinich
sil je nulova. Zménu hybnosti télesa tudiz zpisobuje vyslednice ptsobicich sil
podle rovnice

dp _
a=F (15)

Je forméalné shodnd s pohybovou rovnici jediného hmotného bodu a je pohybo-
vou rovnici translacniho pohybu tuhého télesa. Rovnice (15) se oznacuje jako
prvni impulsova véta pro tuhé téleso.

Casovd zména hybnosti t&lesa je rovna vysledné sile piisobici
na téleso.

Protoze podle klasické mechaniky neuvazujeme zavislost hmotnosti télesa
na jeho rychlosti ve vztazné soustavé a protoze hmotnost tuhého télesa se i
jinak s ¢asem neméni (jinak je tomu napf. u raket), mtizeme rovnici (15) prepsat
s vyuzitim vztahu (12) do tvaru

dVS

mE = mas = F, (16)
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kde as je zrychleni hmotného stiedu.
Je-li vyslednice vnéjsich sil F nulova, je (Cil—f = 0 a tedy p = konst. Nebo-li

hybnost télesa je konstantni. Dospivame tak k zakonu zachovani hybnosti.
Dil¢i platnost tohoto zakona dostaneme i pro praméty. Je-li pramét vysledné
sily do urcité osy inercialni soustavy nulovy, je ve sméru této osy hybnost télesa
konstantni. Napf. pro F, = 0 je mvs, = konst .

2.3 Druha impulsova véta

a) Obecnd formulace druhé impulsové véty

Analogicky momentu sily vzhledem k danému pevnému bodu O
M =r x F (viz napf. [11])

definujeme moment hybnosti napt.
i-tého bodu soustavy boda vzhle-
dem k danému pevnému bodu O L;
jako vektorovy soucin polohového

vektoru r; a hybnosti p; = m;v;, tj. W
N &

M3 velikost L; = r;p;sina, jeho Obr. 25
smér je ziejmy z obr. 25.

Budeme nyni hledat souvislost mezi ¢asovou zménou momentu hybnosti a
vyslednym momentem sily, ktery ptisobi na tuhé téleso pti rotaci kolem okam-
Zité osy rotace v inercidlni vztazné soustavé. Poté budeme vypocet specializovat
na rotaci kolem nehybné osy. Pro moment hybnosti i-tého bodu plati vztah (17).
Jeho derivaci podle ¢asu (jako soucinu dvou funkei) dostaneme

dLi—%x '+r'><dpi
at oar Pt

Prvni soudin na pravé strané je nulovy nebot vektor hybnosti ma stejny smér
jako vektor rychlosti. Ve druhém souéinu dosadime silu podle vztahu (13). Tedy

dL;
T =r X FZ+2]:FZJ

Provedeme-li sumaci téchto prispévki vzhledem k okamzité ose pro celé téleso,
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dostaneme pohybovou rovnici, jejiz leva strana bude mit tvar

dL; d dL
- dit dit Z dt

i

Jde tedy o ¢asovou zménu momentu hybnosti tuhého télesa. Prava strana rov-
nice bude mit po sumaci tvar

Z r; X FZ+ZF” :Zrz‘XFi:ZMi:Ma
i j i i
pijde tedy o vysledny moment vné&jsich sil pisobici na tuhé téleso, nebot vy-
sledny moment vSech vnitinich sil je nulovy. Tento moment ma smér okamzité

osy rotace. Obecna pohybova rovnice rota¢niho pohybu tedy zni

aL

G=M. (18)

Vysledek (18) se oznacuje jako druhd impulsova véta.

Casova zména momentu hybnosti télesa vzhledem k libovolnému
pevnému bodu je rovna vyslednému momentu vnéjsich sil vzhle-
dem k témuZ bodu.

Aplikace druhé impulsové véty (18) na téleso konajici obecny prostorovy
pohyb je naro¢nd, nebot vede k soustavé diferencidlnich rovnic s tenzorovymi
velicinami. Proto se nyni soustfedime jen na feSeni jednodus$sich tloh a to na
rotaci tuhého télesa kolem nehybné osy a poté na obecny rovinny pohyb tuhého
télesa.

b) Moment hybnosti tuhého télesa vzhledem k nehybné ose

Vyrazem (17) je definovdn moment hybnosti i-tého bodu téles vzhledem k bodu
(0). Bude-li téleso rotovat kolem nehybné osy, bude nutné pocitat jeho moment
hybnosti vzhledem k ose (analogicky momentu sily vzhledem k ose — viz ¢l
1.3 v [11]). Abychom zjednodusili oznaéeni veli¢in a vypocet momentu hybnosti
télesa k nehybné ose, uvédomime si, ze body télesa opisuji pii tomto pohybu
kruhové trajektorie se stfedem na nehybné ose.
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Pro vypocet prispévku i-tého bodu télesa
k jeho celkovému momentu hybnosti zvolime
pocéatek O; ve stiedu této kruznice (obr. 26).
Pak bude velikost jeho polohového vektoru r;
totozna s polomérem prtislusné kruhové tra-
jektorie. Protoze vedle toho rychlost v; i-tého
bodu je kolmé k priivodici r; , mtizeme pro ve-
likost momentu hybnosti i-tého bodu psat

L; = r;p;sin90° = rym;v; = wmirf ,
kde w je thlova rychlost rotace. Protoze takto
vypoctené prispévky od jednotlivych bodi

maji stejny smér — smér nehybné osy rotace
— bude mit moment hybnosti celého télesa

velikost
L:ZLi:meir?:wJ, (19)
i i

kde

je moment setrvaénosti tuhého télesa vzhledem k nehybné ose o. O této
veli¢iné pojedname samostatné v ¢lanku 2.4. Jelikoz tthlovéa rychlost w je vektor
lezici v ose rotace, je moment hybnosti tuhého télesa rotujicitho kolem nehybné

osy vektor
@

lezici rovnéz v nehybné ose rotace.

¢) Formulace druhé impulsové véty pro rotaci kolem nehybné osy

Vyjadiime-li moment hybnosti tuhého télesa rotujiciho kolem nehybné osy
pomoci vztahu (21) a uvdzime-li, Ze pro dané rozloZeni hmotnosti tuhého télesa
vzhledem k nehybné ose rotace je J = konst., miZeme vysledek (18) prepsat
do jednoduchého tvaru

d
dt

dw

(Jw)=JF =Je=M, (22)

kde € je vektor thlového zrychleni, ktery rovnéz lezi v ose rotace.
Je-li vysledny moment sil M nulovy, je

L
((ii_t = 0 a tedy L = konst. (23)
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Tim jsme dospéli k zakonu zachovdni momentu hybnosti. Protoze J = konst. ,
dostdvame vzhledem k (21) soucasné i vysledek

w = konst. . (24)

Priklad 5

Na htidel s nasazenym setrvac¢nikem o poloméru r a o celkovém momentu se-
trvacnosti J vzhledem k ose hiidele ptisobi hnaci moment sily o velikosti

M= My L kw,

kde My a k jsou konstanty a w je oka-
mzita hlova rychlost. Na obvod strvac-
niku (obr. 27) soucasné ptsobi ¢elist brzdy,
pricemz pritlacnd sila je N a soucinitel
smykového tfeni f. Hiidel se rozbiha z kli-
dového stavu. Urcete

a) Maximalni Ghlovou rychlost w,, hii-
dele.

Obr. 27 b) Zévislost w = w(t) a ¢as t,, , kdy hiidel

dosahne thlové rychlosti w,, .

Reseni

a) Protoze hnaci moment sily je zavisly na ahlové rychlosti a brzdny moment
sily N fr je konstantni, dosdhne hiidel maximalni thlové rychlosti w,, pfi
vyrovnani velikosti téchto momenti sil, tedy kdyz

My L kw,, = Nfr,
odtud

_M()J_NfT
_T,

Wm

b) Pohybova rovnice podle (22) ve skaldrnim tvaru bude

J((ii—L::MOJ_ka_Nfr.

Aby se hiidel viibec roztocila, musi byt

MOJ_NfT:M(I)>O

23



Rovnici upravime do tvaru vhodného k integraci tim, Ze oddélime (separu-

jeme) proménné w a t:
dw

My 1L kw -
Integrujeme v mezich od w=0 dow aodt=0 do ¢

w t
I L kdw :/ dt.
0

J dt.

ko M Lkw
Integraci
J w T M!
1> In(M]! LK =ZIn——"0_
k[“( 0 “’)]0 kM) L kw
Odtud
k
MZWTW(MW)-

7 casového pribéhu w vidime, Ze hfidel dosdhne maxima w,, az v limitnim
pripadeé t,, — oco.

2.4 Moment setrvacénosti tuhého télesa vzhledem k ne-
hybné ose

a) Vypocdet momentu setvaénosti

Moment setrvacnosti télesa vzhledem k nehybné ose definujeme vyrazem (20):
J = Z mir? .
i

Je to veli¢ina, kterd je mirou setrvac¢nych 4¢inkt télesa pii rotacnim pohybu.
Tato veléina zfejmé zavisi nejen na hmotnostech element télesa, ale prede-
v§im na jejich rozlozeni vzhledem k rotacni ose. Pritom setrvacnost hmotnych
elementt se uplatiiuje s druhou mocninou jejich vzdalenosti od osy rotace. Jed-
notkou momentu setrvac¢nosti v soustavé SI je kg-m?2.

Pii vypoctu momentu setrvacnosti téles predpokladame spojité rozlozenou
hmotnost. Pak sumace nekone¢né fady (20) ptejde na uréity integral

J = f(m)r2dm, (25)

kde intergraci provadime pres celou hmotnost m télesa. Je-li téleso homogennt,
tak dm = pdV, ¢ = konst. a dV je element objemu. Pak se integral (25)
zjednodusi do tvaru

J =0 [y,r’dV (26)

24



a integraci provadime pres cely objem V télesa.

Prochéazi-li osa hmotnym stifedem, nazyva se moment setrvacnosti centralni
moment setrvacnosti. Je-li u homogenniho télesa tato osa osou symetrie jde
o hlavni centralni moment setrvacnosti. Element dV volime tak, aby integrace
byla co nejjednodussi, jak to bude ukézano na néasledujicich prikladech. Mame-
li poditat moment setrvacnosti k urcité ose a zname-li moment setrvacnosti
k ose rovnobézné s touto osou, kterd prochazi hmotnym stfedem, pouzijeme
k vypoctu s vyhodou Steinerovu vétu (viz nésledujici odstavec ad b).

Moment setrvacnosti je zifejmé aditivni veli¢ina. Toho lze vyhodné vyuzit
pri vypocétu momentu setrvacnosti téles slozenych z n ¢asti, jejichz momenty
J; zndme. Pak

J:zn:Ji. (27)

Tento postup se vyuziva napt. pii feSeni dloh ¢. 18 a 20. Mé&-li homogenni
téleso dutinu nebo otvor, ode¢teme od celku moment setrvacnosti télesa, které
by vyplhovalo dutinu nebo otvor. Tohoto postupu se vyuZije napf. pfi feSeni
ulohy ¢. 22.

Aditivnosti momentu setrvac¢nosti vyuZijeme i pfi vypoc¢tu momentu setr-
vacnosti homogenniho télesa, které si predstavime slozené z nekonecného poctu
Casti, jejichz elementarni momenty d.J znédme. Pak fada (27) piejde v integral

J= /(J)dJ. (28)

Tohoto postupu je vyuzito napf. v p¥ikladé 7 a v tloze 14 d), e), kdy si télesa
predstavime slozena z elementarnich desek proménného poloméru.

Priklad 6

Vypoctéte moment setrvacnosti homogenniho kruhového valce k jeho rotac¢ni
ose. Valec mé polomér R a hmotnost m.
Reseni

K feSeni uzijeme vzorce (26). Z véalce vyjmeme
element soumérny k ose. Jeho prifez ma tvar
mezikruzi (obr. 28) o poloméru r a tloustce dr .
Oznacime-li vysku vélce I, bude

dV = 2xlrdr.

Integrujeme v mezich od r =0 do r = R. Pak

R R 1
J= g/ r2dV = 27rgl/ ridr = §7rglR4 =-mR?, (29)
0 0
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kde m = wR?lo je hmotnost vélce.

Moment setrvacnosti valce pro urcitou hmotnost zfejmé nezavisi na jeho
vysce. Stejny vzorec tedy plati i pro tenkou kruhovou desku stejného poloméru
a stejné hmotnosti.

Priklad 7
Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni koule o hmotnosti m a poloméru
R vzhledem k ose, ktera prochézi jejim stiedem.

Reseni

Proni zpusob
K feSeni pouZijeme nejprve vzorec (28). Kouli

r
; si predstavime sloZzenou z elementarnich desek
dy /l (vrstev) o poloméru r a tloustce dy (obr. 29).
Y, ' R Deska m4 v souladu s (29) elementdrni moment
-\ o ) T setrvacnosti .
= dJ = §r2dm,
| kde
Obr. 29 dm = nrody, 7> = R* L y*.
Pak po integraci v mezich od y = LR, y = R dostaneme
R
8 2
J = W—Q/ (R* L y*)*dy = —7oR® = =mR?, (30)
2 J_gr 15 5

kde m = %WRSQ je hmotnost koule.

Druhy zpusob
Pro momenty setrvacnosti vzhledem k osam

y x, y, 2z, které prochéazeji bodem O, plati
Jy = / (y2 + 22)dm7

(m)
Jy = / (2% + 2%)dm,

(m)

Obr. 30 J. = / (z® + y*)dm.
(m)
U koule vzhledem k jeji symetrii podle stfedu O, plati

Jo=Jdy=J.=J.
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Takze sectenim vyse uvedenych vztaht dostaneme
3J:2/ (a:2+y2+z2)dm:2/ r2dm,
(m) (m)

kde r je vzdalenost elementu od bodu O (nikoliv od osy jako ve vztahu (25)).
Proto uvedeny integral ma vyznam polarniho momentu strvacnosti. Pro vypo-
Cet tohoto integralu mtizeme zvolit hmotny element, jehoz body maji stejnou
vzdéalenost od bodu O, tedy element tvaru kulové skofepiny o poloméru r a
tloustce dr . Jeji hmotnost je

dm = 4mer’dr.

Takze pfi integraci od r = 0 do r = R dostaneme
R 8 6 o
3J = 87rg/ rtdr = —moR® = —mR?.
0 5 5

Odtud jiz dostaneme vysledek (30).
Treti zpusob
Pro vypocet momentu setrvacnosti koule mame jesté jednu moznost volby

elementu — ve tvaru tenké valcové skofepiny proménného prameéru 2r , tloustky
dr a vysky 2y (obr. 31). UZzijeme vzorce (26), kde

dV = 27r - 2ydr.

! Pak pii integraci od r = 0 do » = R dostaneme
|

y| R n dr R

= — g J=A4r / r3dr.

of 7 of v

Yl . . .y
: Soutadnice r, y, elementu jsou vazany Pytha-
; gorovou vétou, kterou budeme jesté diferenco-

t:
Obr. 31 va

r?=R?1y?, 2rdr= 12ydy.
Jelikoz pirejdeme na proménnou y , musime transformovat i meze — uzitim

vztahu y = vV R? 1 r2. Tak pro spodni mez dostaneme y = R a pro horni mez
y=0.Pak

0 R
J= L47r0/ y>(R® Ly*)dy = 47r0/ (R*y* Ly")dy =
R 0

R
—4 2y3 y° 5 _ 2
= 4amo RgJ_E —’/TQR——mR.
0



b) Steinerova véta

Nyni odvodime vétu, kterda umozni vypocist moment setrvacnosti J télesa
vzhledem k libovolné ose, zndme-li moment setrvacnosti Jg vzhledem k rov-
nobézné ose, kterd prochazi hmotnym stredem.

Pro vypocet polozime pocatek O’ ¢ar-
kované vztazné soustavy do hmotného
sttedu S (obr. 32). Necarkovand sou-
stava mé osy rovnobézné se soustavou
¢arkovanou, pficemz osy z, ' sply-
vaji. Pijde ndm o to najit vztah mezi
momentem J k ose z a momentem
Js k ose z', kterd prochdzi hmotnym
stfedem S. Osy z, 2z’ maji vzadjemnou
vzdélenost d. Podle defini¢niho vztahu x;

(20) plati pro tyto momenty setrvac-

nosti vztahy Obr. 32

T =Y mi(x} +v}),

S
Q
Il
nn
5]
I
a\

=y
S

Jg = Zml .23 + yl
Z obr. 32 je zfejmé, zZe
o} = (z;+d)?, yi=y;.

Po dosazeni do vyrazu pro J dostaneme

protoze zacdtek ¢arkované soustavy lezi v hmotné stiedu télesa (pro jeho polohu
v této soustavé plati x's = 0) a tudiz podle (11) je

E miz; =0.
i

Dostali jsme tak dilezity vztah

| = Js +md, (31)
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ktery se nazyva Steinerova véta:

Moment setrvaénosti J tuhého télesa vzhledem k libovolné ose je
roven souc¢tu momentu setrvaénosti Js vzhledem k ose prochaze-
jici hmotnym stfedem S rovnobé&Zné s uvaZovanou osou a souéinu
hmotnosti m télesa se druhou mocninou vzdalenosti d obou os.

Priiklad 8

Vypoctéte moment setrvacnosti soustavy dvou do-
tykajicich se pevné spojenych stejnych homogennich
kouli podle obr. 33 k ose 0. Kazda z kouli ma hmot-
nost m a polomér r .

Reseni

Uzitim Steinerovy véty a vysledku (30) dostaneme m

2 14
J=2(Js +mr?) = Q(Smr2 +mr?) = ngQ . Obr. 33

c¢) Momenty setrva¢nosti homogennich téles jednoduchého geomet-
rického tvaru o hmotnosti m

V nasledujici tabulce uvedeme momenty nékterych homogennich téles jed-
noduchého tvaru. Jednd se vesmés o hlavni centralni momenty setrvacnosti
(s vyjimkou momentu J; v prvnim piipadé). Odvozeni vétsiny uvedenych vzor-
ci je pfedmétem tloh ve treti ¢asti této publikace.

11 0
‘s e |
Tenk4 ty¢ i l Jo = %le, 7, = %le
13 /2 1 )
Kolmy vélec [ _7:41 l J1 = 5mr
Kruhova deska 0 y o omf oy P
v r Jo = J3 i + 3
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Duty kruhovy

—
(1 _m, 2 2
kolmy vélec f————- 'vi 1| =20 +03)
r2
Tenkosténna V
enkosténna ) o,
vélcové trubka 1| Ji=mr
72
Koule _._.._._1 Ji=Ja=J3= %mﬂ
7 r
72
Tenkosténna /\ P
kulové skofepina - &_ ) —-1 1=J=Js=3
s/ = r
Kolmy kuzel A Ji = %mr
r2
Komoly kolmy - L3 e
kuzel 1= 10mr‘;’ —3
r1
Tenky kruhovy 13 /2 R
enky kruhovy o o == tmr
prstenec (@ 1
0T Js =mr
i
13—~ 2
- .
Krychle “a jH’L il 1 Ji=Jy=J3 = €a2
o
Ji= 507 +¢)
m .
Hranol Jo = ﬁ(a2 +c%)
Ty = 15(a” + 1)
Ji= 0 +)
Elipsoid Jo = %(ﬁ +c?)
Js = Z(a” +7)
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2.5 Dynamika obecného rovinného pohybu tuhého télesa

a) Pohybové rovnice

Pii obecném rovinném pohybu télesa lezi trajektorie, rychlosti a zrychleni jed-
notlivych bodu télesa v navzajem rovnobéznych rovinach rovnobéznych se zvo-
lenou zédkladni rovinou. Za tuto rovinu zvolime rovinu (z, y) kartézké soustavy.
Pak poloha, rychlost a zrychleni i-tého bodu a vnéjsi sila ptisobici na i-ty bod
télesa budou mit soutradnice

ri:{xi: Yi 0}, Vi:{viz: Viy , 0},

ai:{aiz:aiy= 0}, Fl:{Flz’FW’ 0}

Osa okamzité rotace bude mit smér osy z, a proto thlova rychlost, thlové
zrychleni a moment vnéjsi sily ptisobici na i-ty bod budou mit soutradnice

w=1{0,0,w}, e={0, 0, ¢}, M;={0, 0, M;}.

Pro pohyb télesa budou platit impulsové véty, které maji obecny tvar (14)
a (18):

dp
T _F 2
= =F, (32)
dL

kde
P= Zmivz‘ =mvs,

L= Z r X m;v; (34)
i

je hybnost a moment hybnosti télesa pti rovinném pohybu. V téchto vyjadienich
je osa, vzhledem k niz po¢itime momentové velic¢iny (L, M), volena obecné jako
osa z vztazné soustavy =, y, z. Vyhodné je tento vypocet zjednodusit volbou
dvou zvlastnich poloh momentové osy, kterd bude prochézet

1. hmotnym stiedem,

2. pélem pohybu.

1. Momentovd osa prochdzi hmotnym stredem

S hmotnym bodem S spojime pocatek vztazné soustavy O’ (obr. 34). Pak
pro polohovy vektor i-tého bodu méfeny v ptivodni soustavé a pro jeho rychlost
plati

r=rs+r, vi=vs+v,
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ri =0, '

rs

0 T
Obr. 34

kde rs je polohovy vektor hmotného stfedu a vs jeho rychlost. Nejprve
vypoctéme moment hybnosti télesa vzhledem k ose z dosazenim téchto vztaht
do vyrazu (34):

L= Z(rs +r) x mi(vs +v)) = rs x Vszmi +Zmi’i/ X vs+

(2 (2 (]

(2

+rg % E miv) + E r, X m;v] = rs x mvs + E rl x m;v;, (35)

nebot
E mir, =mrs =0,
i

E miv; =mvg =0,
i

protoze ri = 0, vi = 0 je poloha a rychlost hmotného stfedu vzhledem
ke vztazné soustavé z', y' pevné spojené s hmotnym stiedem (viz obr. 34a).
Vyraz (35) mtZe byt formélné prepsan do tvaru

L=1Ls+1L, (36)

kde
Ls =rs x ps (37)

je moment hybnosti hmotného stiedu télesa vzhledem k ose z, nazyvany
téz orbitalni moment hybnosti a

L'=> "t xmv (38)

32



je moment hybnosti télesa vzhledem k ose z’' prochézejici hmotnym stfedem,
nazyvany téz spinovy moment hybnosti. Oznaceni ,orbitalni“ a ,spinovy“ maji
puvod v atomistice, kde se zavadi napt. orbitadlni moment hybnosti elektronu
a spinovy moment hybnosti elektronu, zvany spin.

Casovou zménu momentu hybnosti dostaneme souétem derivovanych vztaht
(37) a (38):

dL

E:VSXps""sxm"s"'zi:"ilXmi"z{"'zi:’ilxmi"il' (39)
0
0

Prvni a tfeti ¢len je zfejmé nulovy (jde o vektorovy soucin rovnobéZnych vek-
tord). Upravime nyni ¢tvrty ¢len, kdyz si uvédomime, Ze vzhledem k (5) a (6)
plati:
r !’ ] ' ' ] ' !
a,=0;+a, =€exrntwxy, a,Llr;, a,l|r.

Vzajemnou polohu vektori vidime na obr. 35. Z uvedenych vztahti plyne: ')

/ I ! ! P N oo 2
r; X m;a; = r; X m;a;, + r; x m;a;, =m;r; x (€Ex r;) = €-m;r;,
—_——

0
/ I 2 _
E r; X m;a; —eE m;r; = €Js,
i i

, kde Js je moment setrvacnosti vzhle-
dem k ose 2', kterd prochézi hmotnym
stfedem S.
Tak mitizeme vztah (39) prepsat do
tvaru

dL

E:rgxmag+Jge. (40)

Vysledny moment sil, ktery je roven
vyslednému momentu vnéjsich sil, mi-
zeme analogicky rozlozit na dva ¢leny

| Obr. 35

M:ZI‘Z‘><Fi:Z(rS+fil)XFi:rSXF+M57 (41)

1) K rigorézngjsi (av8ak zdlouhavgjsi) tipravé bychom pouZili vzorec pro rozpis dvojného
vektorového soutinu: ax(bxc)=b(a-c)-c(b-a).
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kde Mg je vysledny moment vnéjSich sil vzhledem k ose z' prochdzejici hmot-
nym stiedem. Porovname-li levé a pravé strany vztahu (40), (41) dostaneme II.
impulsovou vétu, ze které vyplyvaji pohybové rovnice tuhého télesa konajictho
obecny rovinny pohyb:

mas = F, Jse: Ms.

Pti vyjadfeni ve slozkich dostaneme

d2

md—ff:Fx, (42)
d2y5

mdt2 =F,, (43)
d2e

Jg—= = Mg, 44
Sdr o (44)

kde x5, ys jsou soutfadnice trajektorie hmotného sttedu, F,, Fy soufadnice vy-
slednice vnéjsich sil, Jg moment setrvacnosti télesa k ose prochazejici hmotnym
stfedem a Mg velikost vysledného momentu vnéjsich sil k téze ose.

2. Momentovd osa prochdzi polem pohybu

S télesem vykonavajicim obecny rovinny pohyb spojime vztaznou soustavu
x, Yy, z tak, ze jeji pocdtek O polozime do pdlu pohybu (obr. 36). Momentovou
osou tedy bude osa z.

7 vlastnosti polu vyplyva, Ze rychlosti
v8ech bodt jsou kolmé k priivodi¢tim, ne-
boli

Vi=wXr;.

Pak moment hybnosti (34) télesa k ose z je

L:Zrixmi(wx I‘Z‘)

(2

T
a pro jeho derivaci podle ¢asu plati
dL
i Zw X miVi+Zri x (m;€ X ri)+2ri X (miw X v;) .
0 0
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Vektor v kulaté zavorce ve tfetim clenu je rovnobézny s vektorem r;, rovnéz
vektory ve vektorovém soucinu prvniho ¢lenu jsou vzajemné rovnobézné, proto
jsou oba c¢leny nulové. Nyni upravime druhy ¢len. Vektory r;, € a vektorovy
soucin € X r; jsou vzajemné kolmé. Proto

r;xmi(ex r) =€ -mr?, Zrix(miexri):eZmir?:er. 2)
: :

Veli¢ina Jp je moment setrvacnosti k ose z prochézejici pélem pohybu. Moment
vnéjsich sil pocitdme rovnéz k ose prochézejici pélem:

Z r; X Fz = Mp.
i
Druhé impulsova véta tedy dava pohybovou rovnici ve tvaru

JPCZ MP:

kterou lze psat skalarné

d2
JPE:JPd—tf:MP. (45)

Pti feSeni uloh, podle dispozice zadani, Ize vyhodné uzit jeden nebo druhy
zpusob sestaveni pohybové rovnice. Nékdy lze jednoduse uzit postupy oba, jak
si ukdzeme na nasledujicim prikladé.

Priklad 9
Homogenni tenka ty¢ o hmotnosti m a

v délce [ je zavéSena na dvou stejnych rov-
gi 1 l 2 nobéznych vldknech 1, 2 podle obr. 37.
Pro okamzik, kdy bude vldkno 2 pre-
l stfihnuto, urcete:
Fi m | a) Tahovou silu F; ve vldkné 1.
I b) Zrychleni hmotného stfedu S a uh-
Obr. 37

lové zrychleni tyce.
Reseni

v

Vysledna tihova sila mg pusobi v tézisti T totozném s hmotnym stfedem
S (obr. 38), vzhledem k némuz budeme psat pfislusné momenty.

2) Upravu lze p¥imo provést uZitim d¥ive zminéného vzorce pro rozpis dvojného vektoro-
vého soucinu.
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Pohybové rovnice (42) az (44) maji tvar

/2 N )
migs =0,
F1“ )
Js 0, W mijs = F1 L mg, (46)
l
P o|S T Joi = J_F1§ ’
mg
Obr. 38 kde Js = —=mi2.

12
Na konci tyce, v bodé P, je okamzity pdl pohybu a tudiz mezi y-ovou slozkou
okamzitého zrychleni hmotného stfedu a tthlovym zrychlenim plati

l

s = 590 (47)

Po dosazeni d

]
—

46) za Js a {js feSenim dostaneme

a) F1 =

g

)

b) #s5=0,js=13g, p=13¢.

Tahova sila ve vldkné je zfejmé polovicni nez ve statickém piipadé, kdy jsou
v ¢innosti obé vldkna.

Nyni jesté ukdzeme druhy zpisob, kdy momentova osa bude prochazet pé-
lem P, ktery je na levém konci ty¢e. Pak podle pohybové rovnice (45) bude
platit:

1ml2g5 = J_mgi
3 2

Odtud 3
. g

=12

LT

v souladu s predchozim fe$nim. Zrychleni hmotného stfedu vypocteme z vaz-
bové podminky (47). Timto postupem ovSem nemuZeme vypoclitat silu F,

protoze jeji moment k P je zifejmé nulovy.

b) Valivy pohyb télesa po naklonéné roving

Budeme zkoumat valivy pohyb tuhého rotac¢niho télesa po naklonéné roviné.
Aby toto téleso konalo rovinny pohyb, musi mit s naklonénou rovinou bud bo-
dovy dotyk (jde napf. o kouli, rota¢ni elipsoid nebo anuloid), nebo dvojbodovy
dotyk, pficemz primka spojujici tyto body musi byt rovnobézna s rota¢ni osou
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(napft. soustava dvou stejnych spojenych kouli anebo rtiznd rotacni télesa spl-
hujici tuto podminku) nebo télesa dotykajici se roviny povrchovou piimkou
rovnobéznou s rota¢ni osou (napf. vélec, nikoli vak kuzel).

Aby téleso bylo schopno se odvalovat, musi byt naklonéna rovina drsné a
mezi télesem a rovinou musi ptisobit tieni. V dosavadnich tilohéach jsme pred-
pokladali, ze téleso se odvaluje dokonale, bez prokluzu. Ne vzdy budou splnény
podminky pro tento predpoklad. Nasim tkolem je tyto podminky stanovit.

Uvazujme homogenni rotacni téleso o hmotnosti m a momentu setrvacnosti
Jg vzhledem k rotac¢ni ose, které se na poloméru r dotyka naklonéné roviny se
sklonem « (obr. 39). Mezi télesem a rovinou ptsobi smykové tieni, jehoz koe-
ficient je f. Soustavu soufadnic zvolime tak, Ze osa z bude mit smér spadnice
naklonéné roviny. Rovina pusobi na té&leso reakci, kterd ma normélovou (N) a
te¢nou (T) slozku.

Skalarni pohybové rovnice (42) az
(44) pro uvazované téleso jsou

mis =mgsina LT, (48)

mijs = N Lmgcosa,  (49)
Jsp =Tr. (50)

V téchto trech rovnicich je pét ne-
znamych: N, T, zg, ys, @ . Aby
soustava byla feSitelnd, musime
pripojit jesté dvé rovnice (resp.
podminky). Jednou z nich je pod-
minka vazby, podle niz se hmotny
stred pohybuje po pfimce rovno-
bézné s osou z , neboli

ys = r = konst., resp. s =0. (51)
Pak z rovnice (39) pro normélovou slozku reakce plyne
N =mgcosa. (52)

Dalsi doplikové rovnice zavisi na tom, zda téleso pti odvalovani prokluzuje
nebo ne. Mohou nastat tyto pripady:

1. Téleso se dokonale odvaluje, tedy bez prokluzu. Pak mezi bodem dotyku
télesa a naklonénou rovinou je nulova relativni rychlost a bod dotyku A je
okamZitym pdlem pohybu (A=P). Odtud dostaneme vazbovou rovnici

Ts =rp, rTesp. Is=rQ. (53)
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2. Téleso se odvaluje a soucasné smykd, tedy mezi té€lesem a naklonénou rovinou
je prokluz a te¢na slozka reakce dosahuje hodnoty sily smykového tieni

T=F,=fN=fmgcosa. (54)

ad 1) Reseni pro dokonalé odvalovdni

Dosazenim z (53) za ¢ do (50) dostaneme

T = S5 (55)
T

Po dosazeni (55) do (48) dostaneme pro z-ovou slozku zrychleni hmotného

stfedu vyraz
2

mr sgsina. (56)

rqg—= ———
o Js +mr

Zpétnym dosazenim (56) do (55) vychdzi pro te¢nou slozku reakce vyraz

J
T S smgsina = 25 mgsina, (57)
Jp

- Js +mr

kde Jp = Js + mr? je, v souladu se Steinerovou vétou, moment setrvacnosti
k ose, ktera prochazi okamzitym pdélem pohybu P.

Dvoji integraci rovnice (56) pfi uvdZzeni po¢ate¢nich podminek z5(0) = o,
vs (0) =0 je

1 mr? 2
= ——— gt sina. 58
Ts = xo + 2J5+mr2g sina (58)

Aby pfi odvalovani nedoslo k prokluzu musi byt te¢né slozky reakce (57) mensi
nez sila smykového t¥eni, neboli T' < fN . Musi tedy byt splnéna podminka

J,

—Smg sina < fmgcosa,

Jp

neboli pro thel a sklonu naklonéné roviny musi platit

tga < J—Pf. (59)
Js

vvvvvv

homogenni télesa: pro valec a pro kouli.
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a) Vilec

Jg = §mr2, Jp = ngQ, J—P

. 2
rs = —gsino
S 39 )
T 1 .
= —mgSsinauo,
3 g ;

1 5.
a:szajg-l—ggt sina,

tga < 3f, tj. « < 16,7° pro f = 0,10, a < 36,9° pro f =0,25.
B) Koule

2, 7, Jp 7
Js—5mr,Jp—5mr,JS—2,
T §sina
S—7g )

T = -mgsina,

7 g 5
T To + 5gt2sina
§ =T+ ;
14 '

tga < %f, tj. a < 19,3° pro f = 0,10, a < 41,2° pro f = 0,25,

ad 2) Reseni pro odvalovdni provazené smykdnim

Normaélové i teénd slozka reakce je pro tento p¥ipad znama: viz vyrazy (52) a
(54). Dosazenim za T do rovnic (48) a (50) dostaneme

Zs =g(sina L fcosa), (60)
g}ﬁ:fwcosa. (61)
Js

Po integraci s ohledem na integra¢ni podminku z5(0) = 2o dostdvame sourad-
nice pohybujiciho se télesa

1
Ts =xo + §gt2(sin al fcosa), (62)
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p= f;nTg;“ﬂ cos . (63)

Aby feSeni (60) a (62) mélo smysl, musi byt vyraz v zdvorce kladny, tj. musi
platit
sina > fcosa,
tj.
tga > f. (64)
ProtoZe vySetfovany piipad ad 2) nastava az p¥i nesplnéni podminky (59), tj.
pro

Jp
tea > —
ga_JSf

a protoze vzdy je ?—P > 1, je podminka (64) vzdy splnéna.
s

2.6 Kineticka energie tuhého télesa

a) Kinetickd energie pfi transla¢nim pohybu

Na téleso necht pusobi vnéjsi sily, které maji vyslednici F prochdzejici hmot-
nym stfedem. VSechny body télesa opisuji stejné trajektorie; budeme sledovat
trajektorii hmotného stf¥edu, do kterého pfi transla¢nim pohybu soustiedujeme
celkovou hmotnost télesa. Hmotny st¥ed necht se v Case ¢t nachdzi v bodé A
(obr. 40a), kde pisobi vyslednd sila F .

b)
dr

<

trajektorie

Obr. 40

Tato sila pri premisténi hmotného stfedu do soumezné polohy A’ vykoné ele-
mentarni praci
dW = F -dr = Fdrcosa. (65)

Jestlize se premisténi do A’ vykona za ¢asovy interval dt, je pisobici okamZzity
vykon

dw dr
dt dt (66)
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Vykonand prace dW se projevi vzrustem kinetické energie télesa v uvazo-
vané inercidlni vztazné soustavé: dW = dEy . Dosadime-li za silu do (65) z L
impulsové véty (14), dostaneme

dv dr
dExy =F -dr=m— -dr=m— -dv=mv -dv. 67
5 dt dt (67)
Pro vypocet skaldrniho soucinu rychlosti v a jejiho prirastku dv si uvédomime,
ze v = v1, kde T je jednotkovy vektor ve sméru teény 7 k trajektorii (obr. 40a).
Pak

v -dv =vr - d(wT) = o7 (7dv + vdT) = vdo(T- T) + v’7r-dr = vdv,

nebot 7-r=1a 7 -dr=0 (7 je kolmé k dr a ma smér normaly n — viz obr.
40b). Pak
dEx = mudo.

Provedme-li integraci mezi dvéma polohami ry , ro hmotného stfedu, v nichz ma

téleso rychlosti v; , vy, dostaneme pro praci a pro prirdstek kinetické energie:

T2 D) 1 1
Wia = / F.-dr = / mudv = imvg 1 imvf = FEyy L Ey, . (68)
T1 U1

Kineticka energie télesa pti translacnim pohybu v uvazované inercialni vztazné
soustavé, v niz mé rychlost v, je

Ek = mv2 . (69)

1
2

b) Kinetickd energie pfi rotaénim pohybu kolem nehybné osy

Pr1i rotaci tuhého télesa kolem nehybné osy mé vektor elementu tthlové drahy
de, vektor thlové rychlosti w i vektor M momentu sily (resp. silové dvojice)
smér osy otdceni (viz napf. obr. 26). Pak pro element préce, kterou vykond

moment M pii elementarnim pootoceni dyp = % miizeme vzhledem k (65)

postupné psat
dW = F -dr = Fds = Frdy = Mdep. (70)

Jestlize se tato elementarni prace vykonala v elementarnim ¢asovém intervalu
dt, bude okamzity vykon

dw dy
ar at w i (1)
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Préace (70) se opét projevi elementérnim piiristkem kinetické energie rotac-
niho pohybu télesa v uvazované inercialni vztazné soustavé, v niz je osa otaceni
nehybné: dW = dE . Dosadime-li do (70) ze II. impulsové véty (22) dostaneme

dw dy

dEy = J—dyp = J—

i i dw = Jwdw .

Jestlize téleso mélo ve vychozi poloze ¢; thlovou rychlost w; a v konecné
poloze ¢, tthlovou rychlosti ws , bude vykonané prace rovna ptiristku kinetické
energie:

o2 w 1 1
ngz/ Mdcp:/ Jwdw = EJngij(U%:EkQJ—EkI- (72)
%) w

1 1

Kineticka energie télesa pri jeho rotacnim pohybu kolem nehybné osy v uvazo-
vané inercidlni vztazné soustavé, v niz méa thlovou rychlost w, je

By = = Jw?. (73)

1
2

c) Kinetickd energie p¥i rovinném pohybu
Tuhé téleso necht kond v uvazované inercidlni vztazné soustavé rovinny pohyb.
Pro jeho kinetickou energii plati

E](—Z m'U Zmz v; z- (74)

Rychlost i-tého bodu v; nyni vyjddiime pomoci rychlosti vg hmotného stredu
v uvazované vztazné soustavé. Ziejmé plati (viz obr. 34b)
Vi =vs+ v,

kde v/ je rychlost i-tého bodu vzhledem k hmotnému stiedu. Po dosazeni do
(74) dostaneme

:%;mi(vs+w (vs +v) —v52m1+vs Zml +%;mw?-

(75)
Suma ve druhém ¢lenu vyrazu (75) predstavuje hybnost télesa ve vztazné sou-
stavé spojené hmotnym stfedem. Srovname-li vyrazy (9) a (12) miZeme ana-
logicky pséat

Zmi v, =mvg, (76)
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kde v§ je rychlost hmotného stfedu v soustavé s nim pevné spojené — ziejmé
je v& =0 a ¢len (76) je nulovy. Pak ptijde vztah (75) pro kinetickou energii do
tvaru

1 1 1 1 1 1
E = §mv§ +35 > ymiv? = vag + ng S mir? = §mv§ + §J5w2 ,
(77)
kde Jg je moment setrvac¢nosti télesa k ose prochazejici hmotnym stredem.
Vztah (77) vyjadiuje Kénigovu vétu:

Kineticka energie tuhého télesa pfi jeho obecném rovinném po-
hybu je rovna souétu kinetické energie hmotného stfedu (odpo-
vid4 translaéni sloZce pohybu) a kinetické energie pohybu télesa
vzhledem k hmotnému stiedu (odpovida rotaé¢ni sloZce pohybu).

2.7 Zakon zachovani mechanické energie

Uvazujme pohyb télesa v silovém poli, které je konzervativni. Pritom konzer-
vativni pole je takové pole, u néhoz prace ptisobici sily vykonana po uzaviené
trajektorii télesa v tomto poli je nulova. To mize byt jen, kdyz prace mezi
dvéma body trajektorie zdvisi pouze na vyjchozi a konecné poloze télesa, nikoli
na tvaru trajektorie. V takovém poli mizeme definovat potencidlni (polohovou)
energit E, . Prikladem konzervativnich poli v mechanice je pole gravitacni a
pole pruznych sil, v elektromagnetismu je to pole elektrostatické.

Podle vyse uvedené definice, tedy prace, kterou konzervativni pole vykona
pfi premisténi z polohy 1 do polohy 2 je

Wiz = Epy L Eps . (78)

Z toho je ziejmé, ze potencidlni energie je definovdna az na konstantu — ta
se pii vypoctu prace podle (78) vyrusi. Proto je nutné podle charakteru tlohy
volit nulovou hladinu potencidlni energie.

Jak jsme poznali v ¢l. 2.6, projevi se prace vykonana na télese vzrustem jeho
kinetické energie v uvazované inercidlni vztazné soustavé — srovnej s vyrazy
(68) a (72). Tedy

Wis = Epy L Epy = Exo L By,

neboli
Eyi + Ep = By + Eps .
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Obecné tedy plati

Ex + E, = konst. (79)

Tento vztah vyjadiuje zdkon zachovani mechanické energie:

Celkova mechanicka energie télesa v konzervativnim poli v uva-
zované inercialni vztazné soustavé je konstantni.

Zakon zachovani energie(79) spolu s vyrazy (69), (73) a (77) pro kinetickou
energii muzeme s vyhodou vyuzit pfi feSeni mnohych tloh z mechaniky télesa.
Pritom napft. pfi vypoctu rychlosti nebo thlové rychlosti nemusime fesit dife-
rencidlni pohybovou rovnici, jak si ukdzeme na nésledujicich dvou prikladech.

Priklad 10

Tenka tuha homogenni ty¢ o délce I = 2a
a hmotnosti m klouze koncovym bodem
B po dokonale hladké vodorovné plose
(obr. 41). Ty¢ se zacala pohybovat z kli-
dové, témér svislé polohy (¢ =~ m/2).
Urcete velikost thlové rychlosti w jako
funkei Ghlu . Obr. 41

A

Reseni

K feSeni vyuZijeme zdkona zachovéni mechanické energie (79). V opérném bodé
B piisobi na ty¢ reakce Rg vodorovné plochy, ktera vsak v pripadé neexistence
t¥eni je kolm4 k ploSe, a tudiz pfi pohybu ty¢e nekond préci (obr. 42). Jedinou
silou, ktera zptisobuje zménu kinetické energie v soustavé spojené s vodorovnou
plochou je tihové sila mg .

Protoze pocdtecni rychlost tyce byla nu- 4

|
lovd a tihova sila je svisld, pohybuje se w
hmotny stied po svislé pfimce. Mechanicka | w
energie v pocatecni poloze ma slozky | ———E{—?P
5 a
FEvo =0, Eyg = mga, !
k0 p0 g vs [ 'B‘
v obecné poloze podle (77) je v -/ vp
mg
1 5, 1 9 .
E, = §mvs + §J5w , By =mgasingp. Rp
Obr. 42
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Pro vypocet rychlosti vg hmotného stiedu S miZzeme s vyhodou pouzit pdlu
pohybu P (obr. 42). Plati vg = wr = wa cos . Uvazime-li, ze Jg = m(2a)?/12
dostaneme po dosazeni do vztahu (79) pro zékon zachovani energie rovnici

m _l 2.2 2 11 2 2 .
ga = 2maw cos ga+2-3maw +mgasing,

neboli
2

g(1 Lsing) = %(1 + 3 cos?y) .

Odtud dostaneme hledané reseni
6g 1.Llsing
W=y ——.
a 14 3cos?p
Priklad 11

Tenkd tuha homogenni ty¢ o hmotnosti m a délce | je ze stavu klidu, kdy je
odklonéna od svislice o thel ¢q, volné pusténa (obr. 43).

y

a) Vypoctéte rychlost jejiho koncového
bodu pfi dopadu na vodorovnou ro-
\ vinu.
N b) Do jaké vzdalenosti g od osy O je
\ nutné ve vodorovné roviné umistit
\ naraznik o tuhosti &, aby zachytil ce-
lou silu narazu, tj. aby reakce v za-
\ vésu osy tyce nezavisela na sile na-
i razu.

c) Vypocltéte velikost sily narazu pfi
umisténi narazniku podle bodu ad b).

Obr. 43

Reseni

a) Resfme uzitim zdkona zachovani mechanické energie. Nulovou hladinu po-
tencialni energie volime ve vodorovné roviné. Celkova energie ve vychozi
poloze je

l
Eo = Epmaz = Mg cos Yo . (80)
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Celkova energie ve vodorovné roviné je
5 521112“ 1,
v = Fxmae = =Jw” == - —ml° | - | = -mv~.
) 2 2 3 l 6
Z rovnosti celkovych energii v obou polohach dostaneme pro rychlost kon-

cového bodu tyce vyraz
v = /3glcosyy .

b) Pfi dopadu tuhé tyfe na pruzny naraznik o konstantni tuhosti k& dojde ke
zpomalenému otoénému zabrzdéni tyce; ithlové zrychleni oznacime ¢ .
Na element dz tyce pusobi element

TR sily (obr. 44)
x dx naraznik m
0 / szadszdex.
dF () Délkova hustota sily tedy je
Obr. 44" ()= SE _em,
" N = =~
Sila tedy nartista linedrné od osy O (viz obr. 44). Vysledn4 sila ma velikost
! em [ ml
F = g(x)de = — [ zdz=ec—. (81)
0 I Jo 2

Aby néaraznik zcela zachytil narazovou silu, musime jej umistit tak, aby
leZel na nositelce vyslednice (81). Jeji polohu zp uréime z podminky, Ze
moment vyslednice je roven sou¢tu momentt slozkovych sil. Slozkové sily
jsou rozlozeny spojité€, proto tento soucet prejde v integral. Tedy

!
FzRZ/g(z)-zdx,
0
neboli
271, 3

7 prvniho a tfetiho ¢lenu dostaneme pro polohu vyslednice a tim i pro polohu
narazniku vyraz

2

Tato poloha se v dynamice nazyva stred rdzu nebo stred perkuze.
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c) Vyse vypoctend velikost vyslednice setrvacénych sil, kterd je dynamickou si-
lou narazu, je podminéna znalosti ihlového zrychleni ¢ . To zavisi na tuhosti
narazniku a jeho velikost béhem narazu vzrista. Vypocet konecné velikosti
sily F miZzeme v8ak udélat pfimo tivahou o energii. Celkovd mechanicka
energie Fy vypo¢tend v bodé ad a) se po ndrazu pfeméni na potencialni
pruznou energii Fy,, narazniku podle vztahu

1 1. (F\* F?
EU = Epl“ = §ky12nax = §k (E) = %7

kde ymax = % je dynamicka slozka deformace pfi narazu. Po dosazeni za

Ey 7 vyrazu (80) dostaneme pro kone¢nou velikost sily ndrazu vyraz

F = \/mglk cos g . (83)

Po dosazeni tohoto vyrazu do (81) bychom mohli vypocitat velikost p¥islus-
ného thlového zrychleni pti nejvétsi deformaci narazniku.

Celkova sila, pisobici pfi ndrazu na naraznik, bude kromé dynamické slozky
(83) zahrnovat jesté statickou tihovou slozku, ktera zavisi na poloze x g podle
(82). Celkovi sila ma velikost

F. = %mg + v/mglkcos pg .
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2.8 Srovnani rota¢niho pohybu s translaé¢nim pohybem

Ze zavedenych veli¢in a odvozenych vztahd mezi veli¢inami pro translac¢ni po-
hyb tuhého télesa a pro rota¢ni pohyb tuhého télesa kolem nehybné osy je
mozné sledovat analogie, které maji hlubsi fyzikalni souvislost. Pro ziskani lepsi
orientace mezi témito veli¢inami a vztahy je vhodné si udélat jejich shrnuti a
vzadjemné srovnani.

translac¢ni pohyb rota¢ni pohyb
element drahy dr, ds element Ghlové drahy de
rychlost v = % thlova rychlost w= %—?
zrychlent =9 | Ghlové arychlent e= v
hmotnost m moment setrvacnosti J
sila F moment, sily M=rxF
hybnost p=mv moment hybnosti L=Jw
I. impulsova véta F = ((ii—’; II. impulsova véta = %
pohybovéa rovnice ma = F pohybova rovnice Je=M
element prace dW = F - ds | element prace dW =M -de
vykon P=F v vykon P=M w
kinetickd energie | Ej = %mqﬂ kineticka energie Ei = %Juﬂ
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3 Ulohy

1. Klika AB ¢tytkloubového mechanismu (obr. 45), jehoZz ¢leny tvoii parale-
logram se ot4c¢i podle rovnice pohybu ¢ = kt?, kde k& > 0 je konstanta.
Uréete rychlost a zrychleni bodu E ojnice v ¢ase t; . Ddano AB =CD =r =
=0,10m, AD=BC, k=0,10s"2, t; =10s.

A=0 T
Obr. 45 Obr. 46

2. Motor se roztaci tak, ze soucin thlové rychlosti a thlového zrychleni jeho ro-
toru je staly, tj. we = k, kde k > 0. Otacky motoru na pocatku jsou ng . Vy-
poctéte otacky ny motoru v ¢ase t; . Je ddno: k =20 s, ng = 190 min~",

t1:3OS.

3. Odvodte parametrické rovnice trajektorie bodu A, ktery leZi na povrchu
véalce o poloméru r, z jeho pocatecni polohy naznacené na obr. 46. Valec se
dokonale odvaluje po roviné. Za parametr volte thel ¢ otoceni vélce kolem
osy prochézejici stfedem S. Urcete soutfadnice bodu A v téchto zvlastnich

m 3m

’ 5) T, 7)

rychlosti bodu A, ma-li stfed S rychlost vy .

polohach: ¢ =0 271 a vypoctéte v téchto polohach i velikost

Obr. 47
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. Tenka tycka AB délky [ se klouze po vedeni ve tvaru

a) pulkruznice (obr. 47a) tak, Ze bod B piejde do bodu C,
b) dvou vzdjemné kolmych stén (obr. 47b).

Odvodte rovnici nehybné polodie v soufadnicich kartézskych soustav na-
znacenych na obr. 47.

. Je dan klikovy mechanismus podle obr. 48, u néhoz r : [ = 1 : 3. Grafickou
metodou najdéte nehybnou polodii ojnice AB pro ¢ € (0,27) .

J

m

Obr. 48 Obr. 49

. Parasutista o hmotnosti m = 90 kg seskoci paddkem z balénu, ktery je
v relativnim klidu vac¢i povrchu Zemé. Odporova sila vzduchu je imérna
druhé mocniné rychlosti podle vztahu Fy = kv?, kde pro dany paddk je
k = 35,3. Vypoctéte, jaké maximalni rychlosti mtize parasutista dosdhnout.

. Jaky je moment setrvacnosti kotouce kladky o poloméru r = 180 mm,
jestlize zévazi o hmotnosti m = 4,0 kg probéhne drdhu s = 1,2 m za dobu
t = 1,3 s. Na pocatku je zavazi v klidu (obr. 49).

. Vypoc¢téte moment setrvacnosti J rota¢niho télesa ze soustavy na obr. 50,
jestlize zavazi o hmotnostech m;, ms se pohybuji po drsnych plochach a
urazi drdhu s ze stavu klidu za dobu ¢y . Je ddnomy, mo, r, s, tg, a1, az
a soucinitel smykového tieni f. Stanovte podminku pro to, aby se soustava
vubec pohybovala.

. Je dana soustava s dvojitou kladkou podle obr. 51, u niz zname r, R, J, my,
ms. Urcete:

a) Uhlové zrychleni kladky.
b) Uhlovou rychlost kladky v ¢ase t, je-li v tg =0 w = wp .
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10.

11.

12.

13.

kladna
orientace

Obr. 50 Obr. 51

Rotor o momentu setrvacnosti J = 2,25 - 107° kg-m?, je pohdnén krokovym
impulsnim motorem. Moment setrva¢nosti motoru zanedbavame. Hnaci mo-
ment mé konstantni velikost Mj, = 1,25-10"* N-m a udéli rotoru jeden
impuls po dobu tg = 0,220 s. Pohyb rotoru je soucasné brzdén pasivnimi
odpory, jejichz vysledny moment m4a velikost M, = 2,3-107% N-m. Vy-
poctéte:

a) Jaké maximalni (hlové rychlosti rotor doséhne.

b) Za jak dlouho od pocatku impulsu se rotor zastavi.

c) Jaky thel rotor opide od pocdtku impulsu do svého zastaveni.

Rotor turbiny o momentu setrvac¢nosti J volné dobihd z pocatecni thlové
rychlosti wg pod ptisobenim odporovych sil, které maji moment o velikosti
M = kw?, kde w je okamzita thlova rychlost a & > 0 je konstanta. Ur-
Cete:

a) Zavislost w = w(t).
b) Dobu ¢, za niZ se wg zmensi na wy/10.

Stejnosmérny elektromotor je pfi thlové rychlosti wy pfepnut do dynamo-
vého chodu, pricemz na jeho rotor zacne ptisobit brzdici moment sily o ve-
likosti My, = kw, kde k > 0 je konstanta. Rotor ma moment setrvac¢nosti .J.
Vypoctéte, za jakou dobu ¢; a po kolika obratkach z; klesne thlova rychlost
rotoru na polovinu.

Motor o konstantnim vykonu P roztaci setrvacnik ze stavu, kdy ma poca-
te¢ni thlovou rychlost wg. Soustava motoru se setrva¢nikem ma moment
setrvacnosti J. Vypoctéte, jakou tthlovou rychlost ziska setrvacnik za cas ¢
a pocCet z otacek, které potom vykona.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Odvodte vztah pro moment setrva¢nosti J vzhledem k ose geometrické sou-
mérnosti téchto homogennich rotac¢nich téles o hmotnosti m:

a) Tenkosténna trubka o stfednim poloméru r.

b) Tlustosténna trubka o vnéjsim poloméru r; a o vnitinim poloméru rs .
c

d) Kolmy kuzel o kruhové zdkladné s polomérem r .

@

)

)

) Tenkosténna kulové skofepina o stfednim poloméru r .

)

) Kolmy komoly kuZel o kruhovych zékladnach s poloméry 1, 7o < rq .
)

a) Odvodte vztah pro moment setrva¢nosti J tenké homogenni tyce délky
[ k ose 0, s niz ty¢ svird thel a a kterd prochézi jejim koncem (obr. 52).

Hmotnost tyce je m.

b) Jaky bude moment setrvacnosti J; , kdyZ na vnéjsi konec tyce pfiddme
hmotny bod o téze hmotnosti m ?

Obr. 52 Obr. 53

Odvodte vztah pro moment setrvacnosti tenkého homogenniho prstence
o hmotnosti m a stfednim poloméru r:

a) k ose z prochézejici hmotnym stfedem S kolmo k jeho roviné (obr. 53),
b) k osdm x, y, které lezi v roviné prstence a prochézi bodem S.

Odvodte vztah pro moment setrvacnosti J homogenni krychle o délce hrany
a vzhledem k ose, kterd prochéazi jejim geometrickym stfedem kolmo ke sténé
krychle. Hmotnost krychle je m .

Vypoctéte moment setrvacnosti J vzhledem k ose symetrie homogenniho
rotacniho télesa, které sestava z valcové casti a dvou polokulovych c¢asti

podle obr. 54. Je dano: rozmér r a hmotnost m celého télesa.

Odvodte vztah pro moment setrvac¢nosti tenké homogenni tycky o hmotnosti
m a o délce [:
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a) K ose prochazejici jednim z koncid kolmo na tycku.
b) K ose prochézejici stitedem tycky kolmo na jeji osu.
c) Z vysledkt ad a), b) ovéite platnost Steinerovy véty.

Y

|
l
| m m_ | m
2r R ———— { o
| r ‘ | | r

Obr. 54 Obr. 55

20. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni ¢inky podle obr. 55 k ose o.
Spojovaci tycku povazujte za tenkou. Je dan rozmér r , hmotnost m kazdé
z kouli a stejnad hmotnost m spojovaci tycky.

21. Vypoctéte moment setrvacnosti téchto homogennich téles, jejichz hmotnost
je m a polomér r:
a) vélce k jeho povrchové piimce,
b) koule k te¢né jeji hlavni kruznice.

22. Je dana homogenni kruhové deska o poloméru r s otvorem podle obr. 56.
Deska ma hustotu g a tloustku a. Vypoctéte moment setrvac¢nosti J vzhle-
dem k ose prochazejici sttedem O kolmo na desku.

Obr. 57

23. Kyvadlo sestava ze tii hmotnych bodi, kazdy o hmotnosti m , rozmisténych
podle obr. 57 s rozteci a. Vypoctéte moment setrvacnosti kyvadla a dobu
T malych kmit v téchto pripadech:

93



24.

25.

26.

a) Hmotnost spojovaci tycky je zanedbatelnd.
b) Hmotnost spojovaci tycky je m.

Stanovte pomér T,/Ti, odpovidajicich period.

Valec o hmotnosti m a poloméru r se otaci kolem své rotacni osy thlovou
rychlosti wg . Jakou by musel mit Ghlovou rychlost w pfi rotaci kolem své
povrchové primky, aby se nezménila jeho kinetické energie?

Setrva¢nik (obr. 58) miZeme rozto¢it tak, Ze na jeho pouzdro o poloméru r
navineme $nirku a za jeji volny konec tdhneme silou az do jejtho odvinuti.
Vypoctéte thlovou rychlost setrvaéniku o momentu setrvacnosti J odvinula-

vy o

li se ze stavu klidu délka [ $ntirky bez prokluzu pti piisobeni sily F = konst.

Obr. 58 Obr. 59

Je dano Maxwellovo kyvadlo jako soustava dvou blizko sebe umisténnych
valcovych kotouct o poloméru R a o celkové hmotnosti m , které jsou spo-
jeny Cepem o poloméru 7, jehoz hmotnost zanedbéme (obr. 59). Na ¢epu je
jednim koncem pripevnéno a navinuto neroztazitelné vlakno, které je dru-
hym koncem piipevnéno k zavésu. Po navinuti vlakna a po uvolnéni kotouct
z horni klidové polohy se vldkno odviji bez prokluzu. Vypoctéte:

a) Rychlost st¥edu kotouct pii jejich pFemisténi do vzdalenosti h od klidové
polohy.
b) Zrychleni stfedu kotoudd.
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27. Vypoctéte kinetickou energii stiely v okamziku, kdy opousti hlaven zbrané

28.

29.

(je to tzv. tstovd energie). Je ddno: raze d, thel a vyvrtu hlavné (viz
obr. 60), po¢atecni rychlost v, hmotnost stfely m a jeji moment setrvac-
nosti Jy .

UMMM

Obr. 60 Obr. 61

Kulicka o hmotnosti m a poloméru r se z klidového stavu v bodé A vali bez
klouzani po draze podle obr. 61 a v bodé C ji opusti. Je-li ddna vyska h a
polomér R, vypoctéte:

svvs

dem B.

b) Nejvétsi vysku hq , do které vystoupi a Ghlovou rychlost w; , kterou zde
bude mit.

Obr. 62

Na drsné naklonéné roviné se sklonem a se po vypusténi ze stavu klidu
v bodé A (viz. obr. 62) dokonale odvaluje jednak kulicka, jednak vélecek.
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30.

31.

32.

Obé télesa maji stejnou hmotnost m a stejny polomér r. Vypoctéte:

a) Zrychleni ax hmotného stiedu kulicky, a, valecku.

b) Dobu ty, resp. ty, za kterou télesa projdou bodem B, ktery je ve vySce
h pod bodem A. Jakou pii tom dosédhnou postupnou rychlost hmotné
stfedy téles?

Stanovte pomér velikosti jednotlivych vypoctenych veli¢in pro kulicku a
véalecek.

Homogenni tenka ty¢ konstantniho priifezu je ve stavu klidu odklonéna od
svislice o tithel ag . Ty¢ ma hmotnost m a délku /.

a) Urcete jeji Ghlovou rychlost wy v okamziku dopadu na pruzinovy ndraz-
nik, jehoz horni konec se nachézi ve vodorovné roviné, ktera prochazi
¢epem O tyce (obr. 63).

b) Jaka bude nejvétsi thlovd odchylka a; tyfe od vodorovné roviny po

jejim dopadu na néraznik, jehoZz tuhost je k a vzdalenost od ¢epu O je

[y . Pri feseni predpokladejte, Ze tuhost narazniku je tak velka, ze neni

nutné pocitat se zménou gravitacni potencialni energie tyce, zptisobenou

jeji odchylkou o maly thel a .

Homogenni tenka ty¢ konstantniho prifezu o délce [ je na jednom svém
konci oto¢né zavésena (obr. 64). Jaka rychlost v; musi byt udélena volnému
konci tyce, aby se ty¢ dostala ze svislé polohy do polohy vodorovné?

S i e
_n \
Ap = 2 i\
Ir| [l >
I f \
| \
T
mi vy | \\
Obr. 64 Obr. 65 m, J

Do balistického kyvadla pro urcovani rychlosti stel pronikne sti¥ela o hmot-
nosti m; nezndmou rychlosti v; (obr. 65), pfi¢emz st¥ela zistane v télese
kyvadla. Plisobenim stiely se podélna osa kyvadla vychyli od svislice o tihel
nosti J kyvadla k ose O. Urcete rychlost stiely, je-li zndma vzdalenost Iy
jeji trajektorie od osy O.
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33.

34.

35.

36.

37.

Dievéna ty¢ se otdci thlovou rychlosti wy kolem nehybné svislé osy O a ma
vzhledem k ni moment setrvacnosti Jy. Kolmo na ty¢, ve vzdalenosti rg,
naraz{ stfela o hmotnosti mg rychlosti vy proti pohybu tyce (obr. 66).

a) Urlete thlovou rychlost w; otdceni tyce, jestlize stfela v ty¢i uvdzne.

b) Zmeéni se Ghlova rychlost wy , jestlize stfela po nékolika otackach z tyce
vypadne (pfedpokldddame nulovou relativni rychlosti)?

mo vo_[T
[

To

~]
%]
Joll *°

Obr. 66 Obr. 67

Vodorovna kruhova deska je dokonale oto¢na kolem svislé osy prochaze-
jici jejim stfedem O; vzhledem k této ose ma moment setrvac¢nosti J. Na
desce, ktera je vzhledem k uvazované inercidlni soustavé v klidu, stoji ve
vzdalenosti r ¢lovék o hmotnosti m (budeme jej povaZzovat za hmotny bod).
O jaky uhel ¢q se kotou¢ pootoci, obéhne-li ¢lovék desku v kladném sméru
po kruZznici o poloméru r jednou dokola (obr. 67)7

Tenkd homogenni ty¢ o délce | je volné pusténa ze svislé polohy (1) (obr. 68)
a se zanedbatelnym t¥enim se otaci okolo ¢epu O.

a) Uzitim pohybové rovnice urdete zdvislost thlového zrychleni e ty¢e na
uhlu otoceni.

b) Uzitim zdkona zachovéni energie urcete zdvislost thlové rychlosti w tyce
na Ghlu otoceni. Derivaci vysledku ovéfte feSeni v bodé ad a).

Svisle stojici tenkd homogenni ty¢ o délce I je oto¢né ulozena v cepu O
(obr. 69). Uvolnime ji ze svislé polohy (1). Ty¢ zac¢ne vlivem tiZe padat,
tj. otdcet se kolem osy z prochazejici bodem O. P¥i priichodu vodorovnou
rovinou (2) ty¢ uvolnime v loZisku (nap¥. vytaZzenim ¢epu) a ty¢ se zafne
volné pohybovat prostorem. Odvodte rovnice pro pohyb volné se pohybujici
tyCe, tj. funkce zg = zs5(t), ys = ys(t), ¢ = p(t) .

Tenkd tuhd homogenni ty¢ o délce | a hmotnosti m se rovhnomérné otaci
thlovou rychlosti w kolem svislé osy o (obr. 70). Ty¢ je v bodé A klou-

57



bové pripojena ke svisle rotujicimu hiideli, v bodé B je ke hiideli pfipojena
prostiednictvim lana tak, Ze osa tyce svird s osou htidele Gthel a. Urcete
velikost tahové sily v lané.

Obr. 69 /cp

38. Tenka tuha homogenni ty¢ o délce I = 2a klouze v koncovych bodech A, B
po dvou dokonale hladkych sténéach, z nichz jedna je svisla, druhd vodorovna
(obr. 71). Ty¢ je na svislé sténé vedena tak, aby bod A byl neustéle v dotyku
se sténou.

Ty¢ se zacala pohybovat z klidové, témér svislé polohy (¢ ~ 90°). Urlete
velikost thlové rychlosti w tyce jako funkei Ghlu ¢ .

Obr. 71 Obr. 72

39. Téleso obecného tvaru je zavéseno na dvou rovnobéznych vldknech 1, 2
uchycenych v bodech A, C podle obr. 72. Téleso ma hmotnost m a moment
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40.

setrvacnosti Jg vzhledem k ose, kterd prochdzi hmotnym stfedem S rovno-
bézné s osou z zvolené vztazné soustavy. Bod A ma souradnice x4 =0, y4,
poloha hmotného stiedu S je rovnéZz znadma: zs, ys = 0. Pro okamzik,
kdy bude preruseno vlakno 2, urcete:

a) Silu F; napinajici vladkno 1.

b) Zrychleni hmotného stiedu a hlové zrychleni rota¢niho pohybu télesa.

c) Zrychleni bodu B o soufadnicich zp, yg = 0, pficemz vyuZijte jednak
vlastnosti pélu P pohybu, jednak rozkladu pohybu s referenénim bodem
polozenym do hmotného stiedu.

Homogenni rotacni valec o hmotnosti m a poloméru r se dotyka drsné vo-
dorovné roviny s koeficientem smykového tieni f. Vilec je prostfednictvim
neroztazitelného vldkna zanedbatelné hmotnosti tazen pres kladku rovnéz
se zanedbatelnou hmotnosti zdvazim o hmotnosti my (obr. 73).

a) Napiste pohybové rovnice vélce a zavazi.
b) Reste pohybové rovnice pro piipad, kdy se vélec dokonale odvaluje.

Stanovte podminku pro koeficient smykového tfeni, aby tento pi¥ipad
nastal.

c) Provedte feseni pro odvalovani provazené smykénim. P¥islusné velic¢iny
oznacte ¢arkou.

m

Obr. 73
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Vysledky tuloh
1. Ty¢ BC vykonava transla¢ni pohyb, proto vg = vp, ag = ag . Pak

vp = 3krt? =3,0m-s" !,
v2
agt = 6krt; = 0,60 m-s*2, aAgn = £ 9k2rt‘11 =90 m-s2.
T

2. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi: w dw = kdt,

30 [[/7ng)>
ng = > <—0> + 2kt; = 381 min~" .
T 30

3. 2=r(p Lsing), y=r(1_Lcosy) ...cykloida.

2
p=m:x=7nr, y=2r, v=_20,
3 3
30:%: x:r(?ﬂ-l—l),y:r,v:ﬂvo,

p=2n: z=2rr, y=0,v=0

4. a) t=y=0... bod O.
b) 22+y2 =12 ,prox >0, y > 0... étvrtkruznice o poloméru [ se stiedem

v 0.
5. viz obr. 74
6. Parasutista kond transla¢ni pohyb; jeho max. rychlost bude v,ax = % =

=50m-s~!.
2
7. J =mr? <% 1 1> = 0,76 kg-m?

8. Aby se soustava viibec pohybovala, musi byt

masinas > my(sinay + fcosay) +mafcosas nebo

60



my sinay > ma(sinas + fcosaz) + my fcosay .

Predpokladame-li platnost prvni podminky, budou se zavazi pohybovat se
zrychlenim

ma(sinay L fcosaz) L my(sina; + fcosag) ,
a= 5 r°g = konst.
J + (m1 + ma)r

Moment setrvac¢nosti kladky pak bude

t2 t2
J = mor? [(sinoq L fcosa2)92—0 L 1} Lmyr? {(sin a1 + f cos a1)92—0 11].
s s

Obr. 74

miR L maor
m1R2 + m2r2 + Jg,

M, L M,
7

9.a)e=

b) w = wp +et.

10. a) whpax = to = 1,20 rad-s~'.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17,

18.

19.

b) to+t = Mny— 1196

Mp
w
Wmax
|
|
| .
ol ¢ to+t t
Mh J_ Mp Mh 2
c = ——2LP=245 =718 rad.
) ¢ 2] M,
[ . o . L, dw k
Pohybova rovnice pfi separaci proménnych: 2= J_jdt.
Jwo 9J
a) “ J+ kwot ’ ) ! ka
t1= L2, 2 = I

EE AT gk

2P J 2P
w:,/w%-{—T , Z:67r—P[ (w§+7t)3j_wg}.

a) J =mr?, b)J:%m(r%-{—r%), C)J:%mr2,
_ 3 _ 3 rilr}
O J=1ms T =gmd g
1 s 4 5o
a)stml sin” «, b)J:§ml sin® .
2 12
a) J, = mr?, b)Jx:Jy:§mr.

1 ‘ ‘ . . . P «
J = zma?. D4 se dokazat, Ze tento moment setrvacnosti nezavisi na sméru

6
osy, ktera prochazi stfedem krychle.

12

3,
J—50mr.

" R —E Loz = Lo nl
a)J—3ml, b)J(]—12ml, c) 3ml —12ml +m—.

4
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

(odchylka 1,5%) .

_ 1 o
J = 5 mr
a)J:%mﬂ, b)J:%mﬁ.
Jzé—;’wgar‘l.
a) Jo=l4ma®, T, =2 /L2
a I a 3g,
_ 2 - 3da
b) Jb_17ma, Tb—27r 159
T, 35
2o (2101
Ty, 34 015
— Wo
w—\/g.
oo [T
= T
2gh 2%
a) v G R R
2r?
2
Ek_%<m+2J0;2g a) V3.
10(h L 7)
a) FB_mg[1+7(RLr)}’
5h+ 2R _ [10g(h LR)
b) hl— 7 w1 = 7772 .
a) ax = gsina, ay = ggsina, ];:
1 [14n , 1 h
b) te sinall 59 >V sinall g’
10 4 Vk _
Uk = 79havv— §ghaa—



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

a) w = /3gc<l)sa0 ,

mgl (1 k cos ag . . . .
Ik <2l1 + mgl ) (zahrnuje statickou a dynamickou slozku).

=
Q

5
I

v1 = /3gl.

Aplikujeme zdkon zachovani momentu hybnosti a zdkon zachovéni energie.

1
m1l1

v = \/Qg(lJ_cosgol)(mlT+m111)(J+mllf).

a) W = J(](:l])[) 1 Tomgvo
o + mory
Podle vztahu mezi momentem hybnosti tyce Jowp a momentem hybnosti
romgovg stiely se ty¢ bud pouze zpomali (w; > 0), zastavi (w; = 0) nebo
se rozto¢{ v opatném sméru (w; < 0).
b) Uhlova rychlost w; se nezméni.

2rmr>

SDOZJ— J

(Deska se oto¢i v opa¢ném sméru, nez je smér obéhu ¢lovéka.)

a)s:%—?singp, b) w= ?’l—g(lj_coscp).

asgzé:konst., ySZ% t2+%t\/3gl, cp:twlg’l—g.

Vypocteme vyslednici spojité rozlozenych odstiedivych sil a napiSeme mo-
mentovou podminku rovnovahy k bodu A. pak

1 lw? .
F=mg §tga+§sma .

Resime uzitim zdkona zachovéni energie, pii¢emZ pro vypocet rychlosti
hmotného stfedu uzijeme pélu pohybu P (obr. 75).

w= %(1 1singp).
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Js

. Fi=—""=2—
39. a) Fi J5+ma:2smg’
mz2g mrsyg
b . — O . — J_ S . — J_
) #s » Ys Js—l-ma:%’(p Js +max%’
c¢) Uzitim pdlu pohybu
mrsrBg

itp=0,yp=zpp =1 ,
B YB B®¥ Js+m$%«

UzZitim hmotného stfedu

ip =125 =0, yB:y5+(a:BJ_a:S)<p:J_573g2.
Js + mzyg
B Fi
m | -
Y lg
"l F,
ol zo A T T mim
Obr. 76 e

40. a) Zavaii:
mia; =myg L Fy.
Vélec (rovinny pohyb):
mjis = F1 + T,
mijs = N L mg,

1
Jop=FrLTr, Jy= §mr2,

kde N, T jsou velikosti norméalové a tecné slozky reakce, kterou ptisobi
rovina na véalec a Fy je velikost sily napinajici vldkno (obr. 76). Protoze
ys = r = konst., je js = 0 a zrychleni hmotného stiedu as = Zg.
Soucasné N = mg .

b) Bod A je pdl pohybu a pro zrychleni bodu B a tim i zévazi plati

a; = 2:2‘5 = 2a5
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a dale xg =1y, nebolie = ¢ = GTS . Pak pohybové rovnice jsou
Fy =my(g L 2ag),
(m+2mi)as =mig+ T,

m
(= +2my)as=myg L T.

2
Resenim
4my n 2m1gt2
asg = ———7>—¢, ITSs=1T _—
S 3m+8mlg s 0 3m + 8my
dm; g 2m gt>
E=——-— s = s
3m+8myr ¢ (3m + 8my)r
m 3m
T = - F =
3m+8m1mlg’ ! 3m+8m1m1g
Aby odvalovani bylo dokonalé, musi byt
my
T <Nf aproto > —
f bt f 3m + 8m1

c) Pii prokluzu T' = fmg. Bod A neni pdlem pohybu a pro zrychleni
zévazi plati a} = a5 + ¢'r . Pohybové rovnice pak jsou

Fl=my(g Lag Ler),
(m +ma)as + mire' = (m1 + fm)g,

m
(3 +my)re' + myas = (my L fm)g.

ReSenim
my + f(m + 4my)
m + 3mq

sl_mllf(m‘i'?ml)QQ

[
as = )

m + 3my r’

1+ f)m
Fl:(
m+3m1m1g
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