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1 ÚvodV nebeské mechanice èasto studujeme pohyby relativnì malých tìles v radi-álním gravitaèním poli osamoceného tìlesa s mnohonásobnì vìt¹í hmotností.Nejvìt¹í planeta Sluneèní soustavy { Jupiter { má hmotnost 1 050krát men¹í ne¾Slunce. Hmotnosti ostatních planet, planetek, komet a meteorù jsou v porov-nání s hmotností Slunce zcela nepatrné. Hmotnost Mìsíce je pøibli¾nì 81krátmen¹í ne¾ hmotnost Zemì. Nìkteré velké mìsíce ostatních planet mají sicehmotnosti srovnatelné s Mìsícem Zemì, ale v porovnání s hmotnostmi planet,kolem kterých obíhají, jsou také nepatrné. Umìlá kosmická tìlesa vyslaná dovesmíru èlovìkem v tomto srovnání pøedstavují jen nepatrná zrnka hmoty.Pohyb malého tìlesa v gravitaèním poli osamoceného tìlesa s mnohoná-sobnì vìt¹í hmotností mù¾eme nejsnáze vy¹etøit ve vzta¾né soustavì, její¾ po-èátek le¾í ve støedu velkého tìlesa a souøadnicové osy smìøují ke vzdálenýmhvìzdám. Pøitom dosáhneme dosti pøesných výsledkù, budeme-li tuto vzta¾-nou soustavu pova¾ovat za inerciální (co¾ ve skuteènosti není nikdy pøesnìsplnìno) a zanedbáme-li gravitaèní pùsobení v¹ech vzdálených velkých tìles ajiných malých tìles, která se souèasnì nacházejí v okolí.Velká kosmická tìlesa | hvìzdy a pla-nety | mají kulový tvar. Gravitaèní polev okolí takového tìlesa je stejné, jako kdybyse celá jeho hmota nacházela v jeho støedu.Je-li M hmotnost centrálního tìlesa, mhmotnost obíhajícího malého tìlesa a rjeho vzdálenost od støedu centrálního tì-lesa (obr. 1), pùsobí na malé tìleso pøita¾-livá gravitaèní síla o velikostiFg = {Mmr2 ; (1)kde { = 6;674 � 10�11 N �m2 � kg�2 je gra-vitaèní konstanta.
mM r Fg

Obr. 1V prvním roèníku støední ¹koly jste studovali pohyb v radiálním gravitaènímpoli, který se uskuteèòoval po ideální køivce | po kru¾nici. Gravitaèní sílaudìlovala obíhajícímu tìlesu dostøedivé zrychlení ad stálé velikosti. Z rovnostiFg = {Mmr2 = mad = mv2r = m4p2T 2 r (2)jste odvodili vztahy pro výpoèet velikosti rychlosti v, doby obìhu T a polomìru2



trajektorie r: v =r{Mr ; T =r4p2r3{M ; r = 3r{MT 24p2 (3)Podmínka Fd = Fg = konst: nebývá u pøirozených obì¾nic Slunce èi planetpøesnì splnìna a její splnìní u umìlých kosmických tìles je obtí¾né, nebo» tovy¾aduje velkou pøesnost pøi udìlení rychlosti i pøi nastavení polomìru trajek-torie. Proto se vìt¹ina pøirozených i umìlých tìles pohybuje kolem centrálníhotìlesa po jiné periodicky se opakující trajektorii | po elipse.Úlohy1. Mezinárodní kosmická stanice ISS se pohybuje ve vý¹ce 380 km nad Zemí.Vypoèítejte její rychlost a dobu obìhu. Zemi pova¾ujte za homogenní koulio polomìru Rz = 6370 km a hmotnosti Mz = 6;0 � 1024 kg:2. V jaké vý¹ce nad rovníkem se nacházejí stacionární dru¾ice, jejich¾ dobaobìhu je hvìzdný den := 86 164 s? Polomìr rovníku je 6 378 km.3. Zemì se pohybuje okolo Slunce po pøibli¾nì kruhové trajektorii. Støednívzdálenost Zemì od Slunce je 1 AU := 1;496�1011 m a jeden rok má pøibli¾nì3;156 � 107 s. Vypoèítejte z tìchto údajù hmotnost Slunce.
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2 Geometrie elipsyBudete-li chtít rychle zobrazit elipsu, pou¾ijte kapesní svítilnu, její¾ svìtelnýtok je omezen rotaèní ku¾elovou plochou. Svítíte-li kolmo na stìnu, je osvìtlenáplocha ohranièena kru¾nicí. Naklánìním osy svìtelného ku¾ele dostáváme stáleprotáhlej¹í elipsy, pak v jedné poloze parabolu a potom následují hyperboly(obr. 2).
Obr. 2

k e1 e2ph
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DSe aa bF1 F2 Obr. 3Za�xujte svítilnu v poloze, kdy je osvìtlená plocha ohranièena elipsou, ob-kreslete si elipsu na papír a vystøihnìte ji. Pøelo¾ením se mù¾ete pøesvìdèit, ¾eje symetrická podle dvou os AB a CD, které jsou navzájem kolmé a protínajíse ve støedu elipsy S (obr. 3). Del¹í hlavní osa o délce 2a spojuje hlavní vrcholyA, B, krat¹í vedlej¹í osa o délce 2b spojuje vedlej¹í vrcholy C, D. Vezmeme-lido kru¾ítka délku hlavní poloosy a a z vedlej¹ího vrcholu pøetneme hlavní osu,dostaneme ohniska elipsy F1, F2. Jejich vzdálenost e od støedu elipsy se nazývávýstøednost (excentricita) elipsy. Platía2 = b2 + e2 ; e =pa2 � b2 : (4)Podíl " = ea se nazývá èíselná výstøednost (numerická excentricita) elipsy.Souèet vzdáleností kteréhokoliv bodu elipsy od ohnisek F1, F2 je roven délcehlavní osy. Z toho vychází bodová konstrukce elipsy podle obr. 4. Zvolíme-li nahlavní ose bod X1 a sestrojíme oblouky o polomìrech jAX1j a jBX1j se støedyv ohniskách elipsy, dostaneme bodX a dal¹í tøi body soumìrnì sdru¾ené k boduX podle os a støedu elipsy.Zvolme poèátek soustavy souøadnic ve støedu elipsy a osy x a y v hlavní avedlej¹í ose elipsy. Pak pro libovolný bod X = [x; y] elipsy platíjF1X j+ jF2X j =p(x + e)2 + y2 +p(x� e)2 + y2 = 2a :4



Umocnìním této rovnosti a algebraickou úpravou dostanemep(x+ e)2 + y2p(x � e)2 + y2 = 2a2 � (x2 + y2 + e2)a dal¹ím umocnìním a úpravou dojdeme ke vztahu(a2 � e2)x2 + a2y2 = a2(a2 � e2) ;který mù¾eme upravit na rovnici elipsy v osové poloze:x2a2 + y2b2 = 1 (5)
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Obr. 5Oblouky elipsy v okolí vrcholù mù¾eme nahradit oblouky oskulaèních kru¾-nic, jejich¾ støedy K1, K2 nalezneme jednoduchou konstrukcí podle obr. 5.Z podobnosti trojúhelníkù 4ASC � 4HAK1 � 4K2CH urèíme polomìryoskulaèních kru¾nic %1 a %2:%1b = ba = a%2 ; %1 = b2a ; %2 = a2b : (6)Elipsu v osové poloze mù¾eme získat také z kru¾nice o polomìru a, jestli¾esouøadnice y bodù zmen¹íme v pomìru b : a (obr. 6). Zavedením excentrickéanomálie E dojdeme k parametrickým rovnicím elipsy v osové poloze:x = a cosE ; y = b sinE ; E 2 h0; 2p) : (7)
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Obr. 6Pøi popisu pohybu hmotného boduv radiálním gravitaèním poli èasto vo-líme poèátek souøadnicové soustavy v oh-nisku a pou¾íváme polární souøadnice r; '.Zvolíme-li pól v ohnisku F2 a polární osuF2B podle obr. 7, platíp(2e+ r cos')2 + (r sin')2 = 2a� r :Úpravou dostanemer(a + e cos') = a2 � e2 = b2 ;

X2e o'F1 O�F2rA BObr. 7r = b2a1 + ea cos' = p1 + " cos' : (8)Parametr p je roven polomìru %1 oskulaèní kru¾nice v hlavním vrcholu, " jeèíselná výstøednost.Úlohy1. Narýsujte elipsu, jestli¾e a = 5 cm; b = 3 cm. Návod :a) Narýsujte osový køí¾ a podle obr. 3 sestrojte ohniska F1, F2.b) Podle obr. 5 nahraïte elipsu v blízkosti vrcholù oblouky oskulaèníchkru¾nic.c) Bodovou konstrukcí podle obr. 4 naleznìte v ka¾dém kvadrantu nìkolikbodù elipsy ve vìt¹í vzdálenosti od vrcholù.6



d) Propojte oblouky oskulaèních kru¾nic pøes body urèené bodovou kon-strukcí pomocí køivítka.2. Elipsa z pøedcházející úlohy je umístìna v osové poloze. Bod X = [3 cm; ?]elipsy le¾í v prvním kvadrantu.a) Vypoètìte výstøednost e a èíselnou výstøednost " elipsy.b) Urèete excentrickou anomálii bodu X .3. Stejnou elipsu s tímté¾ bodem X popi¹te pomocí polárních souøadnic zave-dených podle obr. 7.a) Napi¹te rovnici dané elipsy v polárních souøadnicích.b) Urèete souøadnice r a ' bodu X .
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3 Keplerovy zákonyZákladní poznatky o pohybu planet po eliptických trajektoriích okolo Slunceobjevil Johannes Kepler (1571 { 1630). Formuloval tøi zákony, které vyplynulyz rozboru velmi pøesných záznamù o polohách planet, které provádìl po dlouháléta dánský astronom Tycho Brahe (1546 { 1601). Oba se setkali v Praze veslu¾bách císaøe Rudolfa II., velkého pøíznivce astrologie. První a druhý zákonuveøejnil Kepler r. 1609:Planety se pohybují okolo Slunce po elipsách málo odli¹ných odkru¾nic, v jejich¾ spoleèném ohnisku je Slunce.Obsahy ploch opsaných prùvodièem planety za jednotku èasu jsoukonstantní.K nim pøidal r. 1619 tøetí zákon:Pomìr druhých mocnin obì¾ných dob dvou planet se rovná po-mìru tøetích mocnin velkých poloos jejich trajektorií:T 21T 22 = a31a32 (9)Zpùsob, jak Kepler dospìl k uvedeným zákonùm, si mù¾eme velmi zjedno-du¹enì vysvìtlit podle obr. 8, kde jsou v urèitém mìøítku zobrazeny trajektorieZemì a Marsu.trajektorieMarsu trajektorieZemì Z1 Z2 Z3
Z 02Z 03 s1s2s3 s01s02s03M1M2M3Z 01

Obr. 8Trajektorie Zemì, Marsu i ostatních planet le¾í pøibli¾nì v té¾e rovinì av¹echny planety obíhají Slunce v tém¾e smyslu. Zemì obíhá kolem Slunce s pe-8



riodou Tz = 365; 24 d a Mars s periodou T , kterou za chvíli vypoèteme, prù-mìrnými úhlovými rychlostmi!m = 2pT ; !z = 2pTz :Pøi pozorování Marsu z pohybující se Zemì nemù¾eme pøímo urèit siderickou(skuteènou) dobu obìhu Marsu T , ale snadno zjistíme synodickou dobu obìhuTs = 779; 94 d, tj. prùmìrnou dobu mezi dvìma opozicemi Marsu (okam¾iky,kdy se Mars nachází pøesnì na opaèné stranì Zemì ne¾ Slunce). Pozorovatelina Zemi se pohyb Marsu jeví, jako by probíhal prùmìrnou úhlovou rychlostí!s = 2pTs = !z � !m = 2pTz � 2pT : (10)Z toho urèíme siderickou dobu obìhu Marsu jakoT = TzTsTs � Tz = 687 d = 1;881 r : (11)Zobrazme nejprve v urèitém mìøítku trajektorii Zemì, která má témìøpøesnì tvar kru¾nice, a na ni polohy Zemì Z1 v èase t1 a Z 01 v èase t01 = t1+kT ,kde kT je celistvý násobek periody Marsu. Zobrazme také polopøímky s1 a s01,na kterých vidíme Mars z bodù Z1 a Z 01 v èasech t1 a t01. Proto¾e polohy Marsuse opakují s periodou T , nachází se Mars v èasech t1 a t01 v tomté¾ bodì M1,který nalezneme jako prùseèík polopøímek s1 a s01. Opakováním popsané kon-strukce pro dal¹í dvojice èasù t2; t02; t3; t03 : : : mù¾eme postupnì vymodelovatcelou trajektorii Marsu.Popsaným zpùsobem vy¹etøil Kepler pohyby v¹ech tehdy známých planeta odhalil vý¹e uvedené zákony. Znal ov¹em jen pomìrné velikosti eliptickýchtrajektorií. Jejich skuteèné rozmìry bylo mo¾no vypoèítat a¾ po r. 1672, kdyCassini trigonometrickým mìøením urèil vzdálenost Zemì a Marsu.Keplerovy zákony popisují, jak se pohybují planety, ale nevysvìtlují, proèse tak pohybují. Tento problém vyøe¹il a¾ Isaac Newton (1642 {1727), který ob-jevil gravitaèní zákon, sestavil pohybovou rovnici hmotného bodu v radiálnímgravitaèním poli a jejím øe¹ením Keplerovy zákony odvodil.Vra»me se nyní k prvním dvìma Keplerovým zákonù. Obsah plochy �Sopsané prùvodièem planety za krátkou dobu �t urèíme jako obsah trojúhelníkaurèeného prùvodièem r a vektorem v�t, kde v je okam¾itá rychlost planety(obr. 9). Jestli¾e oba vektory svírají úhel �, platí�S = 12rv�t sin� :Podíl 9



w = �S�t = rv sin�2 (12)udává obsah plochy opsané prùvodièem za jednotku èasu a nazýváme jej plo¹nárychlost planety. Podle 2. Keplerova zákona je pro danou planetu konstantní.Pohybuje-li se planeta po eliptické trajektorii s délkou hlavní poloosy a a excen-tricitou e, délka prùvodièe i úhel � se mìní. Proto se mìní i velikost okam¾itérychlosti planety. Nejvìt¹í je rychlost vp v periheliu, kdy je vzdálenost planetyod Slunce rp = a�e, a nejmen¹í v aféliu, kdy platí ra = a+e. V obou pøípadechje � = 90� (obr. 10).Z rovnosti 12vprp = 12vara plyne vpva = rarp = a+ ea� e : (13)
Obr. 9 S r v�t � a�e a+eSvp va

Obr. 10Keplerovy zákony platí nejen pro pohyb planet a dal¹ích tìles | planetek,komet, meteorù | okolo Slunce, ale i pro pohyb mìsícù a dru¾ic v blízkostiplanet, kdy ov¹em roli centrálního tìlesa pøebírá daná planeta.Úlohy1. Obì¾ná doba Marsu je T = 1;881 r a èíselná výstøednost jeho trajektorie" = 0;093 39.a) Urèete délky poloos jeho trajektorie.b) Urèete vzdálenosti Marsu od Slunce v periheliu a aféliu.c) Urèete pomìr rychlostí Marsu v periheliu a aféliu.2. Trajektorie Pluta má délku velké poloosy a = 39;5 AU a znaènou èísel-nou výstøednost " = 0;248. Trajektorie Neptuna má pøibli¾nì tvar kru¾niceo polomìru 30;1 AU. Vypoèítejte vzdálenost Pluta od Slunce v periheliu aporovnejte ji s polomìrem trajektorie Neptuna.10



3. Trajektorie planetky Apollo má délku hlavní poloosy a = 1;471 AU a èísel-nou výstøednost " = 0;560.a) Urèete dobu obìhu a vzdálenosti od Slunce v periheliu a aféliu.b) Urèete velikost vedlej¹í poloosy trajektorie a do spoleèného obrázkuv mìøítku 1 AU b=5 cm zakreslete trajektorii Zemì jako kru¾nici o po-lomìru 1 AU a trajektorii planetky.(Obì køivky na obrázku se sice protínají, ale rovina skuteèné trajektorie planetkyApollo je od roviny ekliptiky odchýlena o 6;35� a planetka proto Zemi nemù¾ezasáhnout.)
4 Mechanická energie tìlesa na eliptické tra-jektoriiPøi pohybu hmotného bodu po eliptické trajektorii se mìní jeho okam¾itá rych-lost i vzdálenost od støedu centrálního tìlesa. Mìní se tedy i jeho kinetická apotenciální energie, ale celková mechanická energie zùstává konstantní. Vztahpro výpoèet kinetické energie známe:Ek = 12mv2 ;kde za v dosazujeme velikost okam¾ité rychlosti. Vztah pro výpoèet gravitaènípotenciální energie Epg tìlesa o hmotnosti m v radiálním gravitaèním politìlesa o hmotnosti M nyní odvodíme.Práce, kterou musíme vykonat, abychom tìlesoo hmotnosti m posunuli ve smìru prùvodièe ze vzdá-lenosti r1 od støedu centrálního tìlesa do vzdálenostir2 (obr. 11), je rovna pøírùstku jeho gravitaèní po-tenciální energie M mr1 r2Obr.11W12 = Epg2 �Epg1 = Fp(r2 � r1) ; (14)kde Fp je velikost prùmìrné síly, kterou musíme pùsobit:F1 = {Mmr21 ; F2 = { Mmr22 ; Fp =pF1F2 = {Mmr1r2 :11



Po dosazeníEpg2 �Epg1 = {Mmr1r2 (r2 � r1) = {Mmr1 �{Mmr2 = �{Mmr2 ���{Mmr1 � :Pøi popisu pohybù v radiálním gravitaèním poli je výhodné zvolit potenciálníenergii v nekoneèné vzdálenosti za nulovou. Pak je ov¹em v koneèné vzdálenostizáporná a platí Epg = �{Mmr : (15)U¾itím vztahu (13) a zákona zachování energie odvodíme vztah pro výpoèetvelikosti okam¾ité rychlosti v kterémkoliv bodì eliptické trajektorie. Vyjdemeze soustavy rovnic va = vp a� ea+ e (16)12mv2p � { Mma� e = 12mv2a � { Mma+ e (17)12mv2 � { Mmr = 12mv2p � { Mma� e (18)Dosazením z (16) do (17) a úpravou dostanemevp =s{Ma a+ ea� e (19)a po dosazení do (18) a pøíslu¹ných úpraváchv =s{M �2r � 1a� : (20)Pomocí vztahu (19) mù¾eme vyjádøit plo¹nou rychlost jakow = 12rpvp = a� e2 s{Ma a+ ea� e = 12s{Ma (a2 � e2) ;w = b2r{Ma (21)12



Úlohy1. Jak velkou práci musejí vykonat motory rakety, aby vynesly dru¾ici o hmot-nosti 1 500 kg do vý¹ky 630 km a udìlily jí rychlost potøebnou pro pohybpo trajektorii tvaru kru¾nice?2. Urèete gravitaèní potenciální energii tìlesa o hmotnosti 1 kg, které se na-chází na povrchu Zemì. Uva¾ujte jen gravitaèní pole Zemì a energii pova-¾ujte za nulovou pro r !1.3. Jakou poèáteèní rychlost bychom museli udìlit tìlesu v tìsné blízkosti Zemì,aby se trvale vzdálilo z dosahu jejího gravitaèního pùsobení?4. Halleyova kometa prolétla naposled okolo Slunce r. 1986 a vrátí se opìtza 76;1 r. V periheliu byla od Slunce vzdálena 0;587 AU. Urèete rychlostkomety v periheliu, plo¹nou rychlost a obsah plochy omezené její trajektorií.5. Pøi letu kosmické sondy k jiným planetám mù-¾eme témìø po celou dobu letu zanedbat gravi-taèní pùsobení planet a pøihlí¾et jen ke gravitaè-nímu pùsobení Slunce. Energeticky nejvýhodnìj¹íje tzv. Hohmannova trajektorie, která se dotýkátrajektorie Zemì v místì startu a trajektorie pla-nety v místì pøistání. Tato místa musí le¾et naopaèných stranách od Slunce. Na obr. 12 je zná-zornìna Hohmannova trajektorie pro let ze Zemìna Jupiter.
J
ZS Obr. 12a) Urèete dobu letu.b) Urèete rychlost sondy po opu¹tìní oblasti, kde pøevládá gravitaèní pùso-bení Zemì, a pøed vstupem do oblasti, kde pøevládá gravitaèní pùsobeníJupitera.c) Porovnejte rychlosti urèené v úkolu b) s rychlostmi Zemì a Jupitera.Trajektorie Zemì a Jupitera pova¾ujte za kru¾nice o polomìrech 1 AU a5;2 AU. Doba obìhu Jupitera je 11;86 r.
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5 Výpoèet rozmìrù eliptické trajektorie a dobyobìhu z okam¾itého pohybového stavu tì-lesaV okolí pericentra (perihelia, perigea, : : : ) pro-bíhá pohyb tìlesa jako rovnomìrný pohyb pooskulaèní kru¾nici o polomìru %1, zpùsobený do-støedivou gravitaèní silou Fg (obr. 12). Má pøitomplo¹nou rychlost w = vprp2 .Z (1), (4) a (6) plyneFg = {Mmr2p = mad = mv2p%1 = mv2pab2 ;b2 = av2pr2p{M = a2�e2 = a2�(a�rp)2 = 2arp�r2p :Úpravou dostanemea = r2p2rp � v2pr2p{M = {M2�{Mrp � v2p2 � ;b2 = a{Mv2pr2p = 4w22�{Mrp � v2p2 � :
%1 Fg mvprpM

Obr. 12Zaveïme substituci D = v2p2 � {Mrp .Výraz D má jednoduchý fyzikální význam, který odhalíme jeho úpravou natvar D = 12mv2p � {Mmrpm :Je to celková mechanické energie obíhajícího tìlesa pøi jeho prùletu pericen-trem dìlená jeho hmotností, tedy mìrná mechanická energie. Podle zákonazachování energie se ov¹em celková mechanická energie bìhem obíhání nemìnía mù¾eme ji vypoèítat z polohy a okam¾ité rychlosti v kterémkoliv bodì tra-jektorie. Z odvození je také zøejmé, ¾e pøi pohybu po eliptické trajektorii je14



celková mechanická energie obíhajícího tìlesa záporná (jinak by vy¹lo a < 0).Také plo¹ná rychlost w je bìhem pohybu konstantní a mù¾eme ji vypoèítatv kterémkoliv bodì trajektorie podle vztahu (12). Známe-li tedy v nìkterémokam¾iku vzdálenost r obíhajícího tìlesa od centrálního tìlesa, velikost oka-m¾ité rychlosti v a úhel �, který svírají vektory r a v , mù¾eme vypoèítat délkypoloos eliptické trajektorie pomocí vztahùa = {M� 2D ; b = wr 2�D ; kde D = v22 � {Mr ; w = vr sin�2 : (22)Dobu obìhu vypoèítáme, kdy¾ plochu elipsy dìlíme plo¹nou rychlostí:T = pabw (23)Dosazením ze vztahu (21) dostanemeT =r4p2a3{M ; T 2a3 = 4p2{M ; (24)co¾ souhlasí se vztahem (3) pro výpoèet periody tìlesa na kruhové trajektoriia upøesòuje 3. Keplerùv zákon (9).Poznámka: Jestli¾e D = 0, má trajektorie tvar paraboly s parametremp = 2rp = 4w2{M :Jestli¾e D > 0, je trajektorií vìtev hyperboly, její¾ poloosy jsoua = {M2D ; b = wr 2D :Pøíklad 1Meteor se pohybuje ve vzdálenosti 2;2 AU od Slunce rychlostí o velikosti12;5 km � s�1, její¾ smìr je odchýlen od smìru prùvodièe o 55�. Urèete rozmìrytrajektorie a dobu obìhu. Do spoleèného obrázku nakreslete dráhu Zemì aokam¾itou polohu meteoru. Pak dokreslete trajektorii meteoru.
15



Øe¹eníDosazením do vztahù (22) a (23) postupnì vypoèítámeD = �3;25 � 108 J � kg�1 ; w = 1;685 � 1015 m2 � s�1 ;a = 2;04 � 1011 m = 1;364 AU ; b = 1;32 � 1011 m = 0;883 AU ;T = 5;03 � 107 s = 582 d :Výstøednost a èíselná výstøednost trajektorie mají hodnotye = 1;56 � 1011 m = 1;04 AU ; " = 0;762 :Pomocí vztahu (8) urèíme okam¾itý úhel ', který svírá prùvodiè meteoru s po-lopøímkou Slunce { perihelium. Platícos' = pr � 1" = b2ar � 1ea = b2 � arer = �0;97109 ; ' = 166;2� :Pro zobrazení trajektorií na obr. 13 bylo pou¾ito mìøítko 1 AU b=3 cm.
S r vM'

Obr. 13ÚlohaDru¾ici Zemì byla ve vý¹ce 200 km udìlena kolmo k prùvodièi rychlosto velikosti 8 500 m�s�1. Vypoètìte rozmìry její trajektorie a dobu obìhu.16



6 Èasový prùbìh pohybu po eliptické trajek-torii. Keplerova rovniceZvolme vzta¾nou soustavu tak, aby poèátek le¾el ve støedu centrálního tìlesa,tedy v ohnisku trajektorie, a kladná poloosa x aby procházela pericentrem(obr. 14). Za dobu t od prùchodu pericentrem vyplní prùvodiè tìlesa èást elipsyomezenou obloukem PX a úseèkami XF a FP . Tento obrazec mù¾eme získatoddìlením trojúhelníka SFX0 od kruhové výseèe SPX0 a zmen¹ením zbytkuve smìru osy y v pomìru b : a. Obsah plochy opsané prùvodièem za dobu tmù¾eme za pomoci vztahu (21) vyjádøit pomocí excentrické anomálieE boduXjako S = wt = bt2s{Ma = �a2E2 � ae sinE2 � ba = ab2 E � be2 sinE :(E udáváme v radiánech.) Vynásobíme-li vztah výrazem 2ab ; dostanemeKeple-rovu rovnici ({M)0;5a�1;5t = E � ea sinE ; (25)neboli E � " sinE �Qt = 0 ; (26)kde " je numerická excentricita trajektorie a Q = ({M)0;5a�1;5 :
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Obr. 1417



Keplerovou rovnicí je excentrická anomálie urèena implicitnì a pro dané tji musíme vypoèítat nìkterou z pøibli¾ných numerických metod (viz studijnítext [ 1 ]). Pro t 2 (0; T ) je výraz Qt v intervalu (0; 2p) a také E je v intervalu(0; 2p). Známe-li E, vypoèítáme souøadnice bodu X v èase t pomocí vztahùx = a cosE � e ; y = b sinE : (27)Pøíklad 2Kometa Hale{Bopp (obr. 15) objevená23. 7. 1995 prolétla 1. 4. 1997 peri-heliem ve vzdálenosti 0;9141 AU odSlunce. Hlavní poloosa její trajektoriemìøí 187;8 AU. V jaké vzdálenosti odSlunce se nacházela v dobì objevení ajakou rychlostí se pøitom pohybovala?Obr. 15������Øe¹eníNejprve vypoèítáme èíselnou výstøednost a délku vedlej¹í polosy trajektorie.e = a� rp := 186;9 AU ; " = ea = 0;99513 ; b = pa2 � e2 = 18;51 AU :Od objevení komety do prùletu periheliem uplynulo 618 d = 5;34 � 107 s. Tentoèas a hodnoty a = 2;809 � 1013 m, M = 1;99 � 1030 kg dosadíme do Keplerovyrovnice a upravíme ji na tvarE � 0;99513 sinE � 0;0041322 = 0 :Numerickým øe¹ením dojdeme ke koøenu E = 0;259 rad a dosazením do vztahù(27) dostaneme souøadnice místa, kde se kometa nacházela v dobì jejího obje-vení. x := �8;00 � 1011 m = �5;35 AU ; y := 7;09 � 1011 m = 4;74 AU :Z toho urèíme vzdálenost komety od Slunce. Velikost rychlosti komety v místìobjevení vypoèítáme pomocí vztahu (20).r =px2 + y2 := 1;07 � 1012 m = 7;15 AU ; v = 16 � 103 m�s�1 :ÚlohaZa jakou dobu od prùletu periheliem se bude kometa z pøíkladu 2 nacházetve vedlej¹ím vrcholu trajektorie? 18



7 Modelování pohybu tìlesa po eliptické tra-jektoriiModel pohybu tìlesa po eliptické trajektorii mù¾eme vytvoøit tak, ¾e pro arit-metickou posloupnost èasù ftig s poèáteèní hodnotou 0 a zvolenou diferencí(èasovým krokem) h, tj. pro ftig = 0; h; 2h; 3h; : : : vypoèítáme polohy tìlesaøe¹ením Keplerovy rovnice a ve vhodném mìøítku je zobrazíme.Pøíklad 3Øe¹ením Keplerovy rovnice modelujte pohyb dru¾ice Zemì, její¾ perigeumje ve vzdálenosti 6 700 km od zemského støedu a rychlost v perigeu má velikost9 000 m�s�1. Zvolte èasový krok 60 s.Øe¹ení v systému FAMULUS� Program výpoètu:- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -m=6e24 ! hmotnost Zemìkm=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemì vynásobená gravitaèní konstantouh=60 ! èasový krok- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -t=0x=6.7e6; y=0 ! poèáteèní souøadnice dru¾icev=9000 ! poèáteèní rychlostSetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.37e6,6.37e6) ! vykreslení ZemìA=x/(2-v^2*x/km) ! výpoèet parametrù trajektorie a doby obìhuex=A-x; ce=ex/AB=sqrt(A^2-ex^2)T=2*pi*A*B/v/xQ=sqrt(km)*A^-1.5DISP- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -t=t+hE0=0; E1=10; ! øe¹ení Keplerovy rovniceLOOP ! metodou pùlení intervaluE2=E0/2+E1/2;f=E2-ce*sin(E2)-Q*tIF abs(f)<1e-6 THEN E=E2; EXIT END19



IF f<0 THEN E0=E2;ELSE E1=E2 ENDENDx=A*cos(E)-exy=B*sin(E)� Model:
���������	
������������Èastìji se setkáváme s modelováním pohybù v gravitaèním poli numeric-kými metodami , které vycházejí pouze z pohybové rovnice Fg = ma ; a zezákladních kinematických vztahù �v = a�t ; �r = v�t : Chceme-li proaritmetickou posloupnost èasù ftig = 0; h; 2h; 3h; : : : urèit posloupnost polo-hových vektorù frig, vyjdeme z poèáteèní polohy r0 a poèáteèní rychlosti v0 aopakovanì pou¾ijeme rekurentní vztahyvi+1 = vi + ai � h ; ri+1 = ri + vi � h ;kde ai = Fgim = �{Mr3i ri;

20



Pøíklad 4Pøedcházející pøíklad øe¹te numerickým modelováním.Øe¹ení v systému FAMULUS� Program výpoètu:- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -m=6e24 ! hmotnost Zemìkm=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemì vynásobená gravitaèní konstantouh=60 ! èasový krok- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -t=0; x=6.7e6; y=0; vx=0; vy=9000DISPSetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.37e6,6.37e6) ! vykreslení Zemì- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -f=-km/(x^2+y^2)^1.5; ax=f*x; ay=f*y ! cyklický výpoèetvx=vx+ax*h; vy=vy+ay*hx=x+vx*h; y=y+vy*ht=t+h� Model:
���������	
������������Jednoduchá numerická metoda, jakou jsme právì pou¾ili, vede k modelu,který sice dobøe vystihuje charakter sledovaného pohybu, ale je dosti nepøesný.21



Pøesnost výpoètu bychom mohli zvìt¹it zkrácením èasového kroku, èím¾ seov¹em prodlu¾uje doba výpoètu, nebo volbou pøesnìj¹í numerické metody.Podrobnìji se modelováním pohybù numerickými metodami zabývá studijnítext [ 2 ].ÚlohaModelujte pohyb Halleyovy komety v období okolo prùletu periheliem.Zvolte èasový krok 1 týden. Do tého¾ obrázku znázornìte pro srovnání tra-jektorii Zemì.
Literatura[1] ©edivý, P.: U¾ití numerických metod pøi øe¹ení rovnic ve fyzikálních úlo-hách. Studijní text 35. roèníku FO[2] ©edivý, P.: Modelování pohybù numerickými metodami . Knihovnièka fyzi-kální olympiády è. 38, MAFY, Hradec Králové 1999[3] Ungermann, Z., Volf, I.: Pohyb tìlesa v radiálním gravitaèním poli . ©kolamladých fyzikù, SPN, Praha 1985[4] Volf, I.: Pohyb umìlých dru¾ic. ©kola mladých fyzikù, SPN, Praha 1974[5] Lepil, O., Grün, M., ©edivý, P.: Fyzika a technika. SPN, Praha 1984
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Výsledky úloh1.1. v = 7700 m�s�1; T = 5500 s. 1.2. r = 42 230 km; h = 35 850 km.1.3. M = 1;99 � 1030 kg.2.2. e = 4 cm; " = 0;8; y = 2;4 cm; E = arcsinyb = 53;13� = 0;927 rad.2.3. r = 1;8 cm1 + 0;8 cos' ; x = �1 cm; y = 2;4 cm; r = 2;6 cm;cos' = pr � 1" = �0;3846; ' = 112� = 1;966 rad.3.1. a = 1 AU � 3s� T1 r�2 = 1;524 AU; e = 0;142 AU;rp = 1;3815 AU; ra = 1;6661 AU; vpva = 1;206:3.2. rp = a(1� ") = 29;7 AU:3.3. T = 1;78 r; rp = 0;647 AU; ra = 2;295 AU; b = 1;219 AU:
1 AU b=1 cm4.1. v =r {MRz + h = 7560 m�s�1;W = {Mm� 1Rz � 1Rz + h�+ 12mv2 = 5;14 � 1010 J:4.2. Epg = �6;29 � 107 J. 4.3. vu =r2{MRz = 11 200 m�s�1:4.4. a = 17;96 AU; vp =s{M � 2rp � 1a� = 55 � 103 m�s�1;w = 12vprp = 2;4 � 1015 m2 � s�1; S = wT = 5;75 � 1024 m2:4.5. a = rz + rj2 = 3;1 AU; t = T2 = 2;73 r; vp = 38 600 m�s�1;va = 7420 m�s�1; vz = 29 800 m�s�1; vj = 13 100 m�s�1:5. a = 8;07 � 106 m; b = 7;93 � 106 m; T = 7200 s:6. t = E � " sinEQ = p2 � 0;995137;74 � 10�11 s = 7;44 � 109 s = 236 r: (T = 2570 r:)23
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