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ÚvodVrhem rozumíme pohyb tìlesa, na které po uvedení do pohybu v tíhovém poliZemì pùsobí jen tíhová síla a aerodynamická síla vzduchu. Je-li poèáteèní rych-lost tìlesa mnohem men¹í ne¾ první kosmická rychlost , jsou rozmìry trajektorievelmi malé ve srovnání s polomìrem Zemì. Tíhové pole v oblasti vrhu mù¾emepova¾ovat za homogenní a hustotu vzduchu za konstantní. Doba letu tìlesa jev takovém pøípadì velmi malá ve srovnání s periodou otáèení Zemì. Zemskourotaci mù¾eme tedy zanedbat a vzta¾nou soustavu spojenou se Zemí pova¾ovatza inerciální.Aerodynamická síla pùsobící na letící tìleso závisí na jeho okam¾ité rych-losti, tvaru, rozmìrech a vlastnostech povrchu. Významnì se projevuje i pøí-padná vlastní rotace vr¾eného tìlesa. Pøesný matematický popis vrhu ve vzdu-chu by byl velmi slo¾itý. Pokud v¹ak vr¾ené tìleso má velkou hmotnost pøimalých rozmìrech a nepohybuje se pøíli¹ rychle, mù¾e být aerodynamická sílazanedbatelná v porovnání se silou tíhovou. Pohyb pak probíhá prakticky stejnìjako vrh ve vakuu, jeho¾ kinematické zákony se dají vyjádøit jednoduchýmimatematickými vztahy.V tomto studijním textu zopakujeme a doplníme poznatky o rùzných typechvrhù ve vakuu. Vr¾ené tìleso budeme pova¾ovat za hmotný bod, na který pùsobíbìhem letu jen tíhová síla FG = mg . Pro tíhové zrychlení pou¾ijeme hodnotug = 9;8 m�s�2.Dále se budeme zabývat numerickými metodami modelování vrhu ve vzdu-chu v pøípadì, ¾e aerodynamická síla pùsobí jako odpor prostøedí proti smìruokam¾ité rychlosti. V konkrétních pøípadech porovnáme vrh ve vzduchu s vrhemve vakuu a posoudíme, zda je mo¾no odpor vzduchu zanedbat.Nejprve ale projdeme nìkteré matematické vztahy a pouèky, jejich¾ znalostijsou potøebné pro hladké zvládnutí následující teorie.1 Matematická pøíprava1.1 Nìkteré vlastnosti paraboly, kru¾nice a elipsyParabola je geometrické místo bodù v rovinì, které mají stejnou vzdálenostod daného bodu F a od dané pøímky d, která tímto bodem neprochází (obr. 1).Bod F se nazývá ohnisko paraboly a pøímka d je øídicí pøímka paraboly. Vzdále-nost p ohniska od øídicí pøímky nazýváme poloparametr paraboly1). Prùvodièe1V nìkterých uèebnicích se p nazývá parametr paraboly.2



bodu X paraboly jsou úseèky XF a XQ, kde Q je pata kolmice z bodu X naøídicí pøímku. Podle de�nice jXF j = jXQj.Osa paraboly o prochází ohniskem kolmo k øídicí pøímce. Na ose le¾í vrcholparaboly V .
V F XQ

p
v

d o FV XQ Q1P M tN
vd o

""
Obr. 1 Obr. 2Teènu paraboly v jejím bodì X sestrojíme jako osu t úhlu FXQ 2. Vzdá-lenost ka¾dého bodu M 6= X pøímky t od øídicí pøímky je toti¾ men¹í ne¾vzdálenost od ohniska. Podle obr. 2: jMN j < jMQj = jMF j. V¹echny bodypøímky t kromì bodu X le¾í tedy na vnìj¹í stranì paraboly. Ze shodnosti trojú-helníkù PFV a PQ1Q pak plyne, ¾e bod P teèny pùlí úseèku V Q1 na vrcholovéteènì v.Pøi studiu vrhù budeme pracovat s parabolami, jejich¾ osy jsou svislé au kterých ohnisko le¾í pod vrcholem. Umístíme-li poèátek soustavy souøadnicdo vrcholu paraboly (obr. 3), platí pro ka¾dý její bod X [x; y]; a < 0jXF j2 = x2 +�jyj � p2�2 = jXQj2 = �jyj+ p2�2 ;x2 + p24 � pjyj+ jyj2 = p24 + pjyj+ jyj2 ;x2 = 2pjyj = �2py : (1)2Jestli¾e teèna v kterémkoliv bodì X paraboly pùlí úhel jeho prùvodièù, znamená to, ¾esvìtelné paprsky, které dopadají na parabolické zrcadlo ve smìru optické osy, se po odrazusoustøeïují do ohniska. 3



Vztah (1) se nazývá vrcholová rovnice paraboly pro parabolu umístìnou podleobr. 3.Posuneme-li vrchol paraboly do bodu V [m;n] (obr. 4), zmìní se rovniceparaboly na (x0)2 = �2py0 ; kde x0 = x�m; y0 = y � n :Po dosazení dostaneme: (x�m)2 = �2p(y � n) : (2)
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Obr. 3 Obr. 4Kru¾nice se støedem v poèátku soustavy souøadnic a polomìrem r má rov-nici x2 + y2 = r2 : (3)Posuneme-li støed kru¾nice do bodu S[m;n] (obr. 5), zmìní se rovnice kru¾nicena (x0)2 + (y0)2 = (x�m)2 + (y � n)2 = r2 : (4)Elipsa je geometrické místo bodù v rovinì, které mají od dvou pevnýchbodù F1, F2 stálý souèet vzdáleností 2a > jF1F2j (obr. 6). Body F1, F2 senazývají ohniska elipsy, pøímka F1F2 je hlavní osa elipsy. Støed S úseèky F1F2je støed elipsy, kolmice vedená støedem elipsy k hlavní ose se nazývá vedlej¹íosa elipsy. Prùseèíky A, B, C, D elipsy s osami se nazývají vrcholy elipsy. Je-liX bod elipsy, pak úseèky XF1 a XF2 jsou jeho prùvodièe.4
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Obr. 5V trojúhelníku F1SC je jF1Cj = a délka hlavní poloosy, jSCj = b je délkavedlej¹í poloosy a jSF1j = e je excentricita elipsy. Platía2 = b2 + e2 : (5)
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a a beA BC
D Obr. 6Umístíme-li elipsu podle obr. 7, platí pro kterýkoliv bod X elipsyjXF1j+ jXF2j =p(x + e)2 + y2 +p(x� e)2 + y2 = 2a :Umocnìním této rovnosti a algebraickou úpravou dojdeme ke vztahup(x+ e)2 + y2 �p(x � e)2 + y2 = 2a2 � (x2 + y2 + e2)a dal¹ím umocnìním a úpravou dojdeme ke vztahu(a2 � e2)x2 + a2y2 = a2(a2 � e2) ;5



který mù¾eme upravit na rovnici elipsy v osové polozex2a2 + y2b2 = 1 : (6)
F1 F2S=O X x

yab eA BC
D Obr. 7Posuneme-li støed elipsy do bodu S[m;n] (obr. 8), zmìní se rovnice elipsy nax02a2 + y02b2 = (x�m)2a2 + (y � n)2b2 = 1 : (7)
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Obr. 8Pokud elipsu je¹tì otoèíme okolo jejího støedu o 90� tak, aby hlavní osa bylarovnobì¾ná s osou y, bude mít její rovnice tvar(x�m)2b2 + (y � n)2a2 = 1 : (8)6



1.2 Nìkteré vztahy mezi goniometrickými funkcemiV tomto studijním textu pou¾ijeme následující goniometrické vzorce:Pro ka¾dé � 2 R:sin2�+ cos2� = 1sin 2� = 2 sin� cos�cos 2� = cos2�� sin2�Pro � 6= 90� + k � 180�; k 2 Z:sin�cos� = tg�cos2� = 11 + tg2�Pro � 6= k � 180� k 2 Z: cos�sin� = cotg�Pro � 6= k � 90� k 2 Z: cotg� = tg(90� � �)Pro v¹echny hodnoty �, �, pro které jsou funkce tangens a zlomek de�novány:tg(�+ �) = tg�+ tg�1� tg� tg �2 Vrh v homogenním tíhovém poli ve vakuu2.1 Obecné kinematické zákony vrhu ve vakuuHmotný bod, kterému v èase t = 0 udìlíme poèáteèní rychlost v0 a na který pakpùsobí jen tíhová síla FG = mg , se pohybuje s konstantním tíhovým zrychle-ním g . Koná slo¾ený pohyb, pøi kterém souèasnì probíhá rovnomìrný pøímoèarýpohyb stálou rychlostí v0 a rovnomìrnì zrychlený volný pád ve svislém smìru.Oba pohyby jsou vzájemnì nezávislé.Poèáteèní rychlost v0 svírá s vodorovnou rovinou elevaèní úhel �. Podlejeho velikosti rozli¹ujeme� vrh svislý vzhùru (� = 90�),� vrh ¹ikmý vzhùru (90� > � > 0�),� vrh vodorovný (� = 0�),� vrh ¹ikmý dolù (0� > � > �90�),� vrh svislý dolù (� = �90�).Trajektorie ¹ikmého nebo vodorovného vrhu le¾í ve svislé rovinì urèenépoèáteèním bodem X0 a vektorem poèáteèní rychlosti. Pro popis pohybu pou-¾íváme dvojrozmìrnou soustavou souøadnic Oxy, ve které obvykle volíme klad-7



nou poloosu x ve smìru vodorovné slo¾ky poèáteèní rychlosti v0x a kladnoupoloosu y orientujeme svisle vzhùru (obr. 9).Poloha hmotného bodu po uplynutí doby t od zaèátku vrhu je urèena po-lohovým vektorem r = r0 + v0t+ 12gt2 ; (9)který je souètem polohového vektoru poèáteèního bodu X0, rovnomìrného po-sunutí ve smìru poèáteèní rychlosti a rovnomìrnì zrychleného posunutí volnéhopádu. V souøadnicové soustavì Oxy platír0 = (x0; y0) v0 = (v0 cos�; v0 sin�) g = (0;�g) :Vektorový vztah (9) mù¾eme tedy rozepsat podle souøadnic a dostaneme sou-stavu dvou rovnicx = x0 + v0t cos� ; y = y0 + v0t sin�� 12gt2 : (10)Okam¾itá rychlost vr¾eného hmotného bodu je vektorovým souètem kon-stantní rychlosti v0 rovnomìrného pohybu a rychlosti volného pádu (obr. 9)v = v0 + gt : (11)Rozepsáním podle souøadnic dostaneme soustavu rovnicvx = v0x = v0 cos� ; vy = v0y � gt = v0 sin�� gt : (12)Pokud je vy > 0, hmotný bod stoupá, pokud je vy < 0, klesá. V nejvy¹¹ím bodìtrajektorie je vy = 0. Vektor okam¾ité rychlosti ¹ikmého nebo vodorovnéhovrhu má v¾dy smìr teèny v pøíslu¹ném bodì trajektorie. Jeho smìrový úhel 'urèíme pomocí vztahu tg' = vyvx = v0 sin�� gtv0 cos� : (13)Pøi svislém vrhu se hmotný bod nachází trvale na jediné svislé pøímce. Tuvolíme jako osu y soustavy souøadnic Oxy a kladnou poloosu y orientujemesvisle vzhùru. Osu x mù¾eme volit v libovolném vodorovném smìru. Uplatní sejen svislé souøadnice kinematických velièin, vodorovné souøadnice jsou trvalenulové.
8
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r0 r DObr. 92.2 Svislý vrh vzhùru s nulovou poèáteèní vý¹kouVyjdeme z obr. 10. V tomto pøípadì je r0 = (0; 0) ; v0 = (0; v0) a kinematickézákony vrhu (10), (12) se zredukují na vztahyy = v0t� 12gt2 ; vy = v0 � gt : (14)U svislého vrhu vzhùru nás nejèastìji zajímá doba výstupu tv, doba letu td avý¹ka výstupu H . V okam¾iku dosa¾ení nejvy¹¹ího bodu trajektorie platít = tv ; vy = v0 � gtv = 0 ; ) tv = v0g ;y = H = v0tv � 12gt2v = v20g � v202g = v202g :V okam¾iku dopadu platít = td ; y = v0td � 12gt2d = �v0 � 12gtd� td = 0 ; ) td = 2v0g = 2tv :9
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V t = tv : vy = 0;y = H
t = td : y = 0Obr. 10

Vztah pro výpoèet vý¹ky svislého vrhuvzhùru odvodíme také jednodu¹e u¾i-tím zákona zachování energie: Kine-tická energie hmotného bodu na po-èátku vrhu je stejná jako potenciálníenergie v nejvy¹¹ím bodì trajektorie.12mv20 = mgH ;H = v202g : (15)Úlohy1. Pøedmìt vymr¹tìný pøi výbuchu svisle vzhùru dopadl zpìt za 5,5 s. Urèetejeho poèáteèní rychlost a vý¹ku výstupu. Odpor vzduchu zanedbejte.2. Míè spadl z vý¹ky 1,6 m a odrazil se do vý¹ky 1,2 m. Porovnejte velikostrychlosti tìsnì pøed dopadem a tìsnì po odrazu.
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2.3 Vodorovný vrh z vý¹ky hVyjdeme z obr. 11. Osu x volíme v rovinì dopadu, osa y prochází poèáteènímbodem X0. V tomto pøípadì platí r0 = (0; h); v0 = (v0; 0). Kinematickézákony (10), (12) se zredukují na vztahyx = v0t ; y = h� 12gt2 ; (16)vx = v0 ; vy = �gt : (17)
x

y h d vv0
v0vd g tdO D

X0
'd

'
Obr. 11Dobu letu td a délku vrhu d urèíme z podmínky, ¾e v èase t = td platí y = 0.h� 12gt2d = 0 ) td =s2hg ; d = v0td = v0s2hg : (18)Rychlost v okam¾iku dopadu má velikostvd =qv20 + (gtd)2 =qv20 + 2gh : (19)Ke stejnému výsledku dojdeme i ze zákona zachování energie. Kinetická energiehmotného bodu v okam¾iku dopadu je rovna souètu potenciální a kinetickéenergie na poèátku vrhu:12mv2d = 12mv20 +mgh ) vd =qv20 + 2gh :Pro smìrový úhel vektoru rychlosti v okam¾iku dopadu platítg'd = � gtdv0 : (20)11



Pøíklad 1Z vodorovné trubky zakonèené ve svislé stìnì ve vý¹ce 1;00 m vytéká voda adopadá ve vzdálenosti 1;25 m od stìny. Urèete rychlost vody v ústí trubky av místì dopadu.Øe¹te obecnì a pro dané hodnoty. Odpor vzduchu zanedbejte.Øe¹eníVyjdeme ze vztahù (18), (19) a (20). Platí:td =s2hg = 0;452 s ; v0 = dtd = 2;77 m�s�1 ;v =qv20 + 2gh = 5;22 m�s�1 tg' = � gtdv0 = �1;60 ; ' = �58� :V¹imnìme si nyní nìkterých geometrických vlastností trajektorie vodorovnéhovrhu. V rovnicích (16) mù¾eme vylouèit èas:t = xv0 ; y = h� 12g� xv0�2 :Úpravou dostaneme rovnici trajektorie vodorovného vrhu ve vrcholovém tvaru:x2 = 2v20g (h� y) = 2p(h� y) : (21)Vrchol paraboly le¾í v bodì X0 = [0; h], poloparametr jep = v20g : (22)Teènu k trajektorii v bodì dopadu a ohnisko paraboly mù¾eme urèit podleobr. 12. Platítg'd = � gtdv0 = � gt2dv0td = �2hd = � hd2 ) jV P j = jPD1j = d2 ;jV F j = jV P jtg j'dj = d2 � d2h = d24h = v20t2d2gt2d = v202g = p2 :12
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Obr. 12V okolí vrcholu mù¾eme parabolu velmi pøesnì nahradit obloukem oskulaèníkru¾nice. Urèeme její polomìr, který nazýváme polomìr køivosti ve vrcholu.Tíhová síla na poèátku vodorovného vrhu pùsobí kolmo k vektoru rychlosti.Pohyb v malém poèáteèním úseku tedy probíhá jako rovnomìrný pohyb pokru¾nici a tíhové zrychlení se uplatní jako zrychlení dostøedivé:ad = v20% = g ; % = v20g = p : (23)Polomìr oskulaèní kru¾nice ve vrcholu paraboly je roven jejímu poloparametru.Støed køivosti K le¾í ve dvojnásobné vzdálenosti od vrcholu ne¾ ohnisko F(obr. 12).Úloha3. Nakreslete ve vhodném mìøítku pøibli¾nì tvar trajektorie vody v pøíkladu 1.Postupujte pøitom podle obr. 12: Sestrojte teènu k trajektorii v bodì do-padu. Naleznìte ohnisko a støed oskulaèní kru¾nice ve vrcholu. Sestrojteoblouk oskulaèní kru¾nice. Pomocí vhodného køivítka, nebo þod rukyÿ na-kreslete køivku, která v blízkosti vrcholu bude splývat s oskulaèní kru¾nicía v bodì dopadu se bude dotýkat teèny.
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2.4 Vrh ¹ikmý vzhùru s nulovou poèáteèní vý¹kouVyjdeme z obr. 13. Volíme O=X0 a kinematické zákony (10), (12) se zjednodu¹ína x = v0t cos� ; y = v0t sin�� 12gt2 ; (24)vx = v0 cos� ; vy = v0 sin�� gt : (25)
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Obr. 13Vrcholu trajektorie V dosáhne hmotný bod za dobu výstupu tv. V èase t = tvplatí vy = v0 sin�� gtv = 0 ) tv = v0 sin�g : (26)Souøadnice vrcholu jsouxV = v0tv cos� = v20g sin� cos� = v202g sin 2� ; (27)yV = v0tv sin�� 12gt2v = v20 sin2 �g � v20 sin2�2g = v202g sin2� : (28)Výraz v202g = H je roven vý¹ce svislého vrhu vzhùru s poèáteèní rychlostí v0.Zavedením této substituce dostanemexV = H sin 2� ; yV = H sin2� : (29)Zvìt¹ujeme-li elevaèní úhel, vý¹ka ¹ikmého vrhu vzhùru h = yV se zvìt¹uje.Pro � = 90� je sin� = 1, h = H . 14



V okam¾iku dopadu je t = td,y = v0td sin�� 12gt2d = td�v0 sin�� 12gtd� = 0 ;td = 2v0g sin� = 2tv : (30)Délka ¹ikmého vrhu jed = xD = v0td cos� = 2v20g sin� cos� = 2H sin 2� : (31)Zvìt¹ujeme-li elevaèní úhel, délka ¹ikmého vrhu se nejprve zvìt¹uje, a¾ prosin 2� = 1, tj. pro � = 45� dosáhne maxima dmax = 2H . Pøi dal¹ím zvìt¹ováníelevaèního úhlu se délka vrhu zmen¹uje (obr. 14).
15�30�45�60�75�

yH
0;5H2H xO Obr. 14Vztah pro výpoèet vý¹ky vrhu mù¾eme také odvodit u¾itím zákona za-chování energie. Poèáteèní kinetická energie hmotného bodu se rovná souètukinetické a potenciální energie v libovolném bodì trajektorie:12mv20 = mgy + 12mv2 : (32)Ve vrcholu trajektorie, kde y = h; vy = 0; v = vx = v0 cos� dostaneme12mv20 = mgh+ 12mv20 cos2� ; h = v202g (1� cos2�) = H sin2� :15



Vztah (32) také umo¾òuje urèit velikost rychlosti vr¾eného hmotného boduv libovolné vý¹ce y:v2 = v20 � 2gy = 2g�v202g � y� = 2g(H � y) ; v =p2g(H � y) : (33)Hmotný bod má tedy ve vý¹ce y stejnì velkou rychlost, jako kdyby padalvolným pádem z vý¹ky H a prolétl dráhu H � y.Smìr okam¾ité rychlosti hmotného bodu závisí na jeho vodorovné souøadnicipodle vztahutg' = vyvx = v0 sin�� gtv0 cos� = tg�� gxv20 cos2� = tg�� x2H cos2� (34)Pøíklad 2Míè le¾ící na fotbalovém høi¹ti byl vykopnut do vzdálenosti 25 m, kam dopadlza dobu 1; 9 s. Urèete velikost a smìr jeho poèáteèní rychlosti a vý¹ku, do kterébìhem letu vystoupil.Øe¹te obecnì a pak pro dané hodnoty. Odpor vzduchu zanedbejte.Øe¹eníVyjdeme ze vztahù (28), (30) a (31). Platí:t2dd = 4v20 sin2 �g22v20 sin� cos�g = 2 tg�g ; tg� = gt2d2d = 0;7076 ; � = 35;3� ;hd = v20 sin2 �2g2v20 sin� cos�g = tg�4 ; h = d tg�4 = gt2d8 = 4;4 m ;v0 = gtd2 sin� = 16;1 m�s�1 :Úlohy4. Kámen vystøelený z praku svisle vzhùru vystoupil do vý¹e 40 m. Pod ja-kým elevaèním úhlem bychom museli kámen vystøelit stejnì velkou poèá-teèní rychlostí, aby zasáhl cíl le¾ící ve vodorovné rovinì procházející místemvýstøelu a vzdálený 50 m? Odpor vzduchu zanedbejte.5. Jaký musí být elevaèní úhel ¹ikmého vrhu s nulovou poèáteèní vý¹kou, abydélka a vý¹ka vrhu byly stejné? 16



2.5 Geometrické vlastnosti trajektorie ¹ikmého vrhuvzhùru s nulovou poèáteèní vý¹kouV rovnicích (24) vylouèíme èas a získaný vztah upravíme:t = xv0 cos� ; y = v0 sin� � xv0 cos� � 12g� xv0 cos��2 ;y = x tg�� g2v20 cos2�x2 = x tg�� 14H cos2�x2 ; (35)x2 � 4Hx sin� cos� = �4Hy cos2� ;(x� 2H sin� cos�)2 = �4Hy cos2�+ 4H2 sin2� cos2� ;(x�H sin 2�)2 = �4H cos2�(y �H sin2�) = �2p(y �H sin2�) : (36)Dostali jsme vrcholovou rovnici paraboly s vrcholem V = [H sin 2�;H sin2�](viz také vztahy (29)) a poloparametremp = 2H cos2� : (37)
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Nyní ji¾ podle obr. 15 snadno urèíme souøadnice ohniska F a støedu osku-laèní kru¾nice K: xF = xK = xV = H sin 2� ; (38)yF = yV � p2 = H(sin2�� cos2�) = �H cos 2� ; (39)yK = yV � p = H(sin2�� 2 cos2�) = H(3 sin2�� 2) : (40)Rovnice øídicí pøímky d je paky = yV + p2 = H(sin2�+ cos2�) = H : (41)Výsledek nezávisí na elevaèním úhlu �. V¹echny paraboly, které dostaneme prourèitou velikost poèáteèní rychlosti v0 a rùzné elevaèní úhly, mají tedy tuté¾øídicí pøímku.Pøíklad 3Pro v¹echny parabolické trajektorie vrhù s nulovou poèáteèní vý¹kou a stejnìvelkou poèáteèní rychlostí urèetea) geometrické místo ohnisek,b) geometrické místo vrcholù,c) geometrické místo støedù oskulaèních kru¾nic ve vrcholech.Øe¹enía) Souøadnice ohnisek splòují vztahx2F + y2F = H2(sin22�+ cos22�) = H2 ; (42)co¾ je rovnice kru¾nice f o polomìru H se støedem v poèátku soustavysouøadnic.b) Souøadnice vrcholù V splòují vztahy:x2V = H2 sin22� = 4H2 sin2� cos2� ; yV = H sin2� ; x2V4yV = H cos2� ;x2V4yV + yV = H(cos2�+ sin2�) = H ;x2V + 4y2V = 4Hyv ; x2V + 4y2V � 4HyV +H2 = H2 ;x2VH2 + �yV � H2 �2�H2 �2 = 1 ; (43)18



Dostali jsme rovnici elipsy v, její¾ støed le¾í v bodì S[0; H2 ], hlavní poloosamá délku H a je rovnobì¾ná s osou x, vedlej¹í poloosa má délku H2 a jerovnobì¾ná s osou y.c) Souøadnice støedù K vrcholových oskulaèních kru¾nic splòují vztahy:yK + 2H3 = H sin2� ; x2K = H2 sin22� = 4H2 sin2� cos2� ;3x2K4(yK + 2H) = H cos2� ;yK + 2H3 + 3x2K4(yK + 2H) = H ;4(yK + 2H)2 + 9x2K = 12H(yK + 2H) ;9x2K + 4y2K + 4yKH +H2 = 9H2 ;x2KH2 + �yK + H2 �2�3H2 �2 = 1 ; (44)Dostali jsme rovnici elipsy e, její¾ støed le¾í v bodì E[0;�H2 ], hlavní poloosamá délku 3H2 a je rovnobì¾ná s osou y, vedlej¹í poloosa má délku H a jerovnobì¾ná s osou x.Geometrická místa, která jsme urèili v tomto pøíkladì, jsou zakreslena jakokøivky f , v a e na obr. 15 a na obr. 19. Hmotný bod ov¹em probìhne vrcholemparabolické trajektorie jen pøi ¹ikmém vrhu vzhùru a pøi vodorovného vrhu,tedy pro 0 � � < 90�. Tomuto intervalu odpovídají pravé poloviny získanýchkøivek vèetnì jejich dolních bodù, ale bez spoleèného horního bodu. Vlevo odosy y se nacházejí vrcholy, ohniska a støedy oskulaèních kru¾nic parabolickýchtrajektorií pro elevaèní úhly v intervalu 0 > � > �90�, kdy se jedná o ¹ikmývrh dolù a vrcholová èást paraboly u¾ není souèástí trajektorie.Úloha6. Urèete polomìr køivosti ve vrcholu trajektorie ¹ikmého vrhu vzhùru s ele-vaèním úhlem 60�, jeho¾ poèáteèní rychlost má velikost 10 m�s�1.
19



2.6 Ochranná parabolaProzkoumejme nyní mno¾inu bodù ve svislé rovinì, které mù¾eme zasáhnouthmotným bodem vr¾eným z poèátku soustavy souøadnic pøi dané velikosti po-èáteèní rychlosti v0. Abychom zasáhli nìjaký bodX [x; y], musíme zvolit vhodnýelevaèní úhel �. Trajektorie vrhu musí splòovat rovnici (35), kterou upravímetak, aby obsahovala jedinou goniometrickou funkci úhlu �:y = x tg�� x24H cos2� = x tg�� 1 + tg2�4H x2 ; (45)x2 tg2�� 4Hx tg�+ 4Hy + x2 = 0 : (46)Dostali jsme kvadratickou rovnici s neznámou tg�, její¾ diskriminant jeD = 4x2(4H2 � 4Hy � x2) : (47)Jestli¾e D < 0, nemá rovnice (46) reálné øe¹ení a bod X nelze zasáhnout. ProD > 0, existují dvì hodnoty úhlu � pro které vr¾ený hmotný bod projde bodemX a platí tg�1;2 = 2H �p4H2 � 4Hy � x2x : (48)Jediné øe¹ení dostaneme, jestli¾eD = 0 () x2 = �4H(y �H) : (49)
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Body, které splòují tuto podmínku, le¾í na parabole s vrcholem [0; H ] a po-loparametrem p = 2H . Její ohnisko se nachází v poèátku soustavy souøadnica øídicí pøímka má rovnici y = 4H . Tato køivka ohranièuje oblast, kteroumù¾eme zasáhnout, a nazývá se ochranná parabola (obr. 16, 19).Le¾í-li bod X uvnitø elipsy vrcholù v, pak pøi volbì vìt¹ího úhlu �1, kterýdostaneme ze vztahu (48), je bod X zasa¾en vr¾eným tìlesem pøi sestupu a pøivolbì men¹ího úhlu �2 je zasa¾en pøi výstupu. Le¾í-li bod X na køivce v, jepøi volbì vìt¹ího úhlu �1 zasa¾en pøi sestupu a pøi volbì men¹ího úhlu �2 jezasa¾en ve vodorovném smìru. Pokud le¾í vnì elipsy vrcholù, ale je¹tì uvnitøochranné paraboly, je v obou pøípadech zasa¾en pøi sestupu.Hmotný bod vr¾ený pod úhlem � se dotkne ochranné paraboly v bodì To souøadnicích d = xT = 2Htg� ; h = yT = H � Htg2� : (50)V bodì T má rychlost hmotného bodu smìr teèny k ochranné parabole i k tra-jektorii vrhu (obr. 17).
xd

y
h T vv0� Obr. 17Znalost ochranné paraboly umo¾òuje jednodu¹e øe¹it problémy maximál-ního délky vrhu, maximální vý¹ky výstupu, minimální rychlosti potøebné k za-sa¾ení zvoleného bodu apod., které jinak vedou k pou¾ití diferenciálního poètu.Pøíklad 4. Zalévání terasovité zahradyNatoèíme-li zahradní hadici svisle vzhùru, støíká voda do vý¹e H = 9;5 m nadústí hadice. Zahradník bude zalévat vodorovný záhon, který se nachází ve vý¹ceh = 1;5 m nad ústím hadice.a) Stanovte maximální vodorovnou vzdálenost d místa dopadu vody na záhonod ústí hadice. 21



b) Urèete pro tento pøípad elevaèní úhel � vytékající vody.c) Urèete pro tento pøípad velikost v a smìrový úhel ' rychlosti vody v místìdopadu.Úlohu øe¹te nejprve obecnì, pak pro dané hodnoty. Odpor vzduchu zanedbejte.Øe¹enía) Poèátek soustavy souøadnic zvolíme v ústí hadice. Situaci znázoròuje obr. 17.Nejvzdálenìj¹í bod dopadu na záhonì nalezneme jako prùseèík ochrannéparaboly s pøímkou y = h:x2 = �4H(y �H) ^ y = h ^ x = d > 0 ;d = 2pH(H � h) = 17;4 m :b) Pøíslu¹ný elevaèní úhel urèíme pomocí vztahu (50):d = 2Htg� ) tg� = 2Hd = 1r1� hH = 1;0897 ; � = 47;5� :c) Velikost rychlosti dopadu urèíme podle vztahu (33):v =p2g(H � h) = 12;5 m�s�1 :Pro úhel dopadu platí podle vztahu (34):tg' = tg�� d2H cos2� = tg�� 1tg� cos2� = sin�cos� � 1sin� cos� ;tg' = sin2�� 1sin� cos� = �cotg� ; ' = �(90� � �) = �42;5� :Pøíklad 5Proti rovnému svahu se sklonem � hodíme kámen rychlostí o velikosti v0.a) Urèete nejvìt¹í vzdálenost L ve smìru spádnice, do které mù¾e doletìt.b) Ovìøte, ¾e v tomto pøípadì musíme zvolit elevaèní úhel � = �=2 + 45�.Poèáteèní vzdálenost kamene od roviny svahu a odpor vzduchu zanedbejte.
22



Øe¹enía) Vyjdeme z obr. 18. Bod dopadu budeprùseèíkem roviny svahu s ochrannouparabolou. Ze vztahùx2 = 4H(H � y) ;x = L cos� ; y = L sin�dostáváme kvadratickou rovnici(L cos�)2 + 4HL sin� � 4H2 = 0 : x
yH L� Obr. 18Øe¹ením úlohy je kladný koøenL = � 4H sin� +p16H2 sin2� + 16H2 cos2�2 cos2� = 2H(1� sin�)1� sin2� ;L = 2H1 + sin� :b) Elevaèní úhel splòuje vztah (50). Z nìj plynetg� = 2HL cos� = 1 + sin�cos� :Souèasnì platítg��2 + 45�� = tg �2 + tg 45�1� tg �2 � tg 45� = tg �2 + 11� tg �2 = sin �2 + cos �2cos �2 � sin �2 == �sin �2 + cos �2�2cos2�2 � sin2�2 = sin2�2 + 2 sin �2 cos �2 + cos2 �2cos� = 1 + sin�cos�tg� = tg��2 + 45�� ) � = �2 + 45� :Úloha7. Urèete maximální vodorovnou vzdálenost, do které mù¾eme hodit kámenz balkonu, je-li poèáteèní bod hodu ve vý¹ce 15 m a poèáteèní rychlostkamene má velikost 20 m � s�1. Jaký elevaèní úhel musíme zvolit? Odporvzduchu zanedbejte. 23



2.7 Pøehled dùle¾itých køivek
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Obr. 19: a) parabolická trajektorie pro elevaèní úhel 45�,b) ochranná parabola,c) øídící pøímka v¹ech parabolických trajektorií,d) øídící pøímka ochranné paraboly,e) elipsa støedù køivosti,f) kru¾nice ohnisek,v) elipsa vrcholù
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3 Vrh pøi nezanedbatelném odporu vzduchuPùsobení vzduchu na letící tìleso mù¾e být velmi komplikované, zvlá¹tì kdy¾se jedná o tìleso nepravidelného tvaru, nebo tìleso, které se bìhem letu otáèí.Uplatní se samozøejmì i pohyb vzduchu { vítr. My se omezíme na nejjed-nodu¹¹í pøípad, kdy vr¾eným tìlesem je koule, která se neotáèí, a vzduch jev klidu vzhledem ke zvolené vzta¾né soustavì. Aerostatickou vztlakovou síluzanedbáme. Pokud je rychlost koule v podstatnì men¹í ne¾ rychlost zvuku vevzduchu, platí pro velikost odporu vzduchu Newtonùv vzorecFo = 12CS%v2 ; (51)kde S = �r2 je obsah støedového øezu koule, % = 1;15 kg �m�3 je hustotavzduchu za obvyklých podmínek a C = 0;48 je souèinitel odporu. Síla odporuvzduchu má opaèný smìr ne¾ okam¾itá rychlost koule, co¾ mù¾eme vyjádøitvektorovým vztahem Fo = �12CS%vv : (52)Pohyb koule jako hmotného bodu letícího v klidném vzduchu v homogennímtíhovém poli se øídí pohybovou rovnicíma = FG + Fo = mg � 12CS%vv ; a = g � CS%v2m v : (53)Z této rovnice nedovedeme odvodit jednoduché kinematické zákony, jaképopisují vrh ve vakuu. Prùbìh pohybu v¹ak mù¾eme s potøebnou pøesnostípopsat pomocí numerického modelování .Pøi numerickém modelování urèíme nejprve rychlost a polohu hmotnéhobodu v èasech t0; t1; t2; t3; : : : ; které tvoøí aritmetickou posloupnost s kon-stantní diferencí �t = ti+1 � ti. Z tabulek vypoètených hodnot pak sestro-jíme grafy èasových závislostí nìkterých kinematických velièin, nebo v urèitémmìøítku zobrazíme trajektorii pohybu, na které mù¾eme mù¾eme vyznaèit po-sloupnost okam¾itých poloh hmotného bodu.Existuje øada metod numerického modelování, se kterými se mù¾ete sezná-mit napø. ve studijních textech [9] a [11]. My zde pou¾ijeme jednu z nejjedno-du¹¹ích.Zvolíme-li dostateènì malý èasový krok, mù¾eme v intervalu hti; ti+1i po-va¾ovat výslednou sílu, která na hmotný bod pùsobí, a tedy i jeho zrychlení,za konstantní. Za tohoto pøedpokladu platíri+1 = ri + vi�t+ 12ai(�t)2 ; (54)25



vi+1 = vi + ai�t ; (55)kde ai; vi; ri jsou zrychlení, rychlost a polohový vektor v èase ti,vi+1, ri+1 jsou rychlost a polohový vektor v èase ti+1 = ti +�t.Zrychlení ai na zaèátku intervalu urèíme z pohybové rovnice.Na¹e úvaha vede k postupnému cyklickému výpoètu jednotlivých polo-hových vektorù a okam¾itých rychlostí, který lze snadno naprogramovat proosobní poèítaè. Ten postupnì provede výpoèty:r1 = r0 + v0�t+ 12a0(�t)2 ; v1 = v0 + a0�t ;r2 = r1 + v1�t+ 12a1(�t)2 ; v2 = v1 + a1�t ;...Pøesnost výpoètù závisí na volbì èasového kroku �t { èím men¹í èasovýkrok zvolíme, tím men¹í jsou relativní chyby dílèích výpoètù a tím lépe získanéposloupnosti vypoètených hodnot popisují pohyb tìlesa.Modelování pohybù právì popsaným zpùsobem velmi usnadòuje výpoèetnía gra�cký systém FAMULUS, který zjednodu¹uje práci s pøípravou grafù atabulek a dovoluje u¾ivateli, aby se soustøedil na pøípravu algoritmu výpo-ètu vycházejícího z pohybové rovnice. Dal¹í mo¾nost numerického modelováníposkytuje tabulkový kalkulátor EXCEL. Cyklické výpoèty zde provádíme kopí-rováním skupiny bunìk s pøíslu¹nými vzorci. Obìma zpùsoby { pomocí systémuFAMULUS i v EXCELu { vyøe¹íme následující pøíklad.Pøíklad 6a) Modelujte vrh lehkoatletické koule vr¾ené z vý¹ky 2;0 m pod elevaènímúhlem 40� rychlostí o velikosti 14;0 m �s�1. Koule má hmotnost 7;26 kg apolomìr 6;0 cm. Model pohybu v klidném vzduchu získaný metodou nume-rického modelování porovnejte s modelem vrhu ve vakuu získaným u¾itímvzorcù (10) a posuïte, jak ovlivní odpor vzduchu délku vrhu.b) Stejnou úlohu øe¹te pro míèek na stolní tenis o hmotnosti 3;0 g a polomìru14 mm.Øe¹ení v systému FAMULUSVýpis programu pro FAMULUS a modely pohybù jsou na následujících strán-kách (obr. 20, 21). Program cyklicky opakuje výpoèty v èásti model, vypoètenépolohy hmotného bodu pøi vrhu ve vzduchu a ve vakuu zapisuje do tabulkya ve zvoleném mìøítku vyná¹í do soustavy souøadnic Oxy. Zablokováním 4.øádku programu a uvolnìním 5. øádku pøejdeme od úkolu a) k úkolu b).26



Z modelu na obr. 20 zjistíme, ¾e lehkoatletická koule ve vzduchu dopadneza 2,034 s ve vzdálenosti 21,70 m, zatímco ve vakuu by dopadla za 2,037 sve vzdálenosti 21,85 m. Výsledky se li¹í jen nepatrnì a trajektorie koule vevzduchu, balistická køivka, témìø splývá s trajektorií ve vakuu. Z toho je zøejmé,¾e pøi vrhu lehkoatletické koule mù¾eme odpor vzduchu prakticky zanedbat avztahy (10) dostateènì pøesnì popisují i pohyb koule ve vzduchu.Podstatnì jiný je model vrhu míèku pro stolní tenis na obr. 21. Míèek do-padne u¾ za 1,815 s ve vzdálenosti 12,56 m a jeho balistická køivka je ne-soumìrná, znaènì odli¹ná od paraboly. Úèinek odporu vzduchu u¾ nemù¾emezanedbat a pøi popisu pohybu míèku dáme pøednost numerickému modelu.Výpis programu pro FAMULUSPorovnání vrhu koule ve vakuu a ve vzduchu.- - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - -g=9.8; C=0.48; ro=1.15r=0.06; m=7.26 ! lehkoatletická koule! r=0.014; m=0.0030 ! míèek na stol. tenisL=0.5*C*ro*pi*r^2/mdt=0.001- - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - -t=0; v0=14; al=40; x0=0; y0=2x=x0; y=y0; x1=x0; y1=y0vx=v0*cos(al*pi/180); vy=v0*sin(al*pi/180)DISP- - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - -v=sqrt(vx^2+vy^2)ax=-L*v*vx; ay=-g-L*v*vyx=x+vx*dt+ax*dt^2; y=y+vy*dt+ay*dt^2vx=vx+ax*dt; vy=vy+ay*dtt=t+dtx1=v0*cos(al*pi/180)*t; y1=y0+v0*sin(al*pi/180)*t-g*t^2/2- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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Obr. 20 Model letu lehkoatletické koule

Obr. 21 Model vrhu míèku na stolní tenis28



Øe¹ení v EXCELuList s výpoètem je na obr. 22. První dva øádky jsou vìnovány vlo¾ení konstantg, C, %, r, m a výpoètu pomocné konstanty L = 0;5C%�r2. Na ètvrtém apátém øádku jsou vlo¾eny poèáteèní hodnoty x0, y0, v0, � a èasový krok dt.Pro pøehlednìj¹í zápis vzorcù pøiøadíme buòkám s hodnotami zadaných velièina konstanty L názvy pøíkazem Vlo¾it ! Název ! De�novat . Názvy fungujíjako absolutní adresy.Vlastní tabulka numerického výpoètu modelu pohybu ve vzduchu a výpoètupohybu ve vakuu pomocí kinematických zákonù zaèíná záhlavím na sedmémøádku. Na osmém øádku v buòkách A8 a¾ E8 jsou dopoèteny poèáteèní hodnotyt = 0, x = x0, y = y0, vx0 = v0 � cos�, vy0 = v0 � sin�. V buòkách H8 aI8 jsou kinematické vzorce pro výpoèet pohybu ve vakuu. Vzorce pro cyklickývýpoèet modelu pohybu ve vzduchu zaèínají v buòkách F8 a G8 a pokraèují nadevátém øádku v buòkách A9 a¾ E9. Pøehled pou¾itých vzorcù je v následujícítabulce:Buòka Vzorec VýznamH2 =0,5*C2*D2*PI()*E2^2/F2 L = 0;5C%�r2=mD8 =v0*COS(al*PI()/180) v0x = v0 cos�E8 =v0*SIN(al*PI()/180) v0y = v0 sin�F8 =-L*D8*(D8^2+E8^2)^0,5 axi = �LvxiviG8 =-g-L*E8*(D8^2+E8^2)^0,5 ayi = �g � LvyiviH8 =$D$8*A8 x = v0xtI8 =y0+$E$8*A8-0,5*g*A8^2 y = y0 + v0yt� 0;5gt2A9 =A8+dt ti+1 = ti +�tB9 =B8+D8*dt+0,5*F8*dt^2 xi+1 = xi + vxi ��t+ 0;5axi � (�t)2C9 =C8+E8*dt+0,5*G8*dt^2 yi+1 = yi + vyi ��t+ 0;5ayi � (�t)2D9 =D8+F8*dt vx(i+1) = vxi + axi�tE9 =E8+G8*dt vy(i+1) = vyi + ayi�tPo vypsání vzorcù nejprve vybereme kurzorem oblast F8:I8 a zkopírujemeji o øádek ní¾e do oblasti F9:I9. Kurzor posuneme do pravého dolního rohubuòky I8, kde se zmìní ve vyplòovací táhlo, které má podobu èerného køí¾ku.Stiskneme levé tlaèítko my¹i a vyplòovací táhlo posuneme do pravého dolníhorohu buòky I9.Podobnì postupujeme pøi následujícím výpoètu. Vybereme kurzorem na de-vátém øádku oblast A9:I9, vytvoøíme vyplòovací táhlo v pravém dolním rohubuòky I9, stiskneme levé tlaèítko my¹i a táhneme my¹ dolù. Vzorce v buòkáchse kopírují na dal¹í øádky, pøièem¾ se mìní jejich relativní adresy. Vzápìtí seprovedou výpoèty vzorcù. Ve sloupcích B a¾ G vzniká model vrhu ve vzdu-chu, ve sloupcích H a I model vrhu ve vakuu. Pohyb kurzoru zastavíme, kdy¾29



obì hodnoty velièin y a y1 klesnou pod nulu. V na¹em pøíkladì to nastane naøádku 2045. Z tabulky pak vyèteme, ze ve vzduchu koule dopadne za 2;034 s vevzdálenosti 21;69 m, zatímco ve vakuu by letìla 2;037 s a dopadla by ve vzdále-nosti 21;85 m. Dostali jsme prakticky stejné výsledky jako pøi pou¾ití systémuFAMULUS. Nepatrná odchylka u numerického modelu pohybu ve vzduchu jezpùsobena rùzným zaokrouhlováním èísel pøi dílèích výpoètech.

...
Obr. 22 Výpoèet letu lehkoatletické koule v EXCELu
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K tabulce na obr. 22 mù¾eme v EXCELu snadno sestrojit i graf zobrazujícív urèitém mìøítku obì trajektorie a posoudit, do jaké míry se shodují (obr. 23).Nejprve vytvoøíme XY bodový graf z dat v oblasti B8:C2047, který zobrazujepohyb ve vzduchu a pak pomocí nabídky Zdrojová data ! Øada ! Pøidatdoplníme prùbìh vrhu ve vakuu vlo¾ením dat z oblasti H8:I2047.
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Obr. 23Chceme-li modelovat pohyb míèku na stolní tenis, staèí zmìnit pøíslu¹nýmzpùsobem hodnoty v buòkách E2 a F2.Úloha8. Vra»te se k pøíkladu 6 a porovnejte poèáteèní velikost odporu vzduchu atíhovou sílu pøi vrhu lehkoatletické koule i pøi vrhu míèku na stolní tenis.9. Golfový míèek má polomìr 21 mm a hmotnost 45 g. Souèinitel odporu je0,45. Modelujte jeho ¹ikmý vrh ve vzduchu pøi nulové poèáteèní vý¹ce aelevaèním úhlu 45�. Pro rùzné velikosti poèáteèní rychlosti jej porovnejtes pohybem ve vakuu. Zjistìte, pøi které velikosti poèáteèní rychlosti je délkavrhu ve vzduchu o 10 % men¹í ne¾ délka vrhu ve vakuu.
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