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ÚvodMìøení má ve fyzice { jako pøírodní vìdì { zcela zásadní význam. Umo¾òujeempirickou cestou získat poznatky o vzájemných vztazích mezi fyzikálními ve-lièinami. Jedním z cílù mìøení je tak dospìt k formulaci fyzikálních zákonù.Mìøením také naopak ovìøujeme platnost fyzikálních zákonù, ke kterým jsmedospìli teoretickou cestou, vyu¾ívající ji¾ ovìøených zákonù. Nejèastìji ov¹emmìøíme fyzikální vlastnosti rùzných objektù (napø. hmotnost nebo teplotu tì-lesa) a vzájemnou souvislost urèitých vlastností (napø. závislost elektrickéhoodporu na teplotì rezistoru).Proces fyzikálního mìøení sestává ze tøí pracovních etap:{ pøíprava mìøení,{ vlastní mìøení,{ zpracování dat získaných mìøením.Proto¾e se pøedlo¾ený text zabývá a¾ touto tøetí etapou, zmíníme se nejprvekrátce o prvních dvou etapách, proto¾e mají rozhodující vliv na výsledky mì-øení, které ve tøetí etapì vyhodnocujeme.1. Úspìch mìøení podmiòuje jeho dobrá pøíprava. Experimentátor si musínejprve prostudovat potøebnou teorii zkoumaného jevu, vybrat vhodnou me-todu, opatøit si mìøicí pøístroje s potøebnými rozsahy a pøedpokládanou pøes-ností (pøípadnì si je ocejchovat), dále vhodné vzorky k mìøení a dal¹í pomùcky.Ve fyzikální olympiádì je ze soutì¾ních dùvodù tento postup zpravidla ob-rácen { je dán experimentální úkol a omezený soubor pøístrojù a pomùcek(èasto neobvyklých). Soutì¾ící musí vymyslet vhodnou metodu (èasto zcelanetradièní), aby s nabídnutými pøístroji a pomùckami dospìl k oèekávanémucíli.Pøed vlastním mìøením je také nutné uvá¾it, jaké vnìj¹í faktory mohouovlivnit mìøení (tomu je nutné mj. podøídit napø. umístìní pøístrojù), je po-tøebné znát i místní laboratorní podmínky { teplotu, tlak, vlhkost, pøípadnìru¹ivé magnetické pole, tepelné, svìtelné nebo radioaktivní pozadí.V rámci pøípravy je také ¾ádoucí provést teoretický rozbor pøesnosti mìøenía tomu pøizpùsobit vlastní mìøicí postup a mìøicí pøístroje. Je rovnì¾ vhodnévèas si uvìdomit, jakými soustavnými chybami bude mìøení zatí¾eno (a» ji¾z dùvodù pou¾itých pøístrojù nebo metody). Nakonec je také nutné vìnovatpatøiènou pozornost pøípravì mìøených vzorkù a manipulaci s nimi.2. Na dobrou pøípravu navazuje druhá etapa { vlastní mìøení. Jeho kon-krétní prùbìh závisí na tom, jakou velièinu mìøíme a jakou pou¾ijeme metodumìøení. Proto¾e tato etapa není pøedmìtem pøedlo¾eného textu, odkazuji naspeciální literaturu (napø. [1], [2]). Zde jen pøipojuji v¹eobecná doporuèení:pøed detailním mìøením je vhodné þprobìhnoutÿ zhruba celé mìøení, abychom3



napø. vìdìli, v jakých rozsazích hodnot velièin budeme mìøit, zda nevznikajízøetelné extrémy (rezonanèní maxima nebo stavy nulového vyvá¾ení). Tomuje tøeba pøizpùsobit rozsahy pøístrojù a jejich citlivost. Také si pak mù¾emepøipravit vhodné tabulky pro zápis hodnot mìøených velièin.Vlastní mìøení je proces, ve kterém se sluèuje teoretická pøíprava s dobroumanuální zruèností a zku¹eností. Má i svou stránku psychologickou a bezpeè-nostní. Jinými slovy { k mìøení musíme pøistupovat s rozvahou, klidem a vy-varovat se známého þzmatkováníÿ. Jinak lze oèekávat nejen neúspìch pøi expe-rimentu, ale i napø. znièení pøístrojù nebo újmu na zdraví. Schopnost dobréhoexperimentování získáme jen vhodnou a trpìlivou laboratorní prací.Zjistíme-li pøi zápisu výsledkù mìøení, ¾e nìkterá hodnota nápadnì vy-boèuje z øady jiných hodnot té¾e velièiny, mù¾e to mít dvì pøíèiny. Buï jdeo hrubou chybu anebo napø. o nìjaký (tøeba i neoèekávaný) rezonanèní jev.K mìøení této hodnoty se proto vrátíme a detailnì promìøíme i okolí mìnícíse velièiny. Pøípadnì pro kontrolu pou¾ijeme i jiný pøístroj. Jde-li o hrubouchybu pøi mìøení (chybné ètení), hodnotu vylouèíme, aby nám po zpracovánídat mìøení zbyteènì nezkreslovala výsledek a jeho pøesnost. Napø. ve fyzikálníolympiádì se nehodnotí jen správnost postupu mìøení a úroveò jeho zpracování,ale i absolutní velikost chyby mìøení, kterou je zatí¾en výsledek.3. Tak se dostáváme ke tøetí etapì { zpracování dat mìøení, která je na¹ímcílem. Tato etapa se bohu¾el velmi èasto podceòuje, co¾ znehodnocuje celýproces fyzikálního mìøení.Jeliko¾ v pøípadì (náhodných) chyb mìøení jde o náhodné velièiny, budevhodné { pøed vlastními postupy zpracování dat mìøení { struènì uvést zá-kladní poznatky o teorii náhodných chyb, jak je zpracovala matematická sta-tistika. Pochopení základních pojmù matematické teorie náhodných chyb jeu¾iteèné, i kdy¾ není nezbytné pro úspì¹né uskuteèòování praktických postupùzpracování dat fyzikálních mìøení. Hodnocení pøesnosti mìøené velièiny je po-psáno ve 3. kapitole a velièiny vypoètené z namìøených velièin, na nich¾ jefunkènì závislá, je pøedmìtem kapitoly 4. Pátá kapitola je vìnována metodámgra�cké analýzy, jejich¾ dobrá znalost se u øe¹itelù fyzikální olympiády (zejménamezinárodní) pøedpokládá. Moderním metodám regresní analýzy je vìnovánakapitola 6. U v¹ech døíve velmi pracných postupù numerického vyhodnocovánílze dnes vedle PC s velkou výhodou vyu¾ívat i þvìdeckýchÿ kapesních kalkulá-torù { vyu¾ití jejich statistických programù je popsáno v kap. 3 a 6.Výklad je doplnìn 16 øe¹enými pøíklady a k procvièení je zadáno 8 úloh(s uvedenými výsledky øe¹ení). Zvládnutí pøedlo¾eného studijního textu je ne-zbytnou podmínkou pro úspì¹né zakonèení procesu fyzikálního mìøení.Peèlivì a promy¹lenì provedený experiment a kvalitnì zpracovaná data mì-øení, to jsou nástroje k odhalování pøírodních zákonù. V historii fyziky najdeme4



dostatek pøíkladù tohoto procesu. Kvantitativnì formulovaný fyzikální zákonnení nic jiného, ne¾ matematický model fyzikálního dìje. Model vytváøí èlovìk {{ fyzik, dìj probíhá v pøírodì nezávisle na pozorovateli. Jde o to, aby pozorováníbyla provedena dostateènì pøesnì a jejich statistické zpracování kvalitnì, abyformulace zákona co nejpøesnìji popisovala prùbìh dìje. Pøi formulaci zákonahraje dùle¾itou roli i syntéza dílèích poznatkù { vhodné zobecnìní.Z historie fyziky opìt víme, ¾e urèitý fyzikální zákon mù¾e dobøe vyhovovat¹irokému spektru konkrétních dìjù (a podmínek, za kterých probíhají). Pøijiných podmínkách nebo pøi pøesnìj¹ím mìøení mù¾eme zjistit ménì èi vícevýznamné odchylky od doposud u¾ívaného zákona.Pøíklademmù¾e být druhý Newtonùv pohybový zákon (1687) a jeho korekceEinsteinovou teorií relativity (1905). Pro rychlosti tìles uva¾ované v klasickéNewtonovì mechanice nebyla závislost hmotnosti na rychlosti v pozorovací sou-stavì mìøitelná. Po objevu elementárních èástic (zejména elektronu r. 1895) seexperimentálnì zjistilo poru¹ení dosavadního modelu pro setrvaènou hmotnost:m = m0 = konst:. Jak je známo, teorie relativity vypracovala nový matema-tický model m = m0s1��vc�2 ;kde m0 je klidová hmotnost, v je rychlost tìlesa a c je rychlost svìtla ve vakuu.Na závìr úvodního slova k pøedlo¾ené publikaci je tøeba zdùraznit význam-nou roli matematiky v procesu zpracování dat fyzikálních mìøení. Matematickédisciplíny, jako teorie pravdìpodobnosti, matematická statistika, teorie chyb avyrovnávací poèet, dávají experimentální fyzice významný nástroj a napø. jiumo¾òují, aby jen z nìkolika mìøení velièiny urèila její nejpravdìpodobnìj¹íhodnotu vèetnì determinované pøesnosti. Podobnì regresní analýza, vyu¾íva-jící matematickou metodu nejmen¹ích ètvercù, umo¾òuje na základì dat mìøenístanovit nejpravdìpodobnìj¹í prùbìh zkoumané závislosti fyzikálních velièin.
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1 Chyby mìøeníHodnota x fyzikální velièiny zji¹tìná mìøením (tj. u skalární velièiny její veli-kost, u vektorové velièiny1 také její smìr anebo velikost jejich slo¾ek) se v¾dyo nìco li¹í od její skuteèné hodnoty x0 (bohu¾el neznámé). Rozdíl hodnoty na-mìøené a skuteèné se nazývá skuteèná chyba " (také se oznaèuje absolutní chybamìøení): " = x� x0 : (1)Tato chyba má jednotku mìøené velièiny. Vedle toho se zavádí relativní chybavztahem � = "x0 � 100% = x� x0x0 � 100% = � xx0 � 1� � 100% : (2)Chyba mìøení mù¾e být zøejmì kladná nebo záporná (a tudí¾ teoreticky i nu-lová).Pokud bychom chybu mìøení pøesnì znali, mohli bychom urèit skuteènouhodnotu mìøené velièiny; to v¹ak z principu není mo¾né. Proto se budeme sna¾iturèit alespoò nejpravdìpodobnìj¹í hodnotu mìøené velièiny a její pravdìpodob-nou chybu.Podle pøíèin vzniku dìlíme chyby na soustavné a náhodné.a) Soustavné chyby (nebo té¾ systematické chyby) ovlivòují výsledek mì-øení zcela urèitým zpùsobem, s jistou pravidelností. Systematiènost této chybyse projevuje tím, ¾e mìøené hodnoty velièiny jsou buï trvale vìt¹í nebo men¹í,ne¾ je hodnota skuteèná. Tyto odchylky lze pøitom urèit (odhadnout) a takvliv soustavných chyb v podstatì vylouèit. Soustavné chyby mohou mít pùvodv pou¾ité metodì, v pøístrojích anebo i v pozorovateli.Nìkdy k mìøení pou¾ijeme metodu vypracovanou na základì zjednodu¹u-jících pøedpokladù. Pou¾ijeme-li napø. k mìøení tíhového zrychlení kyvadlo,zpravidla pøi øe¹ení pohybové rovnice nahradíme sin' � ', co¾ lze provést jenpro ' ! 0. Pøi nenulové amplitudì '0 bude doba kyvu ponìkud del¹í (pro'0 = 5� asi o 0;1%). Nebo pøi vá¾ení na vzduchu vzniká soustavná chybav dùsledku rùzného vztlaku, má-li pøedmìt jinou hustotu ne¾ záva¾í. Chybulze opìt korigovat.Zdrojem soustavných chyb bývají i mìøicí pøístroje a mìøicí etalony. Lzeje vylouèit cejchováním anebo u¾itím korekèních køivek pøístrojù nebo tabu-lek. Koneènì i pozorovatel mù¾e svými osobními vlastnostmi (nedokonalostmi)vná¹et do mìøení soustavnou chybu, napø. jistou dobou opo¾dìné reakce navnìj¹í podnìty pøi zmìnách velièin (napø. opo¾dìné spu¹tìní stopek).1Napø. pøi mìøení intenzity zemského magnetického pole se urèuje vodorovná slo¾ka tétointenzity (velikost), deklinace a inklinace (dva úhly), tj. musí se provést troje mìøení.6



Kromì uvedených zdrojù soustavných chyb je dobré si uvìdomit, ¾e i sa-motný proces mìøení pomocí reálných pøístrojù mù¾e ovlivòovat mìøenou ve-lièinu. Napø. èelisti posuvného mìøítka ponìkud deformují mìøený pøedmìt(napø. drát), teplomìr má nenulovou tepelnou kapacitu, ampérmetr nenulovýodpor, voltmetr koneèný odpor, atd. Fakt, ¾e proces mìøení ovlivòuje mìøenouvelièinu je naprosto stì¾ejní pro kvantovìmechanické mìøení.Vliv soustavných chyb na výsledek mìøení se se zvìt¹ujícím se poètem opa-kovaných mìøení nezmen¹uje. Pokud v¹ak známe zdroje tìchto chyb, mù¾emeprovést jejich korekci a výraznì omezit jejich vliv na výsledek mìøení.b) Náhodné chyby se vyznaèují tím, ¾e pùsobením velmi rozmanitýchpøesnì nede�novatelných vlivù se hodnoty urèité velièiny, namìøené pøibli¾nìza stejných podmínek mìøení, ponìkud li¹í. Mù¾e tu pùsobit napø. náhodnázmìna polohy oka, urèitá malá zmìna teploty, tlaku. Nedodr¾ení urèitého tlakumìøicího ¹roubu u mikrometru (tento vliv se omezuje montá¾í kluzné spojkys þøehtaèkouÿ, která zabezpeèí pøibli¾nì stejný tlak). Také zde mù¾e pùsobitnedokonalost pøedpokládaných tvarù pøi výrobì (napø. prùmìr drátu musímemìøit v rùzných místech).Mìøení fyzikálních velièin pøedstavuje v dùsledku pùsobení náhodných chybstatistický proces s náhodnou promìnnou. Pravdìpodobnou hodnotu mìøenéfyzikální velièiny a její chyby tak lze urèit statistickými metodami. Vliv náhod-ných chyb na výsledek mìøení klesá s poètem opakovaných mìøení .
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2 Teorie náhodných chybNáhodné jevy , mezi nì¾ patøí i fyzikální mìøení zatí¾ené náhodnými chybami,nelze chápat jako negaci pøíèinné podmínìnosti (kauzality), nebo» v¹echny jevyreálného svìta jsou pøíèinnì podmínìny. Prùbìh jevù a jejich výsledek má ob-jektivní pøíèiny. U jevù, které oznaèujeme jako náhodné, jde o to, ¾e skuteènépøíèiny jsou tak rozmanité a slo¾ité, ¾e jejich vliv nejsme sto v daném okam¾ikupostihnout. Jednak proto, ¾e jich je velké mno¾ství a chceme se vyhnout slo¾i-tému studiu jednotlivých dìjù, jednak proto, ¾e na¹e znalosti o urèitých jevechjsou nedostaèující, abychom mohli jejich vliv kvantitativnì analyzovat.Pøesto lze náhodné jevy matematicky popsat zákony, které nám poskytujepoèet pravdìpodobnosti, postupnì budovaný od poèátku 17. století a spojený sejmény B. Pascal, Jakob Bernoulli, P. S. Laplace, J. L. Lagrange, S. D. Poissona zejména se jménem nìmeckého matematika a fyzika K. F. Gausse (1777 -- 1855), který vypracoval teorii chyb a metodu nejmen¹ích ètvercù.Náhodná promìnná se mù¾e mìnit zásadnì dvojím zpùsobem.a) Diskrétní náhodná promìnná mù¾e nabývat jen urèitých èíselných hod-not.b) Spojitá náhodná promìnná mù¾e nabývat libovolných hodnot z urèitého(omezeného nebo neomezeného) intervalu.Náhodné chyby mìøení ve své podstatì mohou nabývat libovolné hodnoty,proto je mù¾eme pova¾ovat za spojité náhodné promìnné. Mohou nabývatkladných a záporných hodnot. Empiricky mù¾eme zjistit dùle¾itý poznatek,¾e pøi velkém poètu mìøení se vyskytne zhruba stejný poèet náhodných chybkladných i záporných a ¾e malé chyby jsou poèetnìj¹í ne¾ chyby vìt¹í.Abychom mohli kvantitativnì posuzovat pravdìpodobnost výskytu náhod-né chyby urèité velikosti " zavedeme si nìkolik pojmù. Uva¾ujeme pøedev¹ím,¾e chyba " je spojitì promìnná.Prvním dùle¾itým pojmem je èetnost y(") chyby urèité velikosti ". Uva-¾ujme, ¾e mìøením dospìjeme k velikému souboru n chyb urèitých diskrétníchhodnot. Je-li n koneèné, bude poèet chyb zcela urèité (libovolnì zvolené) chyby" zpravidla nulový. Zvolíme-li si ov¹em kolem hodnoty " jisté rozmezí �12�" adìlíme-li poèet �� chyb v tomto intervalu obsa¾ených ¹íøkou �" tohoto inter-valu, dostaneme prùmìrnou èetnost ��=�". Èetnost y(") je pak dána limitoutohoto podílu, tj. y(") = lim�"!0 ���" = d�d" :Tato èetnost je zøejmì úmìrná celkovému poètu n mìøení opakovaných za stej-ných podmínek. Proto zavádíme relativní èetnost p(") tak, ¾e èetnost y(") vy-8



dìlíme celkovým poètem mìøení:p(") = y(")n = 1n d�d" :Tato velièina není ji¾ závislá na poètu provedených mìøení (poèet mìøení ov¹emmusí být velký).Násobíme-li relativní èetnost p(") ¹íøkou intervalu d", dostanemedP (") = p(")d" = d�n ;neboli pomìr poètu d� chyb v intervalu d" k poètu n v¹ech chyb. Má význampravdìpodobnosti výskytu chyby " v uva¾ovaném intervalu ("; "+d"): Dìlíme-lituto pravdìpodobnost dP (") ¹íøkou d", dostanemedP (")d" = p(") :Relativní èetnost p(") má tedy význam hustoty pravdìpodobnosti , tj. pravdì-podobnosti, ¾e chyba " le¾í v intervalu jednotkové ¹íøky.Budeme-li zji¹»ovat pravdìpodobnost toho, ¾e chyba le¾í v ¹ir¹ích mezích,napø. " 2 (�e; e), provedeme integraciP = eZ�e p(")d" :Pak P znaèí pravdìpodobnost, ¾e prostá velikost chyby nepøekroèí danou hod-notu e.Abychom v¹ak mohli vypoèítat pravdìpodobnost výskytu náhodné chybyurèité velikosti ", musíme znát funkci p("), tj. zákon rozdìlení tìchto chyb.Tento zákon objevil K. F. Gauss na základì pøedpokladu, ¾e chyba " je souètemvelkého mno¾ství elementárních nezávislých chyb. Má tvarp(") = C e�h2"2 (3)a nazývá se normální zákon rozdìlení nebo Gaussovo rozlo¾ení . Gra�ckým zná-zornìním tohoto vztahu (3) je Gaussova køivka (obr. 1).Významným parametrem v (3) je míra pøesnosti h, nebo» s rostoucím hroste èetnost malých chyb a køivka se stává ¹tíhlej¹í (obr. 1). Neboli se zvìt-¹ujícím se h roste poèet správnìj¹ích výsledkù s men¹í náhodnou chybou, co¾odpovídá pøesnìj¹ímu mìøení uva¾ované velièiny. Význam konstanty C a jejívelikost nyní urèíme. 9



Pravdìpodobnost toho, aby náhodná chyba le¾ela v intervalu ("; " + d")je p(")d" - viz obr. 2. Provedeme-li souèet tìchto souèinù pro v¹echny mo¾néhodnoty ", tj. budeme-li integrovat v mezích od �1 do +1, dostaneme prav-dìpodobnost, ¾e chyba le¾í mezi mezními hodnotami �1, +1. Tato prav-dìpodobnost se ov¹em musí rovnat jedné2, musí tedy platit tzv. normovacípodmínka +1Z�1 p(")d" = C +1Z�1 e�h2"2d" = 1:

�20 �15 �10 �5 5 10 15 200 "0;030;060;090;120;150;18p(")
h = 0;30

h = 0;20 h = 0;10
Obr. 1 Gaussova køivka pro rùzné hodnoty míry pøesnosti(h = 0;1; h = 0;2; h = 0;3)2Pravdìpodobnost jistého jevu je P = 1 a to, ¾e urèitá chyba le¾í nìkde v neomezenémintervalu (�1, +1), je jistý jev. 10
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+��� d"
p(")d"68;3%

Obr. 2 K výpoètu smìrodatné odchylky

Øe¹ením tohoto integrálu s neko-neènými mezemi (viz napø. [2],[6])dostaneme vztahCp�h = 1 ;neboli C = hp� :Pak Gaussovo rozlo¾ení (3) dostávánormovaný tvarp(") = hp� e�h2"2 : (4)Míru pøesnosti h lze uvést do souvislosti s jinou velièinou, která podávánázornìj¹í pøedstavu o pøesnosti mìøení. Je to smìrodatná odchylka � náhodnéchyby (oznaèuje se také støední kvadratická chyba). Pokud bychom poèítalistøední (prùmìrnou) náhodnou chybu " velkého (teoreticky nekoneèného) poètumìøení, dostali bychom nulu (to je ostatnì pøedpoklad Gaussova rozlo¾ení).Proto vypoèteme nejprve prùmìrnou hodnotu druhé mocniny "2 a výsledekodmocníme. V pøípadì spojité promìnné pøechází tento souèet v integrál, tak¾emù¾eme psát �2 = 1Z�1 "2p(")d" = hp� 1Z�1 "2e�h2"2 = 12h2 ; (5)pøièem¾ zájemce o øe¹ení uvedeného integrálu odkazuji napø. na monogra�i [2].Z výrazu (5) plynou hledané vztahy:� = 1hp2 ; h = 1�p2 : (6)Pøi u¾ití smìrodatné odchylky � dostane Gaussovo rozlo¾ení (4) nejèastìji uvá-dìný výsledný tvar p(") = 1�p2� e� "22�2 . (7)Abychom urèili význam smìrodatné odchylky � (resp. støední kvadratickéchyby), vypoèteme, s jakou pravdìpodobností se skuteèná chyba " bude na-cházet v intervalu h��; �i, resp. jak se namìøená hodnota velièiny pøi jednom11



mìøení bude li¹it o hodnotu � od její skuteèné hodnoty x0. Neboli urèíme,s jakou pravdìpodobností bude x0 le¾et v intervalu hx0��; x0+�i. Tuto prav-dìpodobnost zøejmì vypoèteme øe¹ením integrálu (viz obr. 2)P� = �Z�� p(")d" = 1�p2� �Z�� e� "22�2 d" : (8)Øe¹ení tohoto integrálu lze pøevést na výpoèet tzv. pravdìpodobnostníhointegrálu, neboli Laplaceovy funkce �(t):�(t) = 1p2� tZ�1 e� t22 dt;která je tabelována (viz napø. [3]). Lze ji také vyèíslit na programovatelnémkalkulátoru. Promìnná t je vázaná substituèní rovnicí t = h"p2 = "� . Výsledekøe¹ení je P� = 0;68269 : : :, tj. hledaná pravdìpodobnost je 68;3%.Provedeme-li analogicky øe¹ení (8) výpoèet tohoto integrálu v mezíchh�3�; 3�i, dostanemeP3� = 1�p2� 3�Z�3� e� "22�2 d" = 0;99730 : : : := 1;00 :Neboli pravdìpodobnost toho, ¾e mìøená velièina x, urèená z jednoho mìøení,bude le¾et v intervalu hx0 � 3�; x0 +3�i je 99;7%, tj. prakticky 100%. Velièina3� = { se proto nazývá krajní chyba nebo mezní chyba.Znalost krajní chyby pro jedno mìøení nám umo¾ní provést korigovaný vý-bìr dat mìøení { z dosud pou¾itých dat v souboru prostì vylouèíme ta data,která pøekraèují mez �{ od aritmetického prùmìru. Musíme potom provéstnový statistický výpoèet korigovaného výbìru dat.Z provedených úvah je zøejmé, ¾e urèení smìrodatné odchylky (resp. støedníkvadratické chyby) � má pro zpracování dat fyzikálních mìøení zásadní význam.Stanovení pravdìpodobné hodnoty této chyby z dat mìøení bude pøedmìtemnásledujících dvou kapitol.Smìrodatná odchylka � má i významné postavení na Gaussovì køivce(obr. 2). Jak bychom se mohli pøesvìdèit pomocí derivací, má Gaussova køivkap(") v bodech " = �� in
exní body .Poznámka: V literatuøe (napø. [1],[2],[5]) se vedle smìrodatné odchylky � akrajní (mezní) chyby { zavádí je¹tì pravdìpodobná chyba #. De�nuje se tak, aby12



se pravdìpodobnost toho, ¾e správná hodnota x0 jednoho mìøení le¾í v intervaluhx0 � #; x0 + #i, byla právì 50%. Neboli P# = 12, tj. plocha pod Gaussovoukøivkou p("), vymezená souøadnicemi " = �#, " = #, je právì 50% { srovnejs obr. 2. Mezi pravdìpodobnou chybou a støední kvadratickou chybou platívztah # = 0;674� := 23 �:Tato chyba je tedy þoptickyÿ pøíznivìj¹í. V praxi se v¹eobecnì dává pøed-nost smìrodatné odchylce (støední kvadratické chybì); Horák [2] upøednostòujechybu pravdìpodobnou.
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3 Hodnocení pøesnosti mìøené velièiny3.1 Nejpravdìpodobnìj¹í hodnota mìøené velièiny { me-toda nejmen¹ích ètvercùPoznatky uvedené v pøedchozí kapitole o teorii náhodných chyb platí teoretickyjen pro nekoneèný poèet mìøení, prakticky pro veliký poèet mìøení. Pak jesouèet kladných chyb a¾ na znaménko roven souètu záporných chyb a souèetv¹ech náhodných chyb "k = xk �x0 je roven nule. Problém je jednak v tom, ¾ez principu skuteènou hodnotu x0 velièiny neznáme, jednak v tom, ¾e zpravidlanemù¾eme konat þveliký poèetÿ (napø. 1000) mìøení. Proto lze pova¾ovat souèetv¹ech chyb "k jen pøibli¾nì za nulový, tedy pøi vykonání n mìøení bude platitnXk=1(xk � x0) � 0 ;odtud x0 � x = 1n nPk=1 xk . (9)Nyní uká¾eme, ¾e aritmetický prùmìr x souboru hodnot xk pro k 2 f1; ng,získaných pøi n opakovaných mìøeních té¾e velièiny za stejných podmínek, ur-èuje nejpravdìpodobnìj¹í hodnotu mìøené velièiny x0.Pøedpokládejme tedy, ¾e jsme pøi n mìøeních velièiny x0 namìøili n nezávis-lých hodnot xk , pøi kterých jsme se dopustili n náhodných chyb. Proto¾e skuteè-nou hodnotu x0 neznáme, vyjádøíme chybu k-tého mìøení ve tvaru xk�x = "k,kde x je hledaná pravdìpodobná hodnota velièiny x0. Pravdìpodobnost toho,¾e chyba "k bude v intervalu h"k; "k + d"ki jedPk = pkd"k = 1�p2� e� "2k2�2 d"k ;kde pk je hustota pravdìpodobnosti (7) pro pøedpokládané Gaussovo rozlo¾ení.Proto¾e jednotlivá mìøení pova¾ujeme za vzájemnì nezávislé jevy, bude prav-dìpodobnost toho, ¾e se uskuteèní v¹ech n mìøení právì s chybami "k podleteorie pravdìpodobnosti rovna souèinu dP1dP2 : : :dPk : : : dPn tìchto pravdì-podobností, nebolinYk=1 pkdxk = � 1�p2��n e� 12�2 ("21+"22+:::+"2n)d"1d"2 : : : d"n :14



Maximum této pravdìpodobnosti zøejmì nastane, kdy¾ v exponentu bude"21 + "22 + : : :+ "2k + : : :+ "2n = min ;neboli S = nPk=1(xk � x)2 = min: ; (10)kdy¾ jsme oznaèili x nejpravdìpodobnìj¹í hodnotu mìøené velièiny x0, pro kte-rou je splnìna podmínka (10). Tento výsledek je znám jakometoda nejmen-¹ích ètvercù.Podle pravidel matematické analýzy bude podmínka (10) splnìna, kdy¾dSdx = 0 a d2Sdx2 > 0 :Provedeme-li tyto derivace, dostanemedSdx = �2 nXk=1(xk � x) = 0 ; d2Sdx2 = 2n > 0 :Z první rovnice vyplývá x = 1n nXk=1 xk ;tj., ¾e hledaná nejpravdìpodobnìj¹í hodnota mìøené velièiny je rovna aritme-tickému prùmìru souboru namìøených hodnot.Soubor n namìøených dat velièiny je v¹ak tøeba pokládat za náhodný vý-bìr ze souboru v¹ech mo¾ných hodnot mìøené velièiny, který má Gaussovorozlo¾ení. Pokud bychom toti¾ provedli n opakovaných mìøení nìkolikrát zasebou, dostali bychom pro ka¾dou z tìchto n-tic namìøených hodnot obecnìponìkud jinou velikost aritmetického prùmìru. Proto aritmetický prùmìr (9)oznaèujeme jako výbìrový prùmìr.3.2 Pøesnost výbìrového prùmìru { výbìrová smìrodat-ná odchylkaSebevìt¹í pøesnost mìøení by byla málo cenná, pokud bychom nedovedli alespoòpøibli¾nì urèit chybu výsledku. K posouzení pøesnosti mìøení se nejèastìji u¾ívásmìrodatná odchylka. Ta byla pro pøípad spojité náhodné promìnné (tj. proteoretický pøípad nekoneèného poètu mìøení) zavedena výrazem (5). My ov¹em15



neznáme ani správnou hodnotu x0, ani neuskuteèòujeme nekoneèný poèet mì-øení. Pøi náhodném výbìru n dat mìøení jsme schopni vypoèíst aritmetický (tj.výbìrový) prùmìr x a odchylky �k = xk � x jednotlivých namìøených hodnotxk od tohoto prùmìru. Mù¾eme provést souèet druhých mocnin tìchto odchylekpøes v¹echna k a vypoèítat jejich aritmetický prùmìr; tedy postupovat analo-gicky jako v pøípadì výpoètu smìrodatné odchylky � pro spojitou promìnnou.Souèet druhých mocnin odchylek �k v¹ak nemù¾eme dìlit poètem n mìøení,jak by se dalo oèekávat, nýbr¾ n� 1. Vyplývá to z teorie chyb (viz napø. [2]) alze to pøibli¾nì vysvìtlit tím, ¾e jedno èíslo z øady n je þodebránoÿ na výpoèetaritmetického prùmìru (teorie øíká, ¾e se tímto úkonem odebere jeden þstupeòvolnostiÿ).Souèasnì je zde stejný problém jako u výpoètu aritmetického prùmìru (9){ hodnocen je jen náhodný výbìr souboru n mìøení. Proto poèítanou smìro-datnou odchylku budeme oznaèovat jako výbìrovou a zvolíme pro ni znaèku s.Tak¾e výbìrová smìrodatná odchylka jednoho mìøení jes =vuut 1n� 1 nXk=1�2k =vuut 1n� 1 nXk=1(xk � x)2 : (11)V dal¹ích vztazích budeme pro jednoduchost sèítací meze u symbolu P vyne-chávat.Lze dokázat (viz [2]), ¾e s je nejlep¹ím odhadem velièiny �. Ve star¹í lite-ratuøe se tato velièina proto oznaèuje pøímo � a nazývá se støední kvadratickáchyba jednoho mìøení.Pro vyhodnocení mìøení je v¹ak dùle¾itìj¹í vìdìt, jakou chybou bude zatí¾envýbìrový prùmìr (9) namìøených hodnot. Proto¾e v pøípadì této chyby ji¾ jdeo urèení chyby velièiny vypoètené podle vzorce (9), musí se pou¾ít postup, kterýbude pøedmìtem a¾ následující kapitoly. Uvedeme proto pøíslu¹ný vzorec nyníbez odvození. To bude provedeno a¾ pozdìji { jako pøíklad 4.Výbìrová smìrodatná odchylka aritmetického (výbìrového) prùmìru jesx = spn =r P�2kn(n� 1) : (12)Z tohoto vztahu vidíme souvislost mezi smìrodatnou odchylkou aritmetic-kého prùmìru a smìrodatnou odchylkou jednoho mìøení.
16



Tak pro n = 5 : sx = sp5 = 0;45 s;n = 10 : sx = sp10 = 0;32 s;n = 20 : sx = sp20 = 0;22 s;n = 100 : sx = sp100 = 0;10 s:Závislost pomìru sxs , jako funkce poètu mìøení n, je znázornìna na obr. 3. Jezøejmé, ¾e uskuteèòovat veliké poèty mìøení je málo efektivní. Na druhé stranìvolíme n > 5, nejlépe zpravidla 10.
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n

sxs

Obr. 3 Závislost relativní velikosti smìrodatné odchylkyaritmetického prùmìru na poètu n mìøení3.3 Interval spolehlivostiTeoretický rozbor, který jsme provedli v kap. 2, pøedpokládal, ¾e je znám sou-bor n ! 1 mìøení. Za tohoto pøedpokladu jsme vypoèetli smìrodatnou od-17



chylku �. Její význam je ten, ¾e urèuje interval hx0 � �; x0 + �i, v nìm¾ budes pravdìpodobností P = 68;3% le¾et skuteèná hodnota x0 mìøené velièiny.V praxi jednak nemù¾eme vykonat nekoneènì mnoho mìøení, jednak mù-¾eme po¾adovat jinou pravdìpodobnost P toho, aby mìøená hodnota le¾ela vezvoleném intervalu. Vedle pravdìpodobnosti P se pracuje je¹tì s velièinou � {{ s hladinou významnosti (nazývá se rovnì¾ èinitel významnosti), která je s Pvázaná vztahem � = 1� P ; resp: �[%] = 100� P [%] :Uvedený problém nejistoty mìøení øe¹í teorie pravdìpodobnosti u¾itím Stu-dentova rozlo¾ení (viz napø. [6]). Uva¾ujme, ¾e jsme provedli n mìøení velièinyx0, urèili její nejpravdìpodobnìj¹í hodnotu x a ze vzorce (12) její výbìrovousmìrodatnou odchylku sx. Interval spolehlivosti , v nìm¾ bude le¾et hodnotamìøené velièiny (urèovaná z n mìøení) se zvolenou pravdìpodobností P (obecnìjinou ne¾ 68;3%) je hx � tsx; x+ tsxi;kde t = t(P; n) je tzv. Studentùv souèinitel , který modi�kuje ¹íøku intervaluspolehlivosti v závislosti na zvolené hladinì pravdìpodobnosti P a uskuteènì-ném poètu n mìøení. Øíkáme rovnì¾, ¾e spolehlivost jevu, ¾e x0 bude le¾etv uvedeném intervalu je P anebo, ¾e riziko jevu, ¾e x0 bude le¾et mimo tentointerval, je � = 1� P:Studentùv souèinitel mù¾eme numericky vypoèítat (viz napø. [6], s výhodoulze u¾ít rovnì¾ PC s programem EXCEL �rmy Microsoft), nebo u¾ít pøímohotových tabulek (viz napø. [9]). Pro na¹e u¾ití uvádí Studentùv souèiniteltabulka 1. Je v ní uvedena standardní hladina spolehlivosti P = 68;3%, hladinaP = 95;0% (riziko 5%), P = 99;0% (riziko 1%) a P = 99;73% (prakticky nulovériziko). Rozpìtí n je f3;1g, zaokrouhlení je na dvì desetinná místa.Z tabulky je zøejmé, ¾e pøi námi u¾ívaném standardním postupu (P == 68;3%) a n = 10 se souèinitel t li¹í od 1 jen o 6% a nemusí tedy se bì¾nìuva¾ovat. Zvolíme-li v¹ak jen 5 mìøení, je odchylka ji¾ 15%. Po¾adujeme-liriziko jen 5%, je t > 2 a musí se v¾dy uva¾ovat. Stanovujeme-li krajní chybu(teoreticky pro n ! 1 je { = 3�), je korekce na Studentovo rozlo¾ení velmivýznamná (prakticky pro bì¾nì u¾ívaný poèet mìøení n � 10 je t > 4).V dal¹ím textu, kdy pøedpokládáme n � 10 a standardní spolehlivost P == 68;3%, nebudeme v pøedlo¾ených pøíkladech popsanou korekci provádìt.Pøi (zpìtném) posuzování vìrohodnosti jednotlivých namìøených hodnotnás bude je¹tì zajímat krajní interval spolehlivosti pro jednotlivá mìøení. Tentointerval vypoèteme pomocí Studentova souèinitele (t) pro pravdìpodobnostP = 99;73% (tedy z posledního sloupce tab. 1) a smìrodatné odchylky (s) jed-noho mìøení urèené podle vztahu (11). Interval, v nìm¾ by mìla le¾et v¹echna18



data mìøení, tedy je hx � ts; x+ tsi pro P = 99;73% :Krajní chyba jednoho mìøení tedy je ts, pøièem¾ její teoretická hodnota(pro n ! 1) je 3s. Pøekroèí-li chyba jednoho mìøení krajní chybu ts (proP = 99;73%), je to dùvod, abychom tuto hodnotu vylouèili a provedli korigo-vané zpracování dat mìøení.Tab. 1 Studentùv souèinitel t = t(P; n)t(P; n)n P = 68;3% P = 95;0% P = 99;0% P = 99;73%3 1,32 4,30 9,92 19,214 1,20 3,18 5,84 9,225 1,15 2,78 4,60 6,626 1,11 2,57 4,03 5,517 1,09 2,45 3,71 4,908 1,09 2,37 3,50 4,539 1,07 2,31 3,36 4,2710 1,06 2,26 3,25 4,0911 1,06 2,23 3,17 3,9612 1,05 2,20 3,11 3,8515 1,04 2,15 2,98 3,6320 1,03 2,08 2,86 3,4530 1,02 2,05 2,76 3,2850 1,01 2,01 2,68 3,16100 1,00 1,98 2,63 3,081 1,00 1,96 2,58 3,003.4 Postup pøi zpracování dat namìøených hodnotNejprve uvedu klasický postup pøi úplném výpoètu, poté postup pøi vyu¾itístatistického programu v kapesním þvìdeckémÿ kalkulátoru.1. Data pí¹eme do vhodné tabulky (viz pøíklad 1). Vypoèteme aritmetickýprùmìr x z n namìøených hodnot xk podle (9).2. Vypoèteme odchylky �k = xk � x pro v¹echna k, pøièem¾ musí býtP�k = 0.3. Vypoèteme �2k pro v¹echna k a jejich souèet P�2k.19



4. Vypoèteme výbìrovou smìrodatnou odchylku aritmetického prùmìru sxpodle (12), abychom vyhodnotili vliv náhodných chyb na výsledek mìøení (vlivsoustavných chyb je nutné korigovat samostatnì).5. Výsledek napí¹eme ve tvaru x = x� sxvèetnì jednotek, pøièem¾ smìrodatnou odchylku uvedeme jen na jednu, nejvý¹edvì platné cifry (uvádìt chybu na více cifer je nejen zbyteèné, ale ji¾ se pova¾ujeza formálnì chybný zápis). Poèet míst aritmetického prùmìru x zaokrouhlímetak, aby poslední platná cifra odpovídala poslední platné ciføe zaokrouhlenéchyby.Napø. d = (18;25� 0;03) mm; d = 18;252� 0;033) mm,m = (250;5� 0;2) � 10�3 g; m = (250;48� 0;15) � 10�3 g,P = (1200� 10) W; P = (1198� 12) W.Pøi zaokrouhlování se zpravidla postupuje podle v¹eobecných pravidel.S ohledem na spolehlivost výsledkù (viz Studentùv koe�cient v tab. 1) je opa-trnìj¹í zaokrouhlovat smìrem nahoru (zvlá¹tì, je-li poslední cifra > 2).Zaokrouhlení na dvì platné cifry pou¾ijeme zejména v pøípadech, kdy s veli-èinami provádíme dal¹í výpoèty, abychom sní¾ili chyby pøi dal¹ím zaokrouhlo-vání.Pøi pou¾ití kapesního kalkulátoru je výpoèet sice podstatnì rychlej¹í,av¹ak mù¾e dojít k systémovým chybám, proto¾e nabízený statistický programnebývá specializován na výpoèet chyb mìøení.1.Kalkulátor pøepneme na statistický program a vyma¾eme obsah statistickýchpamì»ových registrù.2. Do vstupní pamìti peèlivì vlo¾íme data hodnot namìøené velièiny.3. Zpracovaná data budou ulo¾ena v oznaèených pamì»ových registrech. Kal-kulátor provede pøíslu¹né výpoèty v okam¾iku otevøení nìkterého z pamì»ovýchregistrù se statistickými daty. Nás budou zajímat jen nìkterá výstupní data.Výstupní data budou nabídnuta buï na maximální nebo pøedem nastavený po-èet cifer (nakonec bude nutné provést zaokrouhlení podle velikosti smìrodatnéodchylky aritmetického prùmìru).4. Urèíme výbìrovou smìrodatnou odchylku aritmetického prùmìru sx tím,¾e vyu¾ijeme smìrodatnou odchylku �n�1 nebo �n (jedna nebo druhá jsouv pamì»ových registrech; kalkulátory u¾ívají oznaèení �). Smìrodatná odchylka�n�1 odpovídá velièinì (11); má tedy význam výbìrové smìrodatné odchylkyjednoho mìøení. Odchylka �n se li¹í tím, ¾e souèet druhých mocnin odchylek20



�k je dìlen poètem n. Výbìrovou smìrodatnou odchylku aritmetického prùmìru(12) musíme tedy dopoèítat podle vzorcesx = �n�1pn = �npn� 1 , (13)pøièem¾ (nám známé) èíslo n je rovnì¾ ulo¾eno v jedné z pamìtí - ovìøíme si,zda jsme opravdu vlo¾ili v¹echna data. Výsledek (13) zaokrouhlíme na jednunebo dvì cifry.5. Z pøíslu¹né pamìti vyvoláme aritmetický prùmìr x, zaokrouhlíme jej podledøíve uvedeného pravidla a výsledek napí¹eme v koneèném tvaru vèetnì jedno-tek x = x� sx :Klasický postup výpoètu a postup s vyu¾itím statistického programu nakalkulátoru si mù¾ete ovìøit na následujícím pøíkladì.Pøíklad 1 { zpracování dat mìøení délkyPøi mìøení délky drátu, na nìm¾ bylo zavì¹eno záva¾í, byla získána data, kterájsou uvedena v prvním sloupci následující tabulky 2. Zpracujte data mìøení a)klasickým postupem, b) u¾itím statistického programu na kapesním kalkulá-toru; tj. urèete aritmetický prùmìr l a jeho smìrodatnou odchylku.Øe¹enía) Tab. 2 Zpracování dat mìøení délkyk lkmm �kmm �2kmm21 519,2 - 0,68 0,46242 520,0 0,12 0,01443 519,8 - 0,08 0,00644 520,4 0,52 0,27045 519,6 - 0,28 0,07846 520,1 0,22 0,04847 520,0 0,12 0,01448 520,2 0,32 0,10249 519,7 - 0,18 0,032410 519,8 - 0,08 0,0064l=519,88 mm P�k=0,0 mm P�2k=1,036 mm221



sl =r P�2kn(n� 1) =r1;03610 � 9 mm = 0;1073 mm := 0;11 mm := 0;1 mm ;l = (519;88� 0;11) mm := (519;9� 0;1) mm :b) Vyma¾eme obsah statistických pamì»ových registrù kalkulátoru. Do vstupnípamìti vlo¾íme data { namìøené velikosti délky z prvního sloupce tabulky 2.Nyní z pøíslu¹ného pamì»ového registru zjistíme l = 519;88 mm, dále �n�1 == 0;3393 mm (má význam chyby jednoho mìøení), provedeme dìlenípn = p10a dostaneme chybu aritmetického prùmìru, tedy sl = 0;107 mm := 0;11 mm :=:= 0;1 mm. Nebo zjistíme �n = 0;3219 mm; dìlíme pn� 1 = 3 a dostanemestejnou smìrodatnou odchylku.c) Krajní chyba jednoho mìøení je ts. Studentùv souèinitel pro P = 99;73% an = 10 je t = 4;09, standardní odchylka jednoho mìøení s = 0;32 mm. Tedykrajní chyba ts = 1;3 mm. ®ádná z namìøených hodnot v tab. 2 ji nepøekraèujea není nutné korigovat výpoèet.Pøíklad 2 { zpracování dat pøi mìøení postupnou metodouPøi mìøení úkazù, které se periodicky opakují, je výhodné pou¾ít postupnoumetodu. U¾ívá se napø. pøi mìøení doby kyvu � (zde konkrétnì torzního ky-vadla). Mìøení uspoøádáme tak, aby hodnoty tvoøily aritmetickou posloupnosts ekvidistantními hodnotami argumentu. Je to zøejmé z následující tabulky,která obsahuje uspoøádaná data dob 10 kyvù a¾ do celkového poètu 200 kyvù.U¾itím kalkulátoru vypoètìte aritmetický prùmìr doby 100� a jeho smìro-datnou odchylku. (Údaje platné pro dobu jednoho kyvu nebo jednoho kmitubudeme urèovat a¾ v kap. 4.)Øe¹eníNejprve urèíme t2 � t1 = 100� { dostaneme 10 hodnot a provedeme jejichstandardní zpracování na kalkulátoru; výsledek je zapsán do tabulky 3.
22



Tab. 3 Zpracování dat mìøení doby kyvut1s t2s 100�10� 18,2 110� 205,3 187,120� 37,4 120� 224,0 186,630� 56,0 130� 242,4 186,440� 74,7 140� 261,2 186,550� 93,3 150� 279,8 186,560� 111,7 160� 298,5 186,870� 130,5 170� 317,1 186,680� 149,1 180� 335,7 186,690� 167,9 190� 354,3 186,4100� 186,7 200� 373,0 186,3
100� = 186;58 s;�n�1 = 0;230 s;�n�1pn = 0;073 s;100� = (186;58� 0;07) s:

3.5 Vliv nepøesnosti mìøidla na chybu výsledkuMìøení fyzikálních velièin uskuteèòujeme pomocí mìøidel { technických pro-støedkù, které dìlíme na míry a mìøící pøístroje.Míra je mìøidlo, které pøi pou¾ití reprodukuje jednu nebo nìkolik hodnoturèité velièiny. Patøí sem napø. záva¾í, délkové mìøítko s èárkovou stupnicí,odmìrný válec, odporová dekáda, etalon napìtí (normální galvanický èlánekWestonùv) apod.Mìøicí pøístroj je mìøidlo, u nìho¾ se alespoò jedna souèást pøi mìøenípohybuje nebo funkènì mìní svùj stav. Dìlí se na pøístroje analogové , u nich¾je výstupní údaj spojitou funkcí (napø. úhlová výchylka ruèky pøístroje) anebodigitální , u nich¾ se mìøená velièina pomocí pøevodníku mìní na elektrickýsignál, který se indikuje v èíslicovém tvaru. Patøí sem a» ji¾ v analogové nebodigitální formì napø. posuvné mìøítko, stopky, váhy, teplomìr, voltmetr, ohmetrapod.Konstrukce a proces výroby mìøidla závisí na pøesnosti, která se od mìøidlaoèekává. Souèástí výroby je cejchování mìøidla, pøi kterém se ovìøuje správ-nost jeho funkce, pøípadnì se vyznaèují mìøicí znaèky nebo hodnoty (kalibracemìøidla).Mìøidlo je zhotoveno v¾dy jen s urèitou pøesností. Jeho nedokonalost seprojevuje v chybì mìøidla, která má jednak slo¾ku soustavnou, jednak slo¾kunáhodnou. Soustavnou chybu mìøidla nelze odstranit opakovánímmìøení. Srov-náním s pøesnìj¹ím mìøidlem mù¾eme zjistit, v jakém rozmezí se tato chybapohybuje. Pokud není uvedena informace o pøesnosti mìøidla jeho výrobcem,23



bereme jeho chybu jako zlomek nejmen¹ího dílku na stupnici (je to zpravidlapolovina nebo celý dílek).Pøíklady nejvìt¹ích pøípustných chyb [9]:kovové pravítko 0;5 mmposuvné mìøítko 0;05 a¾ 0;1 mmmikrometr 0;01 mmúchylkomìr (indikátorové hodinky) a¾ 0;001 mmmechanické stopky 0;3 sdigitální stopky 0;01 ssklenìné teplomìry 1 a¾ 1=2 dílkulaboratorní váhy (bez korekce na vakuum) 0;1% a¾ 1%U analogových elektrických mìøicích pøístrojù se jejich pøesnost hodnotípomocí relativní dovolené mezní chyby p pøístroje uvedené v procentech. Podlení jsou pøístroje rozèlenìny do 7 tøíd pøesnosti (pøitom se procenta neuvádìjí):0;1; 0;2 (pou¾ívají se jako normály a velmi pøesné laboratorní pøístroje); 0;5;1 (laboratorní pøístroje); 1;5; 2;5; 5 (pøístroje provozní). Údaj p je uveden na¹títku stupnice.Dodr¾í-li se pøi mìøení podmínky stanovené výrobcem (napø. teplota okolí,poloha pøístroje), pak v rozmezí pou¾itého rozsahu pøístroje nepøekroèí celkováchyba (soustavná i náhodná) mìøené velièiny dovolenou mezní hodnotu pBudeme-li napø. mìøit miliampérmetrem s rovnomìrnou stupnicí od 0 doIm ve tøídì pøesnosti p, je dovolená mezní chyba pøístroje v rozmezí celéhorozsahu 0 { Im rovna �I = Im p(%)100 :Relativní mezní chyba mìøené hodnoty I na této stupnici tedy je�I = �II = ImI p100 ;je tedy závislá na tom, v jaké poloze na stupnici se mìøení uskuteèòuje. Budeme-li v polovinì stupnice, bude mezní chyba �I = 2p, budeme-li ve 20% od levéhookraje, bude �I = 5p. Výhodné je tedy uskuteèòovat mìøení na takovém roz-sahu, aby ruèièka pøístroje byla v blízkosti maximální hodnoty stupnice.Má-li stupnice nelineární prùbìh, bude relativní mezní chyba stejnou neli-neární funkcí polohy ruèièky mìøicího pøístroje.Pøi ètení polohy ruèièky na stupnici kvalitního laboratorního pøístroje(s podhledným zpìtným zrcátkem) mù¾eme odhadovat i desetiny rozmezí jed-noho dílku. 24



U digitálních mìøicích pøístrojù dosud neexistuje podobná norma jakou pøístrojù analogových. Dovolená chyba se zpravidla uvádí jako souèet dvourelativních chyb � = j�Mj+ j�RjMX ;kde �R je relativní chyba z maximální hodnoty mìøicího rozsahu (bývá uvedenana ¹títku pøístroje nebo se urèí jako �1 digit na posledním místì èíslicovéhotabla dìlený u¾itým maximálním rozsahemM) a �M je relativní chyba z mìøenéhodnoty (uvádí se na ¹títku nebo v manuálu pøístroje),X je namìøená hodnotana rozsahu M .Budeme napø. mìøit digitálním voltmetrem na rozsahu M = 3 V. Voltmetrmá uvedenou chybu �R = 0;2% a �M = 0;2%. Namìøíme napìtí U = 2;216 V.Mezní chyba mìøení bude� = 0;2%+ 0;2% 32;2 = 0;47% ;U = (2;22� 0;01) V :Jaká bude chyba namìøené velièiny pøi opakovaném mìøení s pøihlédnutímk chybì mìøicího pøístroje? Pøi opakovaném mìøení urèíme standardním zpù-sobem aritmetický prùmìr x a smìrodatnou odchylku s aritmetického støedu;její relativní velikost oznaème �s. Relativní dovolenou chybu mìøicího pøístrojeoznaème �m. Jistý problém je v tom, ¾e tato chyba je mezní (výrobce garantuje,¾e vìt¹í nebude), kde¾to �s je støední. I pøes odli¹ný charakter obou chyb lzes urèitou nejistotou vypoèítat chybu celkovou { s vyu¾itím poznatkù o slo¾enéchybì (viz kap. 4) platí �c �p�2s + �2m :Pøi mìøení na ménì pøesných pøístrojích mù¾e dovolená chyba pøístroje i o øádpøevy¹ovat smìrodatnou odchylku z náhodných chyb. Pak hledáme pøesnìj¹ímìøicí pøístroj.Pøíklad 3 { mìøení voltmetremNa voltmetru o tøídì pøesnosti p = 0;5 a pøi u¾ití rozsahu 3 V bylo mìøenonapìtí desetkrát a statistickým zpracováním byla získána hodnota U = (2;21��0;03) V. Vypoètìte celkovou chybu pøi zahrnutí mezní dovolené chyby mìøi-cího pøístroje.
25



Øe¹eníMezní dovolená relativní chyba voltmetru pøi mìøení hodnoty U je�m = UmU p100 = 32;21 � 1100 = 1;4 � 10�2 :Celková chyba �c �s�0;032;21�2 + (1;4 � 10�2)2 = 0;019 := 2% :Pak U = (2;21� 0;04) V :
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4 Hodnocení pøesnosti vypoètené velièiny4.1 Hodnota velièiny vypoètené z velièin namìøenýchJedním z úkolù fyzikálních mìøení je také urèit velièinu z de�nièního vztahunebo z fyzikálního zákona. Tyto vztahy vyjadøují souvislost urèované velièinys nìkolika jinými velièinami urèenými pøímým mìøením. Napø. hustota tìlesave tvaru válce se urèí mìøením hmotnosti m a objemu V = �d2l4 podle vztahu% = mV = 4m�d2l ; (14)nebo tíhové zrychlení z doby kyvu � malých kmitù matematického kyvadladélky l podle vztahu g = �2 l�2 : (15)(V tomto druhém pøípadì bude výsledek zatí¾en i soustavnou chybou, pro-to¾e kyvadlo nemù¾e být realizováno jako matematické a nemù¾e konat kmitys úhlovou amplitudou, která konverguje k nule.)Uvedené pøíklady jsou zvlá¹tním pøípadem obecného vztahu, kdy urèovanávelièina u je vázaná s mìøenými velièinami x; y; z; : : : symbolickým vztahemu = u(x; y; z; : : :) : (16)Pøedpokládáme, ¾e pøedchozím mìøením jsme získali aritmetické výbìrovéprùmìry mìøených velièin a jejich výbìrové smìrodatné odchylkyx = x� sx ; y = y � sy ; z = z � sz ; : : : (17)Pravdìpodobná hodnota výsledné velièiny (16) pak budeu = u(x; y; z; : : :) : (18)Výsledek zaokrouhlíme jen na tolik platných cifer, kolik je jich odùvodnìnovýbìrovou smìrodatnou odchylkou su výsledku. Ta bude øe¹ena v následujícíchodstavcích { viz rovnì¾ pøíklady 4 a¾ 7.Problém øe¹ený v této kap. 4, tj. urèování chyb vypoètených velièin, sev literatuøe (viz napø. [1]) oznaèuje jako urèování chyb nepøímých mìøení azákonitosti, kterými se tyto výpoèty øídí, se oznaèují jako zákony hromadìníchyb (viz napø. [9]). 27



4.2 Horní mez smìrodatné odchylky vypoètené velièinyNyní provedeme odhad horní meze smìrodatné odchylky vypoètené velièiny(18) z výbìrových smìrodatných odchylek mìøených velièin (17). Tyto smìro-datné odchylky mù¾eme pova¾ovat za velmi malé odchylky od hodnot pøíslu¹-ných velièin, pøièem¾ jejich vliv na smìrodatnou odchylku vypoètené velièinyu bude záviset na tom, jaké znaménko a jaká velikost jednotlivé smìrodatnéodchylky se v urèité kon�guraci jednotlivých vlivù uplatní. Nejménì pøíznivýpøípad nastane, budeme-li v¹echny tyto odchylky uva¾ovat s takovým znamén-kem, aby smìrodatnou odchylku su vypoètené velièiny vychylovaly na stejnoustranu.Uva¾ujme dílèí odchylky dostateènì malé velikosti sx, sy,: : : . Pak hornímez smìrodatné odchylky vypoètené velièiny mù¾eme aproximovat totálnímdiferenciálem funkce (16) nìkolika nezávisle promìnných (tj. mìøených velièin)v okolí uva¾ovaného bodu (tj. vypoètené pravdìpodobné hodnoty velièiny)3:du = @u@xdx+ @u@y dy + @u@z dz + : : :Horní mez výbìrové smìrodatné odchylky vypoètené velièiny urèíme tak, ¾ediferenciály nahradíme výbìrovými smìrodatnými odchylkami mìøených velièina parciální derivace budeme uva¾ovat kladné, tj. budeme brát jejich absolutníhodnoty. Pak horní mez smìrodatné odchylky vypoètené velièiny je(su)max = ����@u@x ���� sx + ����@u@y ���� sy + ����@u@z ���� sz + : : : (19)Tento výsledek se nìkdy oznaèuje jako lineární zákon hromadìní chyb.Výsledek (19) se pou¾ívá k výpoètu smìrodatné odchylky vypoètené veli-èiny, jsou-li mìøení velièin x; y; z; : : : zatí¾ena pøevá¾nì soustavnými chybami(viz [5]).
3Zde se setkáváme s operátorem parciální (dílèí) derivace, napø. @@x . Pøitom napø. parci-ální derivace funkce u = u(x; y; z; : : :) podle x, tj.@u@x = @@xu(x; y; z; : : :);se provede v souladu s pravidly obyèejné derivace podle x, pøièem¾ nezávisle promìnné y; z; : : :bereme jako konstanty. 28



4.3 Smìrodatná odchylka vypoètené velièinyVýsledek (19) popisuje nejménì pøíznivý pøípad, kdy se pøíspìvky chyb jednot-livých mìøených velièin absolutnì seètou. Jsou-li mìøení jednotlivých velièinx; y; z; : : : zatí¾ena jen (resp. pøevá¾nì jen) náhodnými chybami , existuje urèitápravdìpodobnost kompenzace jednotlivých chyb. Poèet pravdìpodobnosti (viznapø. [2]) dospívá u¾itím metody nejmen¹ích ètvercù ke správnìj¹ímu vzorci,který výbìrovou smìrodatnou odchylku vypoètené velièiny hodnotí pøíznivìji:su =s�@u@x�2 s2x +�@u@y�2 s2y +�@u@z�2 s2z + : : : (20)Tento výsledek se nìkdy oznaèuje jako kvadratický (Gaussùv) zákon hromadìníchyb.Jsou-li k dispozici výbìrové smìrodatné odchylky jednotlivých mìøenýchvelièin se dvìma platnými ciframi, pou¾ijeme je ve vzorci (20) a na jednu cifruzaokrouhlíme a¾ výbìrovou smìrodatnou odchylku vypoètené velièiny, tj. su.Pøíklad 4 { smìrodatná odchylka aritmetického prùmìruOdvoïte vzorec (12) pro výbìrovou smìrodatnou odchylku aritmetického prù-mìru (9) za pøedpokladu n stejnì pøesných mìøení, tj. o stejné výbìrové smì-rodatné odchylce s jednoho mìøení.Øe¹eníVzorec (9) pro aritmetický prùmìr mù¾eme v symbolice (16) psát ve tvarux(x1; x2; : : : ; xn) = x1n + x2n + : : :+ xnn :Proto¾e @x@x1 = @x@x2 = : : : = @x@xn = 1n ;bude podle vzorce (20) platitsx =s 1n2 s2 + 1n2 s2 + : : :+ 1n2 s2 = spn ;co¾ bylo dokázáno. 29



4.4 Smìrodatná odchylka vypoètené velièiny ve zvlá¹t-ních pøípadech4.4.1 Vypoètená velièina je funkcí jediné promìnnéNech» výsledná velièina u je funkcí jediné promìnné x, tedy u = u(x). Pak@u@x = dudx ; @u@y = @u@z = : : : = 0 ;tak¾e podle vzorce (20) { i podle vzorce (19) { budesu = ����dudx ���� sx : (21)Dùle¾ité zvlá¹tní pøípady:a) Velièina je násobena konstantou: u = ax. Pakdudx = a ; su = asx ; (22)neboli smìrodatná odchylka vypoètené velièiny je a násobkem smìrodatné od-chylky mìøené velièiny.Pøíklad 5 { doba kmituVypoètìte dobu kmitu a její smìrodatnou odchylku pro torzní kyvadlo, jeho¾data jsou zpracována v pøíkladu 2.Øe¹eníVýsledek mìøení se vztahuje na 100 kyvù, tj. na 50 kmitù. Tedy, v souladus (22), kde v na¹em pøípadì je a = 150, dostanemeT = a(100�) = �186;5850 � 0;0750 � s = (3;7316� 0;0014) s := (3;732� 0;001) s :(Zaokrouhlení smìrodatné odchylky bylo provedeno podle pravidel zaokrouh-lování, jak se v¹eobecnì u¾ívá. Serióznìj¹í a jistìj¹í by ov¹em bylo zaokrouhlenínahoru, tj. na 0;002 s, jak opatrný experimentátor radìji uvede. Nejjistìj¹í jeov¹em uvést výsledek na 2 cifry, zejména pou¾ívá-li se v dal¹ích výpoètech.)30



b) Velièina je mocninou mìøené velièiny: u = xk: Pakdudx = kxk�1 ; su = kxk�1sx ;co¾ mù¾eme vyjádøit ve tvarusuxk = k sxx ; resp: �(xk) = k�(x) ; (23)neboli relativní chyba k-té mocniny mìøené velièiny je k-násobkem její relativníchyby.c) Velièina je logaritmem mìøené velièiny: u = ln jxj. Pakdudx = 1x ; su = sxx = �(x) ; (24)neboli chyba (smìrodatná odchylka) pøirozeného logaritmu mìøené velièiny jerovna její relativní chybì. Toto zji¹tìní má praktický dùsledek: pøi ètení na lo-garitmických stupnicích grafù je ètení hodnot logaritmù stejnì pøesné na v¹echmístech stupnice.4.4.2 Sluèování namìøených velièinNech» je výsledná velièina u dána souètem nebo rozdílem namìøených velièinx, y. Pak u = x� y ; @u@x = 1 ; @u@y = �1a podle (20) pro smìrodatnou odchylku vypoètené velièiny vycházísu =qs2x + s2y ; (25)kde sx, sy jsou smìrodatné odchylky aritmetických prùmìrù namìøených veli-èin. Absolutní chyba rozdílu velièin je tedy stejná jako pro jejich souèet. Z tohovyplývá, ¾e rozdíl dvou velièin, jejich¾ èíselná hodnota je blízká, je zatí¾en vel-kou relativní chybou. Dále je z (25) zøejmé, ¾e vìt¹í chyba prakticky rozhodujeo velikosti výsledné chyby (smìrodatné odchylky).
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4.4.3 Souèin a podíl namìøených velièinNech» je výsledná velièina dána funkcí u, v ní¾ se vyskytuje souèin a podílnamìøených velièin, napø. u = xyz � xyz�1:Pak @u@x = yz�1; @u@y = xz�1; @u@z = �xyz�2a podle (20) bude pro (výbìrovou) smìrodatnou odchylku vypoètené velièinyplatit su = xyz�1s�sxx �2 +�syy �2 +�szz �2;resp. suu =s�sxx �2 +�syy �2 +�szz �2 =q�2(x) + �2(y) + �2(z) : (26)Z toho vyplývá, ¾e relativní chyba velièiny dané souèinem a podílem namìøe-ných velièin, je dána druhou odmocninou ze souètu druhých mocnin relativníchchyb namìøených velièin, které tvoøí souèin nebo podíl.Zvolíme-li obecnìj¹í funkciu = bxa11 � xa22 : : : xaii : : : xakk ; (27)kde b, ai 2 R jsou konstanty, pøièem¾ i 2 f1; kg. Pak pro relativní smìrodatnouodchylku vypoètené velièiny u platí�suu �2 = kXi=1 �ai sixi�2 : (28)Z tohoto výsledku vyplývá, ¾e je zapotøebí velièinu, její¾ exponent ai > 1, zmì-øit s tolikrát vìt¹í relativní pøesností, kolikrát je exponent v absolutní hodnotìvìt¹í (jinak úsilí, vynalo¾ené na mìøení jiných velièin, bude neefektivní).
32



Pøíklad 6 { tíhové zrychleníK mìøení tíhového zrychlení bylo pou¾ita metoda matematického kyvadla. Jdejen o pøibli¾nou metodu4, proto¾e jednak matematické kyvadlo je jen jednodu-chým modelem reálného kyvadla, jednak se pou¾ívá øe¹ení pro dobu � kyvu� = �s lg ;platné jen pro úhlové amplitudy '0 konvergující k nule (aby relativní soustavnáchyba doby � byla men¹í ne¾ 0;1%, musí být '0 < 5�). Pøi experimentu bylopou¾ito tzv. sekundové kyvadlo a mìøení doby kyvu bylo provedeno s dvojírùznou pøesností. Namìøené velièiny:l = (991� 1) mm1) � = (0;999� 0;006) s 2) � = (0;999� 0;001) s:Vypoètìte tíhové zrychlení vèetnì absolutní a relativní výbìrové smìrodatnéodchylky, pøièem¾ k výpoètu pou¾ijte oba vzorce (19) a (20). Porovnejte vlivpøesnosti namìøených velièin l a � na pøesnost výsledku.Øe¹ení g = �2 l�2 = 9;8004 m�s�2:a) Relativní výbìrová smìrodatná odchylka podle vzorce (19):sgg = sll + 2s�� :1) sgg = 0;00101+ 2 � 0;00601 = 0;01303 := 1;3% ;2) sgg = 0;00101+ 2 � 0;00100 = 0;00301 := 0;3% :b) Relativní výbìrová smìrodatná odchylka podle vzorce (20):sgg =s�sll �2 +�2s�� �2:4Vhodnìj¹í je pou¾ít k mìøení reverzní kyvadlo { viz [1], [2].33



1) sgg =p0;001012 + (2 � 0;00601)2 = 0;0121 := 1;2%;2) sgg =p0;001012 + (2 � 0;00100)2 = 0;0022 = 0;22%;Z výpoètù je zøejmé, ¾e urèující pro smìrodatnou odchylku výsledku { veli-kosti tíhového zrychlení { je smìrodatná odchylka mìøené doby kyvu, zejménav prvém pøípadì. Dále je zøejmé, ¾e rozdíly v hodnocení pøesnosti podle vzorcù(19) a (20) nejsou výrazné, pøièem¾ hodnocení podle vzorce (20) je správnìj¹ía pøíznivìj¹í. Výsledky podle vzorce (20):1) g = (9;8� 0;1) m�s�2 ;2) g = (9;80� 0;02) m�s�2 :Pøíklad 7 { modul pru¾nosti ve smykuPøi urèování modulu pru¾nosti ve smyku G oceli dynamickou metodou se vy-u¾ívá závislosti periody T torzních kmitù tìlesa (o momentu setrvaènosti J)zavì¹eného na drátì (o délce l a polomìru r) na modulu G oceli, z ní¾ je vyro-ben drát. Nech» zavì¹eným tìlesem je válec, pak J = 12mR2. Z teorie torzníchkmitù a teorie pru¾nosti vychází funkèní závislostG = 8�lJr4T 2 = 4�lmR2r4T 2 :Mìøením jednotlivých velièin byly získány tyto hodnoty:l = (519;9� 0;1) mm { viz pøíklad 1,m = 4;795 kg { pova¾ujte za pøesnou hodnotu,R = (46;41� 0;02) mm,r = (0;491� 0;001) mm,T = (3;732� 0;001) s { viz pøíklady 2 a 5.Vypoètìte modul pru¾nosti ve smyku vèetnì absolutní a relativní výbìrovésmìrodatné odchylky.Øe¹eníG = 8;3355 � 1010 Pa,sG = Gs�sll �2 +�2sRR �2 +�4srr �2 +�2sTT �2 ; sG = 6;84 � 108 Pa ;G = (8;34� 0;07) � 1010 Pa; relativní chyba �(G) = sGG = 0;8%:Urèující pro smìrodatnou odchylku G je zøejmì smìrodatná odchylka pro po-lomìr r drátu. 34



5 Gra�cká analýza dat mìøení5.1 Graf funkèní závislosti mìøených velièinMìøíme-li funkèní závislost dvou fyzikálních velièin, mù¾eme provést analytickézpracování této závislosti (viz kap. 6) anebo pøehlednìj¹í, av¹ak ménì pøesnìj¹ívyjádøení gra�cké. Oznaème uva¾ované fyzikální velièiny x, y a jejich (nezná-mou) funkèní závislost y = f(x). Pøi mìøení získáme n dvojic odpovídajících sihodnot [x1; y1], [x2; y2],: : : ,[xn; yn] zatí¾ených chybami mìøení.Ke gra�ckému znázornìní se nejèastìji u¾ívá pravoúhlý souøadnicový (kar-tézský) systém, i kdy¾ lze u¾ít i jiný systém, napø. polární, je-li to výhodné.V dal¹ím textu budeme uva¾ovat jen systém pravoúhlý. V nìm ka¾dé dvojicinamìøených hodnot [xk; yk] pøiøadíme bod. Tím získáme n bodù, které tvoøíbodový graf . Z nìj budeme vycházet pøi konstrukci spojitého grafu hledanéfunkèní závislosti.Je-li fyzikální velièina (y) funkcí dvou (x; z) nebo i více velièin, vznikajípøi gra�ckém znázornìní závislostí potí¾e. Ke znázornìní závislosti y = f(x; z)by bylo zapotøebí þprostorový grafÿ. V praxi se to obchází dvìma zpùsoby.Poèítaèové gra�cké programy umo¾òují názorné trojrozmìrné (3D) zobrazenífunkcí y = f(x; z) na dvojrozmìrné plo¹e. Tìmito programy mohou být vyba-veny nejen poèítaèe tøídy PC, nýbr¾ obsahují je i kapesní þvìdeckéÿ gra�ckékalkulátory (napø. TI 89/92, HP 86). Toto 3D zobrazení slou¾í v¹ak spí¹e k zís-kání názoru na prùbìh funkce, ne¾ ke kvantitativnímu øe¹ení problému. Dru-hou { seriózní { mo¾ností zobrazení je dvojrozmìrné zobrazení takové funkce,necháme-li jednu z nezávisle promìnných konstantní { pøi volbì jejich konstant-ních hodnot ve zvolené øadì. Pak vlastnì dostaneme sérii øezù prostorovéhografu { napø. rovinami x = konst:, z = konst: nebo i y = konst:. Napø. hustotaplynu je popsána funkcí % = f(p; T ). Mù¾eme kreslit graf % = f(p) pro T1, T2,T3, : : : , nebo % = f(T ) pro p1, p2, p3, : : : , pøípadnì zkoumat závislost p = f(T )pro %1, %2, %3, : : : . Pøíkladem takového grafu je obr. 1.Dosud jsme (mlèky) pøedpokládali, ¾e prùbìh fyzikálních dìjù se dá gra�ckyznázornit spojitou þhladkouÿ èarou (tj. vèetnì spojité první derivace). Spojitýprùbìh (tj. bez diskrétních nespojitostí) má vìt¹ina fyzikálních dìjù. Jisté dìjemohou probíhat nespojitì (napø. ty, které souvisí s poètem èástic, ale i zde,je-li tento poèet velký, je znázoròujeme spojitì).5.2 StupniceTvar grafu vy¹etøované funkèní závislosti výraznì ovlivòuje volba stupnice nasouøadnicové ose (nositelce). Jde o vzájemné pøiøazení polohy � bodu na ose a35



zobrazované velièiny x podle rovnice� = �f(x); (29)kde � je modulová míra, která slou¾í k pøevodu zobrazované velièiny (ve zvo-lených jednotkách nebo jejich násobcích) na délku (volíme ji v mm), napø.1 N � 10 mm (� = 10 mm � N�1) nebo 10 K � 1 mm (� = 110 mm � K�1).Funkce f(x) je monotónní a urèuje prùbìh zobrazení na stupnici, pøièem¾ xje èíselná hodnota zobrazované velièiny v uva¾ovaných jednotkách. Praktickypøicházejí v úvahu tyto funkce:1. lineární f(x) = a+ bx (rovnomìrná stupnice),2. logaritmická f(x) = a+ b logxnebo f(x) = a+ b lnx (logaritmická stupnice),3. kvadratická f(x) = a+ bx2 (kvadratická stupnice),4. lineárnì lomená f(x) = a+ bx (lineárnì lomená stupnice),pøièem¾ b 6= 0 a konstanta a � 0 urèuje hodnotu zobrazované velièiny v uva¾o-vaném poèátku stupnice. Pøíkladem grafu s logaritmickou stupnicí je obr. 3.Rovnice (29) je zobrazovací rovnicí zobrazované velièiny (x) a urèuje jejíkótu (�) na stupnici . Ke sna¾¹ímu kreslení grafù se u¾ívají speciální gra�cképapíry . Nejèastìji jsou to milimetrový papír s rovnomìrnými stupnicemi v mi-limetrech, logaritmický papír s obìma stupnicemi logaritmickými dekadickýmia semilogaritmický papír , který má jednu stupnici logaritmickou a druhou rov-nomìrnou.Nejèastìji se u¾ívá rovnomìrná stupnice, proto¾e je nejjednodu¹¹í. Tatostupnice ov¹em není v¾dy nejvýhodnìj¹í. Jde nám o to, aby prùbìh zobrazo-vané velièiny (tj. funkèní køivka { graf) byl co nejjednodu¹¹í, nejlépe lineární.Uká¾eme si to na následujícím jednoduchém pøíkladì.Pøíklad 8 { volný pádUrèete u¾itím grafu s = f(t) tíhové zrychlení z namìøených hodnot velièin{ dráhy s a doby t volného pádu olovìné kulièky (olovìné proto, aby bylomo¾né zanedbat odpor vzduchu). Namìøené velièiny jsou v tab. 4. Uvedenádata mù¾eme je¹tì doplnit o bod s = 0 m pro t = 0 s, který je zøejmý jakz teorie, tak z empirie.Tab. 4 Data mìøení volného pádusm 4,00 5,20 6,00 7,00 8,00 9,00 10,0 11,0ts 0,90 1,03 1,10 1,20 1,28 1,35 1,43 1,5036



Poznámka: V pøíkladì 15 je vyu¾ito tìchto dat k øe¹ení tíhového zrychleníregresní analýzou.Øe¹eníPro dráhu volného pádu tìlesa pøi zanedbání odporu vzduchu platís = 12gt2:Pøi analytickém øe¹ení bychom z tohoto vztahu urèili g = f(s; t) = 2st2 , do-sazením bychom dostali 8 hodnot a urèili bychom aritmetický prùmìr vèetnìvýbìrové smìrodatné odchylky (viz úlohu 5). Znázorníme-li namìøené hodnotydo grafu s rovnomìrnými stupnicemi, dostaneme (pøibli¾nì) oblouk paraboly(viz obr. 4).
s2 := 9;8 m

s1 := 4;9 m t1 = 1 s t2 = p2 s
0 0;4 0;8 1;2 1;6246

81012
sm

tsObr. 4 Graf závislosti s = f(t) pro volný pád;obì stupnice jsou rovnomìrné

Parametry této paraboly(napø. poloha ohniska)jsou závislé na g, av¹akurèují se nesnadno a ne-pøesnì. Tíhové zrychlenílze z tohoto grafu urèitinterpolací { pro t1 == 1;0 s je s1 := 4;9 m ag = 2s1t21 = 9;8 m�s�2 ne-bo pro t2 = p2 s je s2 :=:= 9;8 m a g = 9;8 m�s�2.Zvolíme-li v¹ak osu úseèek (tj. osu x) kvadratickou, tj. u¾ijeme-li funkcif(x) � f(t) = t2 = z, bude s = g2z37



a grafem této funkce je pøímka o smìrnici tg� = fgg2 (viz obr. 5). Pak fgg == 2 tg�. Chceme-li ov¹em v grafu pøímo mìøit úhel �, musíme zvolit pro jed-notky obou velièin, tedy pro [s] = 1 m a pro [t] = 1 s, stejnou modulovoumíru. Napø. �s = 5 mm �m�1, �t = 5 mm � s�1. Potom v¹ak mù¾e vyjít úhel �nevhodné velikosti. Na obr. 5, kde je u stupnice 2 zvolen zde uvedený modul,vychází � � 78�. Výhodnìj¹í je zvolit modul pro t tak, aby �0 � 45�, napø.�0t = 25 mm � s�1, co¾ je u stupnice 1. Pak je ov¹em tøeba úhel �0 pøepoèítatpodle vztahu tg� = �s�0t tg�0:

0 0;5 0;9 1;2 1;4 1;6246
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tsts1 1;5

2 1

21
�0 = 44;5�� = 78;5�

�0� Obr. 5 Graf s = f(t) pro volný pád;stupnice pro t je kvadratická

Pøepoèet:tg� = �s�0t tg�0tg� = 5 tg 44;5�tg� = 4;91� = 78; 5�fgg = 2 � tg� = 9;82
Nejvýhodnìj¹í je graf vyjádøit v logaritmických stupnicích. Paklogfsg = 2 logftg+ log fgg2 ;38



a grafem je opìt pøímka. Namìøené hodnoty vyneseme do grafu a body prolo-¾íme pøímku (obr. 6). Tíhové zrychlení se urèí z úseku b, který pøímka vytínána ose souøadnic (tj. na ose y) pro log t = 0, tedy pro t1 = 1 s. Úsek lze èíst nalogaritmické stupnici jako s1 = 4;9 m. Pakfgg = 2fs1g = 2 � 4;9 = 9;8:Po doplnìní jednotek g = 9;8 m�s�2.Pro t2 = p2 s dostaneme analogicky fgg = fs2g = 9;8; tj: g = 9;8 m�s�2:
s2 := 9;8 m

s1 := 4;9 mt1 = 1;0 s t2 = p2 s
0;9 1;0 1;1 1;2 1;3 1;4 1;5 1;646
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sm

tsObr. 6 Graf s = f(t) pro volný pád;obì stupnice jsou logaritmické5.3 Zobrazování funkcí lineárním grafemV grafu s logaritmickými stupnicemi lze zobrazit lineárním grafem i slo¾itìj¹ífunkce ne¾ je kvadratická funkce, prezentovaná v pøíkladu 8. Uva¾ujme dvìobecnìji de�nované funkce y = axm;y = acbx;kde a, b, c, m = konst: 39



Logaritmováním dostanemelog y = log a+m logx ;log y = log a+ (b log c)x :První funkce se zobrazí jako pøímka na logaritmickém a druhá na semilogarit-mickém papíøe.Uva¾ujme nyní pomìrnì slo¾itou funkci (4), která je analytickým vyjádøe-ním Gaussova rozlo¾ení. Jejím logaritmováním obdr¾ímeln p = ln� hp��� h2"2 :Zavedeme-li substitucí nové promìnnéln p = y; "2 = x ;dostaneme lineární závislost y = ln� hp��� h2x ;která se zobrazí jako pøímka na tzv. pravdìpodobnostním papíøe. U nìj jeosa úseèek (tj. vodorovná osa x) kvadratická a osa poøadnic (tj. svislá osa y)logaritmická.Hyperbolická funkèní závislost typuy = axb+ cx (30)se dá pøevést na lineární, kdy¾ budeme psát výrazy v pøevráceném (reciprokémtvaru), tj. 1y = ca + ba 1x : (31)Funkci znázorníme jako pøímku, kdy¾ na osy naneseme reciproké hodnoty ve-lièin x, y.Transformace rùzných závislostí na lineární grafy má pro posuzování vý-sledku mìøení veliký význam, nebo» snadno mù¾eme z grafu experimentálnìzískaných hodnot posoudit, do jaké míry se odchyluje od teoretického lineár-ního prùbìhu. 40



5.4 Zásady kreslení grafù z dat mìøeníZ grafù na obr. 4 a¾ 6 jsme si mohli v¹imnout nìkterých významných zásad,které je nutné dodr¾ovat pøi kreslení grafù.1. Posoudíme prùbìh závislosti mìøených velièin a rozhodneme se pro typ stup-nice grafu.2. Zhodnotíme rozsah hodnot mìøených velièin, zvolíme poèátek stupnice (ne-musí být nula) a vhodnou modulovou míru tak, aby byla vyu¾ita podstatnáèást stupnice { tak bude nakreslený graf pokrývat významnou èást plochy vy-mezenou osami.3. Máme-li k dispozici vhodný gra�cký papír (milimetrový, logaritmický), po-u¾ijeme jej; tím si zjednodu¹íme úkol. Nemáme-li jej k dispozici, vystaèímeu rovnomìrné stupnice se dvìma trojúhelníky (u nelineárních stupnic je¹tìs kalkulátorem) a tu¾kou.4. Nakreslíme osy, vytvoøíme stupnice pøíslu¹ných fyzikálních velièin ve zvo-lených jednotkách (nebo jejich násobcích) a popí¹eme osy . Proto¾e do grafuvyná¹íme èíselné hodnoty, popí¹eme osy znaèkou velièiny dìlenou jednotkou(napø. Rk
, jde-li o elektrický odpor v k
).5. Peèlivì vyneseme do vymezené plochy hodnoty namìøených velièin a bodyøádnì vyznaèíme krou¾kem nebo jinou znaèkou. Jde-li o rùzné závislosti v jed-nom grafu, u¾ijeme rùzných znaèek. Napø. �, �, 4, �, +, �, � aj. Po vykresleníèáry grafu tyto znaèky neodstraòujeme, nebo» dávají pøehledný obraz o mìøení(o jeho pøesnosti, rozptylu). Tvoøí tzv. bodový graf mìøených (empirických)hodnot.Vyboèuje-li nìkterý z bodù významnìz øady, mù¾e to mít nìkolik pøíèin: hrubouchybu pøi vyná¹ení do grafu (opravíme),chybu pøi mìøení (po ovìøení vynecháme),nebo mù¾e jít o hrubé mìøení slo¾itìj¹íhojevu (napø. rezonanèního). Jde-li o tentopøípad, je zapotøebí dal¹í peèlivé promìøenídaného úseku závislosti.Máme-li k jednotlivým velièinám vypoè-teny i výbìrové smìrodatné odchylky, vy-neseme hodnoty velièiny vèetnì tìchto od-chylek { ve formì svislých úseèek (I) { vizobr. 7. Získáme tím lep¹í obraz o pøesnostimìøení. 0
y

xObr. 7 Graf s vyznaèenímsmìrodatných odchylek41



6. Prolo¾íme èáru grafu mìøenýmibody , pøièem¾ prùbìh èáry jen od-hadneme. Mìøení je, jak víme, pro-vázeno chybami a èára toto mì-øení vyrovnává. Nesprávné je protopøímé spojování tìchto bodù a» ji¾èarou lomenou nebo zvlnìnou (vizobr. 8). K pøesnému vyrovnáváníprùbìhu závislosti mìøené velièinybyly vypracovány rùzné metodyanalytické nebo gra�cké (viz napø.[2]), zalo¾ené na metodì nejmen-¹ích ètvercù. Dne¹ní úroveò zpraco-vání výsledkù mìøení regresní ana-lýzou vyu¾itím PC nebo kalkulá-torù vyu¾ívání tìchto metod ji¾ po-tlaèila. 0

y

x
chybnì správnì

bod bodového grafuprolo¾ená èára -- odhad funkènízávislostiObr. 8 Prokládání èáry grafumìøenými body5.5 Vyu¾ití grafù k øe¹ení fyzikálních problémù5.5.1 Interpolace a extrapolace prùbìhu funkèní závislosti fyzikál-ních velièinMìøením získáme n-tici bodù prùbìhu funkèní závislosti, které nám umo¾nínakreslit nejprve bodový a poté spojitý graf závislosti velièin. Tím, ¾e n-ticidiskrétních hodnot nahradíme vyrovnaným grafem, provádíme interpolaci prù-bìhu v bodech, ve kterých jsme mìøení neprovádìli. Omezenì, s vìt¹í nejisto-tou, mù¾eme extrapolovat prùbìh grafu do bodù le¾ících vlevo nebo vpravood okraje intervalu mìøení nezávisle promìnné. Tato extrapolace je ménì ris-kantní u prùbìhù lineárních v rovnomìrné stupnici, nebo u prùbìhù, které selineárnímu prùbìhu blí¾í (tj. u funkcí, u nich¾ je malá zmìna i první derivacefunkce).Pøíklad 9 { závislost elektrického odporu na teplotìVýsledky mìøení elektrického odporu vodièe v závislosti na teplotì jsou uvedenyv tab. 5.
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Tab. 5 Data mìøení elektrického odporut�C 19,0 25,0 30,2 36,0 40,2 45,3 50,0R
 76,3 77,8 79,7 80,9 82,4 84,0 85,1a) Nakreslete graf závislosti odporu R na teplotì t.b) Urèete odpor, který bude odpovídat teplotám t1 = 20;0 �C a t2 = 60;0 �C.c) Urèete, pøi jaké teplotì t3 bude mít vodiè odpor R3 = 82;0 
.(V pøíkladì 13 je tato úloha øe¹ena je¹tì regresní analýzou.)Øe¹eníViz obr. 9, pøièem¾ pøi øe¹ení pro teploty t3 a t1 jde o interpolaci a pro t2o extrapolaci.

t1 t2t3R1

R2
R3

R


t�C15 20 30 40 50 6075
80
8588;1

Obr. 9 Graf závislosti elektrickéhoodporu R = f(t)

t1 = 20;0 �CR1 = 76;5 
t2 = 60;0 �CR2 = 88;1 
R3 = 82;0 
t3 = 39;0 �C
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5.5.2 Empirické fyzikální zákonitostiNìkdy jsme postaveni pøed úkol analyticky vyjádøit zákonitost prùbìhu dvouvzájemnì podmínìných fyzikálních velièin na základì namìøených hodnot. Jezøejmé, ¾e nejrychlej¹í názor na povahu hledané závislosti nám poskytne graf. Jevýhodné vyzkou¹et, jak bude graf probíhat pøi pou¾ití rùzných stupnic, zejménastupnice logaritmické. Mù¾eme se dopracovat i k (pøibli¾nì) lineárnímu prùbìhua pak je ji¾ pomìrnì snadné vyjádøení analytické. Vhodné je poté nakreslit dobodového grafu, vytvoøeného z experimentálních hodnot, graf analytické funkcea posoudit shodu a pøípadné odchylky. Podrobnìj¹í popis metod na urèenítypu mìøení závislosti mù¾eme najít v [2]. Na druhé stranì ji¾ v souèasné dobìexistují tzv. genetické programy pro PC, které po vlo¾ení experimentálníchdat do poèítaèe vygenerují vhodnou analytickou funkèní závislost. Problém lzerovnì¾ velmi úspì¹nì øe¹it regresní analýzou (viz kap. 6).Na mezinárodní fyzikální olympiádì se obèas vyskytne experimentální úlo-ha, jejím¾ cílem je najít empirickou fyzikální zákonitost. Pøíkladem je 26. MFOv Austrálii v r. 1995, na které mìli øe¹itelé provést experimentální výzkumodporu prostøedí (konkrétnì glycerínu) pøi pohybu váleèku o prùmìru rov-nému vý¹ce h, který se pohyboval malou rychlostí (za laminárního obtékání)kolmo k ose váleèku. Mìla se provést modi�kace klasického Stokesova vztahupro sílu F = 6��rv, platného pro kouli o polomìru r, který se pro pøípad válceo polomìru r = h2 oèekával ve tvaru Fv = 6�k � rmv. K tomu byl k dispoziciodmìrný válec s glycerínem, délkové mìøítko, stopky a váleèky ze ètyø rùznýchmateriálù (ocel, mìï, titan, hliník) o známých hustotách a ètyøech známýchprùmìrech (10, 8, 5 a 4 mm). Z pádu váleèku v glycerínu ustálenou meznírychlostí se mìøila doba pádu z urèité vý¹ky. Z grafu doby pádu v závislosti naprùmìru 2r (v grafu s logaritmickými stupnicemi ¹lo o pøímku) se zjistilo, ¾em = 1;33 = 43. Vedlej¹ím úkolem bylo je¹tì urèení hustoty glycerínu.5.5.3 Gra�cká analýza prùbìhu funkèní závislosti velièinZ gra�ckého prùbìhu (tj. z køivky grafu) experimentálnì zji¹»ovaných závislostífyzikálních velièin mù¾eme nejen okam¾itì posoudit charakteristiku probíhají-cích zmìn, ale mù¾eme provést i hlub¹í gra�ckou analýzu:� prùbìh derivace køivky funkèní závislosti,� urèení extrémù a in
exí,� gra�ckou integraci. 44



Gra�cká derivace se provede tak, ¾e se ve zvoleném bodì køivky nakreslíteèna a urèí se její smìrnice. Extrém funkce nastává, kdy¾ smìrnice teèny jenulová, tj. kdy¾ teèna je rovnobì¾ná s osou úseèek. V in
exním bodì se mìníznaménko køivosti grafu se spojitou první derivací. Hledáme jej tak, aby pøímkateènì vedená tímto bodem rozdìlila køivku tak, ¾e oblouk køivky bude z jednéstrany vypuklý a ze druhé strany vydutý nebo obrácenì.Gra�cká integrace spojité funkce y = f(x) se provede tak, ¾e se urèí plo¹nýobsah plochy vymezené èarou grafu funkce, osou úseèek (x) a poøadnicemivedenými v bodech mezí integrálu, tj. napø. x = a, x = b { viz pøíklad 11.Provedení gra�cké analýzy je èasto souèástí øe¹ení experimentálních úlohna mezinárodních olympiádách. Uvedu jednu úlohu z MFO v Èínì (pøíklad 10)a v USA (pøíklad 11).Pøíklad 10 { èerná skøíòka (25. MFO v Èínì r. 1994)Je dána þèerná skøíòkaÿ se dvìma svorkami, která neobsahuje více ne¾ tøi pa-sívní elektrické prvky. Urèete hodnoty velièin tìchto prvkù a nakreslete schémaobvodu mezi svorkami skøíòky, pøièem¾ se skøíòka nesmí otevøít.Jsou k dispozici tyto pøístroje: dvoukanálový osciloskop (umo¾òující mìøitamplitudu napìtí), tónový generátor, rezistor o odporu R = (100�0;5) 
, spo-jovací kabely a gra�cké papíry (logaritmický, semilogaritmický, milimetrový).Øe¹enía) Tónový generátor pou¾ijemejako zdroj støídavého proudu,jeho¾ frekvenci i napìtí mù¾ememìnit. Mìøení amplitudy na-pìtí a (hrubé) urèení fázovéhoposuvu dvou signálù umo¾òujeosciloskop. Schéma zapojení jena obr. 10. Pøedpokládáme, ¾eèerná skøíòka obsahuje cívku,kondenzátor a rezistor blí¾e ne-urèeného spojení a ¾e má impe-danci bZAB závislou na frekvencif tónového generátoru.
èernáskøíòkaf BA

CIm bZAB
R = 100 
 bUR bUAC

(A)
(B)

(C)Obr. 10 Schéma zapojení pro mìøeníèerné skøíòky45



b) Mìøíme amplitudy napìtí UR, UAC osciloskopem v závislosti na frekvenci f .Oznaèíme-li Im amplitudu proudu a bZAC celkovou impedanci obvodu, dosta-neme vztahy Im = URR ; j bZAC j = UACIm = UACUR R;které umo¾òují urèit j bZAC j prostøednictvím mìøených amplitud napìtí. Mì-øení provedeme pro sérii volených frekvencí f 2 f100 Hz; 50;0 kHzg, zazna-menáváme do tabulky (tab. 6). Vypoètenou impedanci j bZAC j v závislosti nafrekvenci f vyneseme do grafu (nejvýhodnìji s logaritmickými stupnicemi) {{ viz obr. 11. Tab. 6 Data mìøení èerné skøíòkyfkHz UACmV URmV j bZAC jk
0,100 600 22,0 2,730,200 600 45,0 1,330,400 600 94,0 0,6380,700 300 92,0 0,3260,900 300 121 0,2481,00 300 136 0,2201,10 300 140 0,2141,16 300 141 0,2131,25 300 140 0,2141,50 300 120 0,2502,00 300 88,0 0,3414,00 300 78,0 0,7698,00 600 38,0 1,5815,0 600 20,0 3,0030,0 600 10,0 6,0050,0 600 6,0 10,046
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Obr. 11 Závislost impedance èernéskøíòky na frekvenci napìtí
0 bUC
bUL bUACbIm bUr bURObr. 13 Fázorový diagramobvodu z obr. 12

c) Závislost impedance na frekvenci má minimumj bZAC jmin = 213 
 pøi f0 = 1160 Hz. Jde zøejmìo jev sériové rezonance { schéma zkoumaného ob-vodu mezi svorkami A, B skøíòky je na obr. 12.d) Pro amplitudu napìtí UAC platí (obr. 13)UAC =p(Ur + UR)2 + (UL � UC)2:Pøi rezonanci je UC = UL, tedy(UAC)0 = Ur + UR = (r +R)I0 = (r +R) (UR)0R ;kde I0 je amplituda proudu pøi rezonanci. Pakr = R �(UAC)0(UR)0 � 1� = 113 
:

C

Rr
L

CB

A

bUR
bUr
bUL
bUC

bUAC
Obr. 12 Schéma obvoduèerné skøíòky47



e) Pøi nízké frekvenci f � f0 jeUL = !L � Im ! 0a obvod se chová jako sériový obvod RC, pøièem¾ napìtí UC je fázovì opo¾dìnooproti (Ur + UR) o �2 (viz obr. 14).bUr + bUR0
bUC bUAC
Obr. 14 Fázory napìtíu obvodu RC

Pak napìtíUC =qU2AC � (Ur + UR)2;UC =sU2AC �� rR + 1�2 U2Ra kapacitance XC = 1!C = UCI ;XC = Rs�UACUR �2 �� rR + 1�2:Odtud 1C = 2�fRs�UACUR �2 �� rR + 1�2; (f � f0):Pro f = 100 Hz (viz tab. 6) vychází C = 585 nF.f) Pøi velmi vysoké frekvenci (f � f0) je
bUr + bUR0

bUL bUAC
Obr. 15 Fázory napìtíu obvodu RL

UC = XCI = I!C ! 0a obvod se chová jako sériový obvod RL, pøièem¾napìtí UL fázovì pøedbíhá napìtí (Ur +UR) o �2(viz obr. 15). Pak napìtí na indukènostiUL =qU2AC � (Ur + UR)2;UL =sU2AC �� rR + 1�2 U2R48



a induktance XL = !L = ULI = Rs�UACUR �2 �� rR + 1�2:Z toho indukènostL = R2�fs�UACUR �2 �� rR + 1�2; (f � f0):Pro f = 50;0 kHz (viz tab. 6) vychází L = 31;8 mH.Poznámka: Úkolem studentù bylo provést je¹tì pøibli¾né odhady chyb mì-øení. Proto¾e v¹ak pro seriózní výpoèet výbìrových standardních odchyleknejsou k dispozici potøebné originální experimentální údaje (napø. hodnotyvelièin pøi opakovaných mìøeních a pøesnost mìøicích pøístrojù), problémempøesnosti mìøení se zde nebudeme zabývat.Pøíklad 11 { mìrné skupenské teplo varu dusíku (24. MFO v USAr. 1993)Úkolem je urèit mìrné skupenské teplo varu lv tekutého dusíku, pøièem¾ jeznámo, ¾e teplota varu dusíku je tN = �195;8 �C = 77;4 K. Z hlediska pøívoduskupenského tepla varu jsou uva¾ovány dvì metody.1. Nositelem tepla je hliníkové tìlísko, které se ponoøí do dusíku a za pro-bíhajícího varu se ochladí z laboratorní teploty tl = 21 �C na teplotu varukapalného dusíku.2. Vyu¾ije se Jouleovo teplo, které vyvine rezistor, ponoøený do dusíku, popøipojení k elektrickému èlánku.Je dáno:a) Hliníkový váleèek o hmotnosti mv = 19;4 g a mìrné tepelné kapacitì c,která závisí na teplotì podle obr. 16.b) Rezistor o odporu R = 23;0 
 pøi teplotì 77 K, zdroj stejnosmìr-ného proudu, multimetr (voltmetr, ampérmetr). Dále jsou k dispozici digitálnístopky, torzní váhy, polystyrénová nádoba s tekutým dusíkem a popis pøísnýchpravidel práce s touto nebezpeènou kapalinou.
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cJ � g�1K�1

TN = 77 K Tl = 294 KObr. 16 Závislost mìrné tepelné kapacity hliníku na teplotìØe¹ení1. Dusík se v dùsledku velkéhoteplotního rozdíluTl � TN = 217 Krychle vypaøuje. Proto je nutnénejprve sledovat samovolnýúbytek hmotnosti dusíku v ná-dobì. Nádobu s dusíkem posta-víme na váhy a sledujeme èa-sovou závislost úbytku celkovéhmotnosti m (viz tab. 7).Po odeètení nìkolika (¹esti)údajù hmotnosti opatrnì po-noøíme do dusíku hliníkový vá-leèek. Nastane prudký var. Pojeho zklidnìní mìøíme opìt cel-kovou hmotnost v závislosti naèase.

Tab. 7 Data mìøení úbytku hmotnosti dusíkuvypaøováním a varem pøi první metodìcelk. hm. korig. hm. èasmg m0 = m�mvg �s153 0152 36,8151 79,1150 120,7149 160,5148 203,1ponoøení váleèku { prudký var150 130,6 331,8149 129,6 381,6148 128,6 457,3147 127,6 488,6146 126,6 540,9145 125,6 594,650



Závislost úbytku hmotnosti nádoby daná úbytkem hmotnosti dusíku je obr. 17.

0 100 200 300 400 500 600120125130135140145150155

�s

m(m0)g
�mN = 14;5 g

Obr. 17 Graf závislosti úbytku hmotnostidusíku na èase pøi první metodì

Úbytek hmotnosti v dùsledkusamovolného vypaøování pro-bíhá podle (pøibli¾nì) rovno-bì¾ných pøímek. Rozdíl poøad-nic tìchto pøímek dává úbytekhmotnosti dusíku pøi varu pod-mínìném okam¾itým pøívodemtepla (rozdílem vnitøní ener-gie váleèku pøed jeho ponoøe-ním a po jeho ponoøení a vy-rovnání teplot). Proto¾e mìrnátepelná kapacita c hliníku jefunkcí teploty (obr. 16), je pøi-vedené teploQ = mv TlZTN c dT:
Integraci provedeme gra�cky { jako obsah plochy vymezené (empirickou)køivkou c = c(T ), osou T a poøadnicemi danými teplotami TN = 77 K, Tl == 294 K. Výpoètem plo¹ného obsahu (plochu rozèleníme na ètvereèky, nejlépeu¾itím milimetrového papíru) dostanemeQ = 19;4 � 151 J = 2930 J:Proto¾e toto teplo je skupenským teplem varu, jeQ = �mNlv:Odtud mìrné skupenské teplo varu dusíku jelv = Q�mN = 202 J � g�1 = 2;02 � 105 J � g�1:2. Do nádoby s dusíkem ponoøíme rezistor s pøívodními dráty (dojde k samo-volnému varu, poèkáme, a¾ se vyrovná teplota rezistoru a var ustane). Nádobu51



postavíme na váhy a sledujeme opìt úbytek hmotnosti dusíku samovolnýmvypaøováním (mìøíme celkovou hmotnost m) v závislosti na èase t (tab. 8).Rezistor pøipojíme k elektrickému èlánku, zmìøíme napìtí a proud:U = 12;7 V; I = 560 mA :Tab. 8 Data mìøení úbytkuhmotnosti dusíku pøi druhé metodìvýkon celk. hm èasmg �s156 0155 45,2P = 0 154 91,4153 136,2152 180,0151 227,2150 253,6149 272,1148 290,1P 6= 0 147 308,9146 327,2145 345,7144 364,1143 381,9142 422,3141 478,4P = 0 140 531,2139 583,7138 634,6137 690,7

Dále mìøíme závislost úbytku hmot-nosti na èase, a to ihned od okam¾ikupøipojení ke èlánku. Proud po zvolenédobì vypneme a pokraèujeme v mìøeníhmotnosti a èasu.
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Obr. 18 Graf závislosti m = f(� ) dusíkua výpoèet smìrnic pøímekZávislost hmotnosti na èase znázorníme gra�cky (obr. 18). Prùbìh mù¾emenahradit úseèkami le¾ícími na pøímkách 1, 2, 3. Z grafu urèíme smìrnice tìchtopøímek 5, které vyu¾ijeme k výpoètu lv.Smìrnice urèené z grafu:k1 = 156� 1400� 720 g � s�1 = �0;0222 g � s�1;5Máme-li k dispozici PC, je mo¾no smìrnice pøímek pro jednotlivé èásti urèit pøesnìji po-mocí programu EXCEL lineární regresí (podle [7]). Metodou lineární regrese bychom dostalik1 = �0;0221 g � s�1, k2 = �0;0544 g � s�1, k3 = �0;0188 g � s�1.52



k2 = 164� 1350� 520 g � s�1 = �0;0558 g � s�1;k3 = 150� 1350� 785 g � s�1 = �0;0191 g � s�1:K výpoètu pøíkonu rezistoru máme k dispozici tøi mìøené údaje (U , I , R);vypoèteme z nich tøi hodnoty pøíkonu, které zprùmìrujeme:P = 13 �UI +RI2 + U2R � = UI3 �1 + RIU + URI� = 7;11 W:Pro Jouleovo teplo vzniklé za jednotku èasu souèasnì platíP = Q�t = lv�mN�t ;kde �mN�t je rychlost ubývání hmotnosti dusíku zpùsobená pøíkonem P . Urèímeji z grafu na obr. 18, kdy¾ od smìrnice pøímky 2 odeèteme støední velikostsmìrnic pøímek 1 a 3 (abychom vylouèili hmotnost samovolným odpaøováním,které probíhá i bìhem èasového intervalu �t pøi topení):�mN�t = jk2j � jk1 + k3j2 = 0;0352 g � s�1:Pak 6 lv = P�mN�t = 202 J � g�1 = 2;02 � 105 J � kg�1:Úkolem soutì¾ících bylo je¹tì odhadnout pøibli¾né chyby mìøení . Podle au-torù úlohy je mìøení podle první metody zatí¾eno relativní chybou asi 2%,podle druhé metody asi 4%.
6U¾ijeme-li výsledkù pro smìrnice získané pøesnìj¹í metodou regresní analýzy (viz po-známku 5), dostaneme �mN�t = 0;0340 g � s�1 a lv = 209 J � g�1 (hodnotu o 3;4% vìt¹í).53



5.5.4 Pou¾ití experimentálních dat pøi øe¹ení teoretických úlohFyzika jako pøírodní vìda musí pøi své výstavbì samozøejmì vycházet z po-zorování a experimentù. Získané výsledky kvantitativnì zpracovává metodamipopsanými v této práci a formuluje obecnì platné zákony. Pomocí tìchto zákonùmù¾eme teoreticky øe¹it øadu dal¹ích úloh. U slo¾itìj¹ích problémù mù¾e ov¹emnastat pøípad, kdy je tøeba na èásteèné výsledky teoretického øe¹ení navázatexperimentální data z pozorování a poté pøípadnì pokraèovat v teoretickémøe¹ení. K tomuto navázání teorie a experimentu mù¾e dobøe poslou¾it vhodnýgraf sestrojený z experimentálních dat .Uká¾eme si to na pøíkladì 12 jedné teoretické úlohy na mezinárodní fyzikálníolympiádì.Pøíklad 12 { gravitaèní rudý posuv a mìøení hmotnosti hvìzdy(26. MFO v Austrálii r. 1995)©lo o rozsáhlou a nároènou úlohu, ze které zde podrobnìji uvedu jen èást, kteráse týká problematiky tohoto èlánku 5.5.4.a) Úkolem první èásti bylo odvození pøedlo¾eného vztahu pro relativní gra-vitaèní rudý posuv fotonu o frekvenci f pøi jeho vzdálení z povrchu hvìzdy(o polomìru R a hmotnosti M) do bodu neomezenì vzdáleného, tj. vztahu�ff = �{ Mc2R; pro �f � f:b) Ve druhé èásti se po¾aduje urèit hmotnost M a polomìr R hvìzdy z experi-mentálních dat, která namìøila automatická vesmírná sonda, která se radiálnìpøibli¾uje ke hvìzdì. Ionty He+ na povrchu hvìzdy emitují fotony a jejich zá-øení je monitorováno na sondì prostøednictvím rezonanèní absorpce iontù He+obsa¾ených v testovací komùrce. Rezonanèní absorpce nastane jen tehdy, kdy¾ionty hélia mají rychlost ve smìru ke hvìzdì.Proto¾e se vesmírná sonda pøibli¾uje ke hvìzdì radiálnì, mù¾e se relativnírychlost v = �c iontù hélia v komùrce (pøi rezonanèní absorpci) mìøit jakofunkce vzdálenosti d od nejbli¾¹ího povrchu hvìzdy. Experimentální data jsouv tab. 9. Tab. 9 Data mìøení uskuteènìného vesmírnou sondouRychlostní parametr � � 105 3,352 3,279 3,195 3,077 2,955Vzdálenost od povrchu d108 m 38,90 19,98 13,32 8,99 6,6754



c) Po¾aduje se provedení korekce frekvence záøení na zpìtný ráz atomu hélia pøiemisi fotonu. Dal¹ím úkolem byl je¹tì výpoèet energie fotonu na základì roz-boru energie excitovaného elektronu v atomu hélia (vztah pro Bohrovu energiibyl souèástí zadání). Øe¹ení tohoto tøetího bodu vyboèuje z tématu pøedlo¾e-ného studijního textu a nebudeme se jím zabývat { zájemce odkazuji na [8].Øe¹enía) Oznaème fR frekvenci záøení na povrchu hvìzdy a f1 frekvenci tohoto záøenív bodì neomezenì vzdáleném. Gravitaèní hmotnost fotonu na povrchu hvìzdypolo¾íme rovnou jeho hmotnosti setrvaèné, tj.m
 = hfRc2 :Ze zákona zachování celkové energie fotonu, tj. energie hf a potenciální energiegravitaèní (tato energie je záporná) { vyjádøeno pro bod na povrchu (r = R)a pro bod neomezenì vzdálený (r !1) { vycházíhfR � hfRc2 � {MR = hf1:Odtud f1 � fRfR � �ffR = �{Mc2R :b) Aplikujeme-li uvedený postup pro pøilehlý nejbli¾¹í bod na povrchu hvìzdya pro bod v místì vesmírné sondy (ve vzdálenosti r = R+ d od støedu hvìzdy)dostaneme fdfR = 1� {Mc2 � 1R � 1R+ d� : (32)Proto¾e se sonda pohybuje v radiálním smìru ke hvìzdì rychlostí v = �c,dojde k podélnému relativistickému Dopplerovu jevu, pøi kterém pøijímanáfrekvence f 0 bude vy¹¹í ne¾ frekvence fd pro klidovou soustavu:f 0 = fds1 + �1� � ;neboli fd = f 0s1� �1 + � � f 0(1� �) pro � � 1 : (33)55



(Organizátoøi MFO akceptovali rovnì¾ pou¾ití klasického Dopplerova jevu,který pro � � 1 dává stejný výsledek.)Aby do¹lo k rezonanèní absorpci, musí být frekvence f 0 monitorovaná son-dou, rovna frekvenci fR záøení emitovaného z povrchu hvìzdy. Dosadíme-livztah (33) pro f 0 = fR do (32) dostaneme� = {Mc2 � 1R � 1R+ d� = {Mc2 d(R+ d)R :Z hlediska vzájemnì závislých experimentálních dat �, d je tato funkèní závis-lost typu (30); bude ji vhodné pøepsat na závislost typu (31). Tedy1� = Rc2{M �Rd + 1� ;neboli 1� = k 1d + q ; kde k = R2c2{M ; q = Rc2{M = kR ;co¾ je v promìnných ��1, d�1 rovnice pøímky o smìrnici k a q je úsek na ose��1. Oba tyto parametry mù¾eme urèit z grafu pøímky sestrojené z namìøenýchhodnot uvedených v tab. 9 { viz obr. 19.Pak hledané charakteristi-ky hvìzdy jsouR = kq = 1;10 � 108 m ;M = R2c2{k = c2{ kq2M = 5;14 � 1030 kg : 2;83;03;2
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0 5 10 15 10�10d mq = 2;895 � 104k = 3;25� 2;89511;1 � 10�10 � 104 mk = 3;20 � 1012 m
Obr. 19 Výpoèet parametrù k a qpro pøíklad 12 u¾itím grafuPoznámka: Úloha 6 po¾aduje øe¹ení, zde provedené gra�cky na obr. 19, meto-dami regresní analýzy7.7Máme-li k dispozici PC, je mo¾no podle [7] úlohu vyøe¹it pomocí programu EXCEL.Pou¾itím lineární regrese v EXCELu dostaneme k = 3;24 � 1012 m, q = 2;8913 � 104.Pak R = 1;12 � 108 m, M = 5;22 � 1030 kg: 56



6 Regresní analýza dat mìøení6.1 Princip regresní analýzyV pøedchozí 5. kapitole jsme se seznámili s jednoduchou gra�ckou analýzouexperimentálnì zji¹»ovaných závislostí fyzikálních velièin. V této kapitole senaopak budeme zabývat analytickou metodou prokládání køivek empirickýmihodnotami, zalo¾enou na poznatcích matematické statistiky. Tento statistickýodhad (predikce) analytických závislostí velièin na základì výsledkù mìøení senazývá regrese8 nebo regresní analýza. Zpìtnì tedy hledáme regresní závis-lost sledovaných fyzikálních velièin. Cílem procesu regrese je nalezení (odhad)pøíslu¹né regresní funkce.Mìjme fyzikální velièinu y (napø. elektrický odpor) a hledejme její závislostna nezávisle promìnné velièinì x (napø. na teplotì). Pøímým mìøením získámen dvojic velièin [x1; y1], [x2; y2],: : : ,[xn; yn], které v kartézské soustavì os x, ymù¾eme znázornit jako bodový graf .Pøedpokládejme, ¾e mezi velièinami x, y existuje funkèní vztah y = f(x)známého tvaru (v pøípadì na¹í sledované závislosti elektrického odporu napø.lineární). Pokud by pøi uskuteèòování mìøení nevznikaly náhodné chyby (víme,¾e to v principu není mo¾né), pak by v¹echny body [xi; yi], i = 1; 2; : : : ; n, le¾elyna køivce y = f(x). Ve skuteènosti v¹ak platí yi = f(xi)+"i, kde "i je náhodnáchyba i-tého mìøení, tak¾e vlivem chyb jsou body [xi; yi] rozptýleny kolemhledané regresní køivky , která má být obrazem funkce y = f(x). Tato hledanáfunkce obsahuje urèitý poèet neznámých konstant (parametrù) b0, b1,: : : ,bp;mù¾eme tedy psát y = f(x; b0; b1; : : : ; bp): (34)Tyto neznámé parametry se nazývají regresní koe�cienty . Napø. lineární funkcey = b0+b1x (resp. y = a+bx) obecnì obsahuje dva neznámé regresní koe�cienty.Mìøením velièiny y tedy získáme hodnoty yi, které mù¾eme vyjádøit rovnicíyi = f(x; b0; b1; : : : ; bp) + "i; (i = 1; 2; : : : ; n); (35)kde "i jsou zmínìné náhodné chyby mìøení. Máme-li body, získanými mìøením,tj. [x1; y1], [x2; y2],: : : ,[xn; yn], prolo¾it køivku (34), musíme provést statistickýodhad regresních koe�cientù b0, b1,: : : ,bp. Po¾adavkem tohoto odhadu je, abyprolo¾ená køivka (34) þco nejlépe pøiléhalaÿ experimentálnì získaným bodùm(35). Regresní koe�cienty bj (j = 0; 1; : : : ; p), získané statistickým odhadem,oznaèíme b�j . Nazývají se výbìrové regresní koe�cienty .8regrese je latinské slovo a znamená þzpìtný pochodÿ.57



Výsledek odhadu regresních koe�cientù b�j závisí na tom, jaké kritériumþpøiléhavostiÿ regresní køivky k experimentálním bodùm zvolíme. K øe¹ení vy-u¾ijeme nám ji¾ známou metodu nejmen¹ích ètvercù.
0 x
y

xi
ei y�i yi[xi; yi] y�

Obr. 20 K principu regrese
[xi; yi] { empirický body� = f(x; b�0; b�1; �; b�p) { empirickáregresní funkceei = yi � y�i { reziduum mìøení

Nejprve de�nujeme velièinu reziduum mìøeníei = yi � y�i = yi � f(x; b�0; b�1; : : : ; b�p) (36)jako rozdíl mìøené hodnoty yi a hodnoty vypoètené z regresní funkce pro stejnéxi, tj. y�i (viz obr. 20). Pomocí velièiny (36) pak de�nujeme reziduální (zbytkový)souèet ètvercùSe = nXi=1 e2i = nXi=1(yi � y�i )2 = nXi=1[yi � f(x; b�0; b�1; : : : ; b�p)]2; (37)který se u¾ívá ke statistickému odhadu regresních koe�cientù b�j , j 2 f0; pg.Podle metody nejmen¹ích ètvercù bude tento odhad nejlep¹í, kdy¾ souèet (37)nabude minima: Se = min: (38)Nutnou podmínkou pro toto minimum je@Se@b�j = 0 pro v¹echna j 2 f0; 1; : : : ; pg: (39)Provedením pøíslu¹ných p+1 derivací dostaneme soustavu p+1 lineárníchrovnic o p+1 neznámých b�0, b�1, : : : ,b�p, které se nazývají normální rovnice. Abyproces urèení tìchto neznámých byl jednoznaèný, musí pro poèet n nezávislýchmìøení (pozorování) platit n � p + 1. Pokud je n = p + 1, prochází regresníkøivka v¹emi body [xi; yi]. Zpravidla ¾ádáme, abyn > p+ 1: (40)58



Napø. pro lineární regresní funkci y = b0 + b1x, kdy p = 1, to znamenán > 2, pro kvadratickou regresní funkci n > 3. Pøi splnìní podmínky (40)obecnì nelze prolo¾it regresní køivku v¹emi body [xi; yi], co¾ pova¾ujeme zadùsledek chyb mìøení.Odhad regresních koe�cientù pøímým výpoètem z podmínek (39), tj. sesta-vení a øe¹ení normálních rovnic, bývá úloha zdlouhavá a pro p > 1 nároèná.V praxi se øe¹í pomocí poèítaèe nebo kalkulátoru (viz odst. 6.3). Nicménì z hle-diska pochopení principu metody nejmen¹ích ètvercù a regresní analýzy vùbecje u¾iteèné ukázat a vyzkou¹et si pøímé øe¹ení alespoò pro lineární regresnífunkce. To je pøedmìtem pøíkladu 14 a úloh 7 a 8.Vedle zde diskutovaného pøípadu regrese funkce jedné promìnné, je rozpra-cována (viz napø. [6]) i regrese funkcí s nìkolika nezávisle promìnnými. Je-li po-èet tìchto promìnných k, pøedstavuje x uspoøádanou k-tici x � (x1; x2; : : : ; xk)nezávisle promìnných. Lze tedy x pova¾ovat za vektor o k slo¾kách, který pod-miòuje závisle promìnnou velièinu y. Tìmito pøípady regrese se v na¹em textunebudeme dále zabývat.6.2 Typy regresních funkcíPrakticky se lze setkat s regresními funkcemi, které jsou uvedeny v tab. 10.Tab. 10 Pøehled pou¾ívaných regresních funkcíè. Typ závislosti Regresní funkce Poznámka1 konstantní y = a pøímka2 lineární y = bx jde poèátkem3 y = a+ bx obecná pøímka4 kvadratická y = b0 + b1x+ b2x2 zvlá¹tní pøípady5 kubická y = b0 + b1x+ b2x2 + b3x3 polynomické6 kvartická y = b0 + b1x+ : : :+ b4x4 závislosti7 polynomická y = b0 + b1x+ : : :+ brxr8 lin. lomená y = a+ bx x 6= 0b = eB , B 6= 0;9 exponenciální y = abx b > 010 y = aeBx B = ln b, b > 011 logaritmická y = a+ b lnx x > 012 mocninná y = axb a 6= 013 logistická y = a+ d1 + becx b 6= 0, d 6= 014 sinusoidní y = a+ b sin(cx+ d)59



I kdy¾ funkce 1 a 2 jsou zvlá¹tním pøípadem funkce 3, je pøi regresní analýzevhodné postupovat specializovanì, jsou-li k tomu teoretické dùvody. Je-li napø.zøejmé, ¾e lineární funkce musí procházet poèátkem, zvolíme pøímo modelovoufunkci 2 (viz pøíklad 15). Zvolíme-li v tomto pøípadì obecnou funkci 3, regresníanalýzou dospìjeme zøejmì k odhadu a� 6= 0, i kdy¾ skuteèná køivka musíprocházet bodem [0; 0].Poèítaèové a kalkulátorové programy nabízejí ¹iroké spektrum modelovýchfunkcí, uvedených v tab. 10 { viz rovnì¾ odst. 6.4. Pøesto je nìkdy u¾iteènépomocí vhodné substituce nelineární funkci jednodu¹e pøevést na lineární re-gresní funkci . Analogický problém jsme øe¹ili u grafù v odst. 5.3. Øe¹ení danéúlohy je pøehlednì uvedeno v tab. 11. Zde èísla nelineárních funkcí odpovídajíèíslùm v tab. 10.Tab. 11 Pøevod nìkterých nelineárních regresních funkcí na lineární funkceNelineární Substituce Linearizovanéregresní funkce regresní funkce8 y = a+ bx 1x = � y = a+ b�9 y = abx ln y = �, ln a = A, ln b = B � = A+Bx11 y = a+ b lnx lnx = � y = a+ b�12 y = axb ln y = �, ln a = A, lnx = � � = A+ b�y = aeBx ln y = �, ln a = A, 1x = � � = A+B�6.3 Hodnocení kvality modelu regreseKvalita zvoleného modelu regrese, tj. vhodnost urèité regresní funkce a odhadjejich výbìrových regresních koe�cientù, se testuje. Jednou z výchozích velièinje reziduální souèet ètvercù Se, de�novaný vztahem (37), a to proto, ¾e regresníkoe�cienty se odhadují právì tak, aby tento souèet byl minimální { viz (38).Dal¹í pomocnou velièinou je celkový (totální) souèet ètvercù, de�novanývztahem St = nXi=1(yi � y)2 = nXi=1  yi � 1n nXi=1 yi!2 : (41)K hodnocení kvality modelu regrese se u¾ívají tyto velièiny:1. Koe�cient determinace r2 modelu regrese de�novaný vztahemr2 = 1� SeSt : (42)60



Zøejmì platí 0 � r2 < 1. Èím více se koe�cient pøiblí¾í k jedné, tím ménì jsoubody [xi; yi] rozptýleny (a¾ na ní¾e uvedenou výjimku) okolo regresní køivky.Velikost r2 > 0;95 se èasto pova¾uje za dobré kritérium pro pøijetí zvolenéhomodelu.Hodnocení koe�cientem r2 má v¹ak jedno úskalí. Pro modelovou funkciy = a� = konst: je St = Se a tudí¾ r2 = 0 bez ohledu na kvalitu modelu (vizpøíklad 16). Koe�cient r2 nelze tedy pou¾ít u funkce y = a� + b�x, je-li b� = 0.Je-li b� 6= 0, av¹ak velmi malé, je hodnocení pomocí r2 rovnì¾ málo vhodné(viz pøíklad 16).2. Koe�cient korelace r je druhou odmocninou koe�cientu determinace (42).U¾ívá se u lineární regresní funkce.3. Reziduální rozptyl s2 s2 = Sen� (p+ 1) ; (43)kde p + 1 je poèet odhadovaných regresních koe�cientù a n � (p + 1) > 0, tj.poèet mìøení zmen¹ený o poèet regresních koe�cientù, se nazývá poèet stupòùvolnosti reziduálního souètu ètvercù Se 9.4. Smìrodatná odchylka s je druhou odmocninou rozptylu, tj.s =s Sen� (p+ 1) : (44)Má význam statistického odhadu smìrodatné odchylky (chyby) � kteréhokolimìøení yi. Pro hodnocení kvality modelu regrese má vìt¹í význam ne¾ koe�cientdeterminace (42).Pro jednotlivé regresní funkce lze odvodit vztahy pro Se, St a tedy i speci-alizované vzorce pro velièiny (42) a¾ (44).6.4 Praktikum regresní analýzyVýpoèty, které jsou spojeny s praktickým provádìním regresní analýzy, jsouslo¾ité a zejména zdlouhavé. Proto rozvoj aplikací regresní analýzy umo¾nila a¾souèasná úroveò výpoèetní techniky. Programy pro provádìní regresní analýzyjsou pøedev¹ím souèástí programového vybavení PC. Napø. text [7] popisujeprovádìní regresní analýzy v programu EXCEL od �rmy Microsoft na øadì úloh{ zpracování výsledkù mìøení teplotních závislostí fyzikálních velièin. Provádìníregresní analýzy na PC vyniká komfortem { pøedev¹ím je k dispozici jemná a9Poèet odhadovaných regresních koe�cientù je roven p+1 pouze v pøípadì úplného poly-nomu stupnì p 61



rozmìrná gra�ka a mo¾nost tisku. Proto¾e popis aplikace programu EXCELpro regresní analýzu je dostateènì uveden v [7], nebudu se vyu¾itím PC dálezabývat.Existují situace, kdy nemù¾eme pohotovì vyu¾ít PC (napø. pøi soutì¾i FO),pak se nabízí vyu¾ití souèasných kapesních þvìdeckých kalkulátorùÿ, které bý-vají bohatì programovì vybaveny i pro provádìní regresní analýzy. Napø. kal-kulátory CASIO øady fx nabízejí regresní modelové funkce 3, 4, 9, 11 a 12z tab. 10. Gra�cké kalkulátory Texas Instruments TI 89/92 funkce 3, 4, 5,6, 10, 11, 12, 13 a 14. Tyto gra�cké kalkulátory vyøe¹í nejen regresní koe�ci-enty, ale i smìrodatné odchylky, koe�cient determinace (u vybraných funkcí)a umo¾ní navíc zobrazit pomocí zvolených znaèek pøíslu¹né grafy, tj. bodovýgraf namìøených hodnot a prolo¾enou regresní køivku. Podobnì jsou vybavenyi gra�cké kapesní kalkulátory �rmy Hewlett Packard.Jak postupujeme pøi regresní analýze dat mìøení na kapesnímkalkulátoru?1. Nejprve musíme rozhodnout jakou pou¾ijeme modelovou regresní funkci .Ovìøujeme-li teoreticky známou funkèní závislost fyzikálních velièin, víme pøe-dem, o jakou funkci jde anebo by mìlo jít. Regresní analýzou poté konkre-tizujeme prùbìh funkce pro dané podmínky tím, ¾e statistickým výpoètemna kalkulátoru urèíme (odhadneme) regresní koe�cienty. Urèením smìrodatnéodchylky (44) nebo koe�cientem determinace (42) souèasnì ovìøíme, jak se em-pirický prùbìh li¹í od teoretického. Stejnì postupujeme pøi veri�kaci hypotézy,kdy jistou závislost pøedpokládáme, napø. podle provedené úvahy.Pokud neznáme teoretický ani pøedpokládaný prùbìh zkoumané závislostifyzikálních velièin, nakreslíme bodový graf empirických bodù [xi; yi] a odhad-neme vhodný typ funkce, která má být prolo¾ena body. Nìkdy nám pomù¾evhodná substituce, napø. � = 1x , � = 1y nebo � = lnx, � = ln y. Vhodnámù¾e nìkdy být i jen jednostranná uvedená substituce, tj. jen pro x nebo proy. U teplotních závislostí musíme èasto pøepoèíst teplotu t[�C] na jednotkyv kelvinech, tj. T = (ftg+ 273;15) K.Mù¾eme se také rozhodnout jen pro lineární regresní funkci a provést pøí-slu¹né substituce podle tab. 11.Jak je zøejmé z uvedeného rozboru, je volba vhodné modelové regresnífunkce speci�cky závislá na zkoumané fyzikální zákonitosti. Vhodná (resp. ne-vhodná) volba v¹ak ovlivní výsledek celé regresní analýzy.2. Kalkulátor pøepneme do re¾imu regresních výpoètù, vyma¾eme statisticképamì»ové registry, nastavíme zvolenou modelovou regresní funkci a do vstupnípamìti peèlivì vlo¾íme v¹echna na¹e statistická data, tj. výsledky mìøení [xi; yi],ve správném poøadí . 62



3. V okam¾iku otevøení prvního ze statistických pamì»ových registrù, v nich¾následnì mají být ulo¾eny výbìrové regresní koe�cienty, dojde automaticky kespu¹tìní statistického výpoètu. Jeho (témìø okam¾itým) výsledkem jsou èíselnéhodnoty výbìrových regresních koe�cientù a ostatních výstupních statistickýchvelièin, které se ulo¾í do oznaèených pamì»ových registrù. Výsledky vhodnìzaokrouhlíme.4. Pomocí koe�cientu determinace (r2) a smìrodatné odchylky (s) posoudímekvalitu regrese a zvolený model buï pou¾ijeme nebo zamítneme.5. Vhodné je, pokud to (gra�cký) kalkulátor umo¾òuje, nakreslit je¹tì jak bo-dový graf mìøených velièin, tak do nìj vypoètenou regresní køivku. Vizuálnì takmù¾eme snadno posoudit korelaci empirických hodnot s vypoètenou regresnífunkcí. Tím je proces regresní analýzy ukonèen.Pøíklad 13 { regresní analýza dat z pøíkladu 9Proveïte øe¹ení problému v zadání pøíkladu 9 { závislost elektrického odporuna teplotì { metodou regresní analýzy. Urèete teplotní souèinitel elektrickéhoodporu pøi vzta¾né teplotì t0 = 0 �C.Øe¹enía) Z teorie pøedpokládáme, ¾e modelová závislost elektrického odporu na teplotìje lineární. Pak R = a+ bt = R0(1 + �t) ;R0 = a ; � = ba :b) Provedeme regresní analýzu dat mìøení z tab. 5 (v pøedbì¾ném pøíkladì bylu¾it kalkulátor CASIO fx� 991 W):a = 70;8 
 ; b = 0;289 K�1 � 
 ;r = 0;9985 ; r2 = 0;997 :c) R0 = 70;8 
; � = 4;08 � 10�3 K�1;t1 = 20;0 �C: R1 = 70;8(1 + 4;08 � 10�3 � 20) 
 = 76;6 
;t2 = 60;0 �C: R2 = 88;1 
;R3 = 82;0 
: t3 = 38;8 �C:Øe¹ení získané regresní analýzou je rychlej¹í a spolehlivìj¹í ne¾ øe¹ení gra�cké.63



Pøíklad 14 { odvození pro lineární regresní funkciUva¾ujte lineární regresní funkci ve tvaru y = bx (pøímka jdoucí poèátkem).U¾itím metody nejmen¹ích ètvercù odvoïte vztah pro odhad regresního koe�-cientu b�, pro reziduální souèet ètvercù Se a smìrodatnou odchylku s, je-li dánon experimentálních dat [xi; yi], i 2 f1; ng hledané funkèní závislosti.Øe¹eníPodle metody nejmen¹ích ètvercù musí být reziduální souèet ètvercù minimální,tj. Se = nXi=1(yi � b�xi)2 = min:Podmínka bude splnìna, kdy¾ @Se@b� = 0, tedy kdy¾ (pro jednoduchost zápisuvynecháme meze sumace) �2X(yi � b�xi)xi = 0 :Z toho b� = PxiyiPx2i :Reziduální souèet ètvercù jeSe =X(yi � b�xi)2 =X y2i � b�(2Xxiyi � b�Xx2i ) ;Se =X y2i � (Pxiyi)2Px2i :Smìrodatnou odchylku kteréhokoli mìøení vypoèteme ze vztahu (44), kde v na-¹em pøípadì poèet stupòù volnosti je n� 1. Tedys =s Sen� 1 :Smìrodatná odchylka regresního koe�cientu b� je (viz [6])sb� = spPx2i :64



Pøíklad 15 { tíhové zrychlení regresní analýzouVýsledky získané øe¹ením pøíkladu 14 vyu¾ijte k regresní analýze experimen-tálních dat z pøíkladu 8 a urèete tíhové zrychlení vèetnì smìrodatné odchylky.Odpor vzduchu neuva¾ujte.Øe¹eníZávislost dráhy s na èase s = 12gt2 mù¾eme výhodnì vyjádøit lineární regresnífunkcí y = bx, kdy¾ zavedeme substituci t2 = 2x a oznaèíme s = y. Pak g = b.Odhad regresního koe�cientu b� (resp. g) a jeho smìrodatné odchylky urèímez dat v tab. 4 u¾itím vzorcù z pøíkladu 14. Výpoèty jsou uvedeny v tab. 12.Tab. 12 Výpoèet tíhového zrychlení regresní analýzoutis xis2 yim0 0 00,90 0,405 4,01,03 0,53045 5,21,10 0,605 6,01,20 0,720 7,01,28 0,8192 8,01,35 0,91125 9,01,43 1,02245 10,01,50 1,125 11,0

Px2i = 5;14232 s4Pxiyi = 50;40269 m�s�2P y2i = 494;04 m2b� = g = 50;402695;14232 m�s�2 = 9;8015 m�s�2Se = �494;04� 50;4026925;14232 � m2 = 0;01568 m2s =r0;015688 m = 0;0443 m := 0;05 msb� = 0;0443p5;142 m � s�2 = 0;0195 m � s�2 := 0;02 m �s�2g = (9;80� 0;02) m�s�2Pøíklad 16 { regresní analýza dat dvou blízkých souborùUva¾ujme dva blízké þcviènéÿ soubory A, B promìnných xi, yi podle tab. 13,které se vyznaèují tím, ¾e støední hodnoty yA = yB = 10;0. Proveïte regresníanalýzu dat tìchto souborù, tj. proveïte odhad regresních koe�cientù, urèetecelkový souèet ètvercù (St), reziduální souèet ètvercù (Se), koe�cient determi-nace (r2), reziduální rozptyl (s). Proveïte diskusi výsledkù pro oba soubory.
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Tab. 13 Èíselné hodnoty souborù A, Bxi 1 2 3 4 5 6 7 8 yA yi 10,0 10,1 10,0 9,9 10,0 9,9 10,0 10,1 10,0B yi 9,9 9,9 10,0 10,0 10,0 10,0 10,1 10,1 10,0Øe¹eníPro oba soubory lze pou¾ít modelovou regresní funkci ve tvaru y = a+ bx.Soubor APøímým výpoètem (viz úlohu 8) anebo pou¾itím statistického programu nakalkulátoru, dostaneme odhad koe�cientù:a� = y = 10;0 ; b� = 0 :Pro souèty ètvercù platícelkový St =P(yi � y)2 = 0;04;reziduální Se =P(yi � y�i )2 = 0;04:Koe�cient determinace r2 = 1� StSe = 0;reziduální rozptyl s =r Sen� (p+ 1) =r0;047 = 0;0756 := 0;08:Soubor BPøímým výpoètem (viz úlohu 8) anebo u¾itím kalkulátoru dostaneme odhadkoe�cientù: a� = 9;871; b� = 0;02857:Urèíme odhad hodnot yi z regresní funkce: y�i = a� + b�xi; výsledky výpoètùjsou v tab. 14. Tab. 14 Výpoèty pro soubor Bxi y�i = a� + b�xi1 9,89962 9,92813 9,95674 9,98535 10,01396 10,04247 10,07108 10,0996
Se =P(yi � y�i )2 = 0;005 713St =P(yi � y)2 = 0;040 000r2 = 1� SeSt = 0;8571s =rSe6 = 0;0309 := 0;03Kontrolní výpoèet:y� = 9;999 575 := 10;066



Diskuse výsledkù1. Pro soubor A vy¹el koe�cient determinace r2 = 0, i kdy¾ pou¾itá modelováregresní funkce y� = a� = konst: je vhodná. Je toti¾ zøejmé, ¾e odchylky jed-notlivých dat od y� (tedy rezidua mìøení) nepøesahují �1%. Proto¾e v pøípadìtéto regresní funkce je St = Se, je z de�nice r2 = 0 a r2 se pro hodnoceníkvality modelu nehodí (obecnì platí, ¾e pro b� = 0 je r2 = 0).2. U druhého souboru (v dùsledku pouhého pøeskupení èísel ze souboru A) jsouhodnoty yi neklesající, a proto b� 6= 0. I tak je r2 = 0;86 < 0;95 a koe�cientdeterminace tedy hodnotí pou¾itý model jako málo vhodný, i kdy¾ vhodnìj¹ímodel zøejmì lze najít jen obtí¾nì (nejvìt¹í reziduum je pro x3: e3 = +0;43% apro x6: e6 = �0;43%). Hodnocení podle s je pøíznivìj¹í ne¾ u modelové funkcesouboru A.3. Pou¾ijeme-li pro soubor B pøímo modelovou funkci y = a (viz úlohu 7), dáváregresní analýza stejné výsledky jako pro soubor A.
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7 Úlohy1. Elektromotorické napìtía) Pøi desetkrát opakovaném mìøení elektromotorického napìtí zdroje byly na-mìøeny tyto hodnoty ve voltech: 6,13; 6,20; 6,17; 6,18; 6,15; 6,17; 6,21; 6,14;6,15; 6,18. Zpracujte statistická data mìøení jednak klasickým zpùsobem, jed-nak u¾itím statistického programu na kalkulátoru. Proveïte kontrolu dat nakrajní chybu a proveïte korigovaný výpoèet, bude-li tøeba.b) Jak se zmìní výsledek mìøení, kdy¾ do vyhodnocení jeho pøesnosti zahrnemedovolenou mezní chybu voltmetru, který byl nastaven na rozsah 10 V. Uva¾ujteanalogový voltmetr v tøídì pøesnosti jednak p1 = 0;5, jednak p2 = 0;1.2. Vlnová délkaVlnová délka stojatého vlnìní v Kundtovì trubici byla mìøena postupnou me-todou tak, ¾e byla mìøena vzdálenost mezi (k + 4)-tým a k-tým uzlem prok 2 f1; 5g. Výsledky mìøení jsou uvedeny v obr. 21. Stanovte vlnovou délkuvèetnì výbìrové smìrodatné odchylky.
1 2 3 4 5 6 7 8 9240 mm243 mm238 mm242 mm244 mm

Obr. 21 Rozlo¾ení uzlù v Kundtovì trubici3. Objem válceObjem válce byl urèován mìøením jeho rozmìrù: vý¹ky h = (53;87� 0;04) mma polomìru r = (6;956 � 0;002) mm. Napi¹te obecný výraz pro smìrodatnouodchylku objemu a proveïte numerický výpoèet.4. Youngùv modul pru¾nosti v tahuYoungùv modul pru¾nosti v tahu oceli byl mìøen prostøednictvím prùhybu yocelové tyèe konstantního obdélníkového prùøezu. Pro prùhyb støedu vodorovné68



tyèe podepøené ve dvou bodech ve vzdálenosti l a uprostøed zatí¾ené svisleorientovanou silou F platíy = F l348EI ; kde I = 112bh3;pøièem¾ b je ¹íøka prùøezu a h jeho vý¹ka (tj. rozmìr ve smìru pùsobení síly).Odvoïte výraz pro smìrodatnou odchylku modulu E a proveïte numerickývýpoèet proF = 49;03 N (pøesnì { dáno záva¾ím 5 kg)l = (1002� 2) mm, y = (21;82� 0;09) mm;b = (12;23� 0;01) mm; h = (6;050� 0;006) mm:5. Tíhové zrychleníU¾ijte experimentální údaje v tab. 4 (pøíklad 8) k urèení tíhového zrychlenívýpoètem ze vztahu pro volný pád { vèetnì stanovení smìrodatné odchylky.6. Regresní analýza dat z pøíkladu 12Problém øe¹ený v pøíkladì 12 gra�cky (obr. 19) øe¹te regresní analýzou u¾itímkalkulátoru.7. Odvození pro regresní funkci y = aUva¾ujte jednoduchý pøípad lineární regresní funkce y = a(= konst:). U¾itímmetody nejmen¹ích ètvercù odvoïte vztahy: pro odhad regresního koe�cientua�, pro reziduální souèet ètvercù Se a smìrodatnou odchylku, je-li dáno n ex-perimentálních dat [xi; yi] hledané funkèní závislosti.8. Odvození vztahù pro regresní funkci y = a+ bxU¾itím metody nejmen¹ích ètvercù odvoïte vztahy pro odhad regresních koe�-cientù a�, b� regresní funkce y = a + bx. Je dána n-tice experimentálních dat[xi; yi].
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Výsledky úloh1. a) U = (6;168� 0;008) V:Krajní chyba jednoho mìøení je ts = 4;09 � 0;024 V := 0;1 V; krajní inter-val spolehlivosti pro jedno mìøení je h6;07; 6;27i V. V¹echna namìøenádata jsou uvnitø tohoto intervalu.b) p1 = 0;5: U = (6;17� 0;05) V;p2 = 0;1: U = (6;168� 0;013) V:2. 2� = (241;4� 0;7) mm; � = (120;7� 0;4) mm:3. V = �r2h, sV = Vs�2srr �2 +�shh �2;V = (8;189� 0;008) � 10�6 m3:4. E = F l34ybh3 , sE = Es�3sll �2 +�syy �2 +�sbb �2 +�3shh �2;E = (2;09� 0;02) � 1011 Pa:5. g = 2st2 : (9,88; 9,80; 9,92; 9,72; 9,77; 9,88; 9,78; 9,78) m�s�2,g = (9;82� 0;02) m�s�2:6. Regresní koe�cienty (s vyu¾itím kalkulátoru CASIO fx { 991 W) jsou a� �� q = 2;892 � 104, b� � k = 3;249 � 1012 m, koe�cient determinace r2 == 0;9985. Pak parametry hvìzdy jsou R = 1;12 � 108 m, M = 5;23 � 1030 kg.7. a� = P yin , Se =P y2i � (P yi)2n , s =r Sen� 1.8. a� = Px2i �P yi �Pxi �PxiyinPx2i � (Pxi)2 , b� = nPxiyi �Pxi �P yinPx2i � (Pxi)2 :
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Studijní texty fyzikální olympiády39. A: Vybíral, B.: Kinemetika a dynamika tuhého tìlesaB: Horáková, R. { ©edivý, P.: KyvadlaC: Horáková, R. { ©edivý, P.: Kruhový dìj v ideálním plynuD: Chytilová, M.: Znáte Archimédùv zákon?40. A: Vybíral, B.: SetrvaèníkyB: ©edivý, P.: Pokusy s operaèními zesilovaèiC: Horáková, R.: Pohyb soustavy tìles spojených vláknemD: Volf, I. { ©edivý, P.: Dopravní kinematika a grafy41. A: Vybíral, B.: Elektrické poleB: ©edivý, P.: Modelování pohybù hmotného bodunumerickými metodamiC: Horáková, R. { ©edivý, P.: Kruhový dìj v ideálním plynuD: Volf, I. { ©edivý, P.: Dopravní kinematika a grafy42. A: Vybíral, B.: Magnetické pole ve vakuuB: ©edivý, P. { Volf, I. { Horáková, R.: Harmonické kmitymechanických soustavC: ©edivý, P. { Volf, I.: Pohyb tìlesa po eliptické trajektoriiv radiálním gravitaèním poliD: Volf, I. { ©edivý, P.: Dopravní kinematika a grafy43. A. Vybíral, B.: Magnetické pole v látceB. Vybíral, B. { Zdeborová, L.: Odporové sílyC. ©edivý, P.: Teplotní závislosti fyzikálních velièinD. ©edivý, P. { Volf, I.: Práce { výkon { energie
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