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1 Kinematika harmonických kmitùHarmonický kmitavý pohyb mù¾eme získat promítnutím rovnomìrného pohybuhmotného bodu po kru¾nici do nìkterého prùmìru trajektorie. Z obr. 1 snadnoodvodíme jeho kinematické zákony. Poèátek vzta¾né soustavy volíme ve støedukru¾nicové trajektorie a pohyb po kru¾nici promítneme na osu y. Promítámenejen okam¾itou polohu obíhajícího bodu, ale i jeho okam¾itou rychlost v0 aokam¾ité dostøedivé zrychlení a0, a získáme tak okam¾itou rychlost v a oka-m¾ité zrychlení a kmitajícího prùmìtu.
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Obr. 1Nech» promítaný bod obíhá s úhlovou rychlostí ! a jeho prùvodiè délky r jev èase t = 0 otoèen oproti kladné poloose x o úhel '0. Pak souøadnice polohy,rychlosti a zrychlení jeho prùmìtu do osy y závisí na èase podle následujícíchvztahù, kterým odpovídají grafy v pravé èásti obr. 1:y = ym sin(!t+ '0) ; (1)v = vm cos(!t+ '0) ; (2)a = �am sin(!t+ '0) ; (3)kde ym = r je amplituda výchylky , (4)vm = v0 = !r = !ym je amplituda rychlosti , (5)am = a0 = !2r = !2ym je amplituda zrychlení kmitavého pohybu. (6)2



Harmonický kmitavý pohyb je stejnì jako rovnomìrný pohyb po kru¾niciperiodický . Pro velièinu ! = 2pT = 2pf zavádíme u kmitavého pohybu názevúhlová frekvence. Argument ' = !t + '0 goniometrických funkcí ve vztazích(1) a¾ (3) nazýváme fáze kmitavého pohybu, '0 je poèáteèní fáze.Zvolíme-li poèáteèní okam¾ik tak, ¾e poèáteèní fáze '0 je nulová, je okam¾itávýchylka kmitajícího bodu popsána jednodu¹¹ím vztahemy = ym sin!t : (7)Kmity s kladnou poèáteèní fází '0 > 0 èasovì pøedbíhají (obr. 2) o dobu� = T '02p : (8)
Obr. 2 � T ty y1y2 y1 = ym sin!ty2 = ym sin(!t+ '0)

Úlohy1. Na obr. 3 jsou grafy závislostí výchylky, rychlosti a zrychlení harmonic-kého pohybu na èase. Na vodorovné ose jsou vyneseny èíselné hodnoty èasuv sekundách, na svislé ose pak èíselné hodnoty okam¾ité výchylky v centi-metrech. Urèete:a) periodu, frekvenci a úhlovou frekvenci,b) amplitudu výchylky a poèáteèní fázi výchylky,c) amplitudu rychlosti,d) amplitudu zrychlení,e) Na pomocné svislé ose v pravé èásti obrázku doplòte mìøítka a jednotkyrychlosti a zrychlení.Napi¹te rovnici pro:f) okam¾itou výchylku,g) okam¾itou rychlost,h) okam¾ité zrychlení tohoto harmonického pohybu.
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Obr. 32. Pru¾inový oscilátor kmitá s periodou T = 1;60 s. Urèete amplitudu a po-èáteèní fázi kmitù, znáte-li poèáteèní výchylku y0 = 4;5 cm a poèáteènírychlost v0 = �0;65 m � s�1.2 Dynamika harmonických kmitùZe vztahù (1), (3) a (6) plyne, ¾e okam¾ité zrychlení harmonického pohybu jepøímo úmìrné okam¾ité výchylce a má opaèný smìr:a = �am sin(!t+ '0) = �!2ym sin(!t+ '0) = �!2y : (9)Podle druhého pohybového zákona F = ma je podmínkou pro vznik harmo-nického pohybu, aby také výslednice sil pùsobících na kmitající hmotný bodbyla pøímo úmìrná okam¾ité výchylce z rovnová¾né polohy a mìla opaèný smìr.Tuto podmínku velmi dobøe splòuje pru¾inový oscilátor , který získáme za-vì¹ením záva¾í na ocelovou pru¾inu (obr. 4). Pøedpokládejme nejprve, ¾e hmot-nost pru¾iny m0 je zanedbatelná v porovnání s hmotností záva¾í m. Na záva¾í4



pùsobí smìrem vzhùru síla pru¾iny Fp, která je pøímo úmìrná prodlou¾ení pru-¾iny, a smìrem dolù tíhová síla FG. V rovnová¾né poloze jsou obì síly stejnìvelké: Fp = k�l = FG = mg ; (10)kde k je tuhost pru¾iny . Rozkmitáme-li záva¾í ve svislém smìru, mìní se velikostsíly Fp, zatímco síla FG je konstantní. Nad rovnová¾nou polohou pøevládne sílatíhová a pod ní naopak síla pru¾iny. Pro souøadnici výsledné sily F platíF = Fp � FG = k(�l � y)�mg = k�l � ky �mg = �ky : (11)Dostali jsme pohybovou rovnici pru¾inového oscilátoruF = ma = �ky : (12)

Obr. 4
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tFpFG F FPo dosazení ze vztahu (9) do pohybové rovnice (12) urèíme úhlovou frek-venci, frekvenci a periodu oscilátoru:�m!2y = �ky ; ! =s km ; f = 12ps km ; T = 2psmk : (13)Ke stejnému výsledku mù¾eme dojít také pomocí zákona zachování energie.Bìhem kmitání pru¾inového oscilátoru se mìní kinetická a potenciální tíhováenergie záva¾í a také potenciální energie elastická pru¾iny. Kinetická energieje nejvìt¹í pøi prùchodu záva¾í rovnová¾nou polohou, kdy potenciální energiisoustavy zvolíme jako nulovou. 5



Vzdaluje-li se záva¾í z rovnová¾né po-lohy, pohybuje se proti výsledné síle F asoustava získává potenciální energii, která jerovna práci spotøebované silou F . Ne¾ dosáhneokam¾ité výchylky y, spotøebuje výsledná sílapráci, která je èíselnì rovna obsahu obrazceomezeného grafem síly na obr. 5. Mù¾eme jitaké vypoèítat jako souèin prùmìrné velikostisíly ky=2 a dráhy y: W yjF j jF j = kyky2 Obr. 5W = 12ky2 = Ep : (14)Celková mechanická energie harmonického kmitání je konstantní (obr. 6 | projednoduchost sledujeme kmitání s nulovou poèáteèní fází):Ec = Ep+Ek = 12ky2+ 12mv2 = 12ky2m sin2 !t+ 12mv2m cos2 !t = konst: (15)
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Obr. 6Potenciální energie v krajní poloze je stejná jako kinetická energie pøi prù-chodu rovnová¾nou polohou:12ky2m = 12mv2m ; pøièem¾ vm = !ym : (16)6



Po dosazení a úpravì opìt dostáváme vztahy (13):k = m!2 ; ! =s km ; f = 12ps km ; T = 2psmk :Urèení periody nebo frekvence harmonických kmitù mechanické soustavypatøí k èasto se vyskytujícím úlohám. Na pru¾inovém oscilátoru jsme si ukázalidva základní zpùsoby øe¹ení :a) Vyjdeme z pohybové rovnice a pou¾ijeme vztah a = �!2y.b) Vyjdeme ze zákona zachování energie a pou¾ijeme vztah vm = !ym.Øe¹ení slo¾itìj¹ích pøípadù vìt¹inou provádíme druhým zpùsobem.Pøi pøesnìj¹ím výpoètu periody kmitù pru¾inového oscilátoru musíme pøi-hlédnout k hmotnosti pru¾iny m0. Ta se uplatòuje jen èásteènì, nebo» pouzedolní konec pru¾iny kmitá se záva¾ím. Ostatní èásti se pohybují pomaleji a horníkonec nekmitá vùbec. Kinetickou energii pru¾iny, její¾ jeden konec je upevnìna druhý se pohybuje rychlostí v , vypoèítáme u¾itím integrálního poètu podleobr. 7:
Obr. 7 vxl � vx l dxdm

dm = m0 dxl ; Ek = mZ0 12 dm�vxl �2 = m0v22l3 lZ0 x2 dx = 12m03 v2 : (17)Hmotnost pru¾iny se tedy uplatní jen jednou tøetinou. Podle zákona zachováníenergie 12ky2m = 12 �m+ m03 � v2m = 12 �m+ m03 �!2y2m ; (18)! =vuuut km+ m03 ; T = 2pvuuutm+ m03k : (19)
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Úloha 3Na lehkou pru¾inu bylo zavì¹eno záva¾í o neznámé hmotnosti, které pouvolnìní zaèalo kmitat okolo rovnová¾né polohy. Celý dìj byl sledován pomocíelektronického silomìru, ke kterému byla pru¾ina horním koncem upevnìna.Na pøipojeném poèítaèi byl získán graf, který zachycuje èasový prùbìh velikostisíly pùsobící na silomìr (obr. 8). Poèáteèní velikost síly je dána tíhou samotnépru¾iny.a) Urèete hmotnost záva¾í a tuhost pru¾iny.b) Urèete amplitudu výchylky a amplitudu rychlosti pozorovaných kmitù.
Obr. 8
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3 Torzní oscilátorDosud jsme se zabývali harmonickými kmity pru¾inového oscilátoru, které pro-bíhaly ve svislém smìru jako pohyb posuvný. Analogické zákony platí i prootáèivý kmitavý pohyb osovì soumìrného tìlesa, které je zavì¹eno na drátìsplývajícím s osou soumìrnosti (obr. 9 ). Kmity jsou zpùsobeny pru¾nými silamiv drátu vyvolanými jeho kroucením (torzí) pøi pootoèení tìlesa z rovnová¾népolohy.
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Chceme-li drát délky l a polomìru r, který je vyroben z materiálu o modulupru¾nosti ve smyku G, dr¾et zkroucený o úhel �, musíme na konec drátu pùso-bit dvojicí vnìj¹ích sil, její¾ moment Mv, je pøímo úmìrný úhlové výchylce �(obr. 10). Platí Mv = pGr42l � = D� (20)Konstanta úmìrnosti D se nazývá direkèní moment . Moment vnìj¹ích sil jev rovnováze s momentem M pru¾ných sil drátu pùsobících proti deformaci:M = �D� (21)MomentyMv aM , úhlovou výchylku � a také úhlovou rychlost 
 = d�=dta úhlové zrychlení � = d
=dt otáèejícího se tìlesa zavádíme jako vektorovévelièiny, které umis»ujeme do osy otáèení podle známého pravidla pravé ruky .Jejich souøadnice Mv, M , �, 
 a " jsou kladné, pokud vektor smìøuje nahoru.Pùsobí-li dvojice vnìj¹ích sil F , �F kolmo na konce vratidla délky d, majísíly velikost F = Mvd = D�d : (22)Bìhem pootoèení o úhel � se velikost sil postupnì zvìt¹uje. Vnìj¹í sílyvykonají práci a zkroucený drát získá potenciální energii elastickouEp =W = 2Fprùm � s = 2 � D�2d � �d2 = 12D�2 : (23)Uvedeme-li zavì¹ené tìleso o momentu setrvaènosti J do otáèivého pohybua pøestaneme na nì pùsobit vnìj¹ími silami (kromì síly tíhové), rozkmitá se9



pùsobením momentu M pru¾ných sil drátu okolo rovnová¾né polohy. Úhlovávýchylka, úhlová rychlost a úhlové zrychlení tohoto pohybu se øídí kinema-tickými zákony analogickými k (1) a¾ (6) a (9), které platily u pru¾inovéhooscilátoru: � = �m sin(!t+ '0) ; (24)
 = 
m cos(!t+ '0) ; 
m = !�m ; (25)" = �"m sin(!t+ '0) ; "m = !2�m : (26)" = �!2� : (27)Pozor na rozdíl mezi souøadnicí 
 úhlové rychlosti tìlesa, která se bìhemkmitù neustále mìní, a úhlovou frekvencí kmitù ! = 2p=T , která pro danékmity konstantní a udává pøírùstek fáze za jednotku èasu!Dosazením z (25) do pohybové rovnice torzních kmitùM = J� = �D� (28)a úpravou odvodíme vztah pro výpoèet periody torzních kmitù:� J!2� = �D� ; !2 = 4p2T 2 = DJ ; T = 2ps JD : (29)Vidíme, ¾e direkèní moment drátuD a moment setrvaènosti zavì¹eného tìlesa Jmají u torzního oscilátoru stejný význam jako tuhost pru¾iny k a hmotnostzáva¾í m u oscilátoru pru¾inového.Pøi odvození tého¾ vztahu u¾itím zákona zachování energie vycházíme z pøed-pokladu, ¾e potenciální energie elastická drátu v krajní poloze je stejná jakokinetická energie tìlesa pøi prùchodu rovnová¾nou polohou:12D�2m = 12J
2m = 12J!2�2m : Z toho ! =sDJ : (30)Úloha 4Jako tìleso torzního oscilátoru zvolíme vodorovnou tyè stálého prùøezuo délce l = 1 m a hmotnosti m = 0;20 kg, kterou zavìsíme uprostøed nakus drátu. Jaký je direkèní moment drátu, kmitá-li oscilátor s periodou 6;0 s?Jak by se zmìnila perioda oscilátoru, kdybychom tyè zkrátili na polovinu?Moment setrvaènosti tyèe vzhledem k ose procházející kolmo jejím støedem jeJ = ml2=12. 10



4 KyvadlaJako kyvadlo mù¾eme oznaèit ka¾dé tìleso, které se mù¾e bez tøení otáèet okolovodorovné osy neprocházející jeho tì¾i¹tìm. Uèebnice fyziky pro støední ¹koly(napø. [1]) se obvykle omezují jen na rozbor vlastností kyvadla tvoøeného maloukulièkou o hmotnosti m zavì¹enou na tenkém vláknì délky l. Hmotnost vlákna,jeho deformace a odpor vzduchu zanedbáváme. Kulièku pova¾ujeme za hmotnýbod, jeho¾ pohyb je vázán na kru¾nici. Takto idealizované kyvadlo nazývámekyvadlo matematické .Zmìny pohybového stavu matematickéhokyvadla zpùsobuje pohybová slo¾ka F tíhové sílyFG, její¾ velikost urèíme podle obr. 11:jF j = FG sin� = mgl jxj : (31)Je-li amplituda kmitù velmi malá, pohybuje sekulièka témìø vodorovnì a souøadnici x støedukulièky mù¾eme pova¾ovat za okam¾itou vý-chylku z rovnová¾né polohy. Síla F je v takovémpøípadì pøímo úmìrná výchylce a má opaènýsmìr. Jsou tedy splnìny podmínky pro vznikharmonických kmitùx = xm sin(!t+ ') : (32)Z pohybové rovniceF = ma = �m!2x = �mgl x ; (33)
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�Obr. 11kde F , a jsou x-ové souøadnice sily a zrychlení, odvodíme vztah pro výpoèetperiody matematického kyvadla:!2 = 4p2T 2 = gl ; T = 2ps lg : (34)Pøi odvození tìch¾e vztahù u¾itím zákona zachování energie vycházímez obr. 12. Potenciální energie kulièky v krajní poloze je stejná jako kinetickáenergie pøi prùchodu rovnová¾nou polohou, kdy rychlost kulièky dosahuje am-plitudy vm: mgh = 12mv2m : (35)11



Dále platí vm = !xm = 2pT xm ; (36)h = l �pl2 � x2m = l� ls1� x2ml2 :=:= l � l�1� x2m2l2� = x2m2l : (37)Po dosazení do (35) dostanememgx2m2l = 12m4p2T 2 x2m ; T = 2ps lg : (38) xmlhvm Obr. 12Obdobnì odvodíme vztah pro výpoèet doby kmitu pomocí zákona zacho-vání energie i u jiných kyvadel. Na obr. 13 je znázornìna krajní a rovnová¾nápoloha kyvadla o hmotnosti m, jeho¾ tì¾i¹tì T se nachází ve vzdálenosti d odosy procházející bodem O kolmo k nákresnì. Pøi malé amplitudì kmitù konátì¾i¹tì kyvadla harmonické kmity s amplitudou xm a jeho rychlost pøi prùleturovnová¾nou polohu má velikost vm = !xm.Potenciální energie kyvadla v krajní polozezávisí na vý¹ce tì¾i¹tì h:Ep = mgh = mg �d�pd2 � x2m� := mgx2m2d :(39)Stejnì velká je kinetická energie kyvadla pøiprùchodu rovnová¾nou polohou:Ek = 12J
2m = 12J �vmd �2 := 12J !2x2md2 : (40)Moment setrvaènosti J kyvadla závisí na vzdá-lenosti tì¾i¹tì od osy podle Steinerovy vìtyJ = J0 +md2 ; (41)kde J0 je moment setrvaènosti vzhledem k oseprocházející tì¾i¹tìm rovnobì¾nì s osou kyva-dla.
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Z rovnosti energií dostaneme hledaný vztah pro výpoèet doby kmitu:mgx2m2d = 12J !2x2md2 ; !2 = 4p2T 2 = mgdJ ; (42)T = 2ps Jmgd = 2psJ0 +md2mgd : (43)V uèebnicích fyziky bývá pøedcházející vztah èastìji odvozen na základìpohybové rovnice otáèivého pohybu, ke které dojdeme z obr. 14:M = J" = J d
dt = J d2�dt2 = �mgd sin� := �mgd� = �D� : (44)Velièina D = mgd se nazývá direkèní moment kyvadla.Jestli¾e kyvadlo vychýlíme z rovnová¾né polohyv kladném smyslu (proti smyslu obíhání hodinových ru-èièek), je moment tíhové síly záporný, a naopak pøi vý-chylce kyvadla v záporném smyslu je moment tíhové sílykladný. Proto se v rovnici (44) objevuje záporné zna-ménko podobnì jako v pohybové rovnici pru¾inovéhooscilátoru (12). Z analogie obou rovnic plyne, ¾e rovnici(44) vyhovuje øe¹ení analogické k (1) a (13):� = �m sin(!t+ '0) ; ! = 2pT =sDJ ;T = 2ps JD = 2psJ0 +md2mgd ; (45)které popisuje závislost okam¾ité úhlové výchylky � naèase.
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Obr.14Na¹e odvození vztahu pro výpoèet doby kyvu kyvadla se neobe¹lo bez po-u¾ití pøibli¾ných vzorcù h := x2m2d ; sin� := � : (46)Proto vztahy (33), (44) platí s dostateènou pøesností jen pøi malých ampli-tudách kmitù. (Pro �m = 1� je skuteèná doba kmitu vìt¹í asi o 0,002 %, pro�m = 5� asi o 0,05 %.) Tím se kyvadla li¹í od torzních oscilátorù, kde pohybová13



rovnice J" = �D� platí pøesnì i pro velké úhlové výchylky, dokud deformacekroucením nepøekroèí meze platnosti Hookova zákona.Pøi vìt¹ích amplitudách výchylky nejsou u¾ kmity kyvadla pøesnì harmo-nické. Jejich èasový prùbìh a dobu kmitu mù¾eme dostateènì pøesnì urèitnumerickým modelováním, které je popsáno ve studijním textu [2].Vedle doby kmitu se u kyvadla zavádí i doba kyvu � = T=2. Jestli¾e � = 1 s,nazývá se kyvadlo sekundové .Ka¾dému kyvadlu mù¾eme pøiøadit redukovanou délku l?, kterou de�nujemejako délku matematického kyvadla se stejnou dobou kyvu (obr. 15). Z rovnostiT = 2ps JD = 2psJ0 +md2mgd = 2ps l?g (47)odvodíme vztah pro výpoèet redukované délkyl? = Jmd = J0 +md2md = d+ J0md > d : (48)
d l?
Obr. 15 Obr. 16
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Tl? d
l?�dNaneseme-li od bodu O na polopøímku OT redukovanou délku l?, dosta-neme bod O0, kterým mù¾eme vést novou osu, opìt kolmou k nákresnì (obr. 16).Okolo této osy bude kyvadlo kývat s dobou kyvu T 0, která je stejná jako dobakyvu T okolo pùvodní osy. Platí toti¾T 0 = 2ps J 0mg(l? � d) = 2psJ0 +m(l? � d)2mg(l? � d) =14



= 2pvuuuuuutJ0 +m� J0md�2mg� J0md� = 2psmd2 + J0mgd = T : (49)Úlohy5. Urèete vztah pro výpoèet doby kmitu homogenní tyèe hmotnostim a délky l,která kmitá kolem osy kolmé k tyèi a procházející jejím koncem.6. Kruhová homogenní deska kmitá kolem vodorovné osy kolmé k rovinì desky.Osa prochází jejím obvodem (obr. 17). V jaké jiné vzdálenosti od støedudesky by mohla být osa, ani¾ by se doba kmitu zmìnila?7. Urèete dobu kmitu kotouèe znázornìného na obr. 18 kolem vodorovné osyjdoucí bodem O kolmo na rovinu kotouèe. Plná èást kotouèe je homogenní.
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Obr. 188. Tenká obruè o polomìru R zavì¹ená na skobì se po malém vychýlení z rov-nová¾né polohy stane kyvadlem. Urèete jeho dobu kmitu a redukovanoudélku.
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5 U¾ití kyvadel pøi mìøení tíhového zrychleníAbsolutní mìøení tíhového zrychlení v urèitém místì na Zemi mù¾eme pøesnìrealizovat pomocí reverzního kyvadla sestrojeného napø. podle obr. 19. Tì¾kátyè je opatøena dvìma závìsnými bøity O1, O2 otoèenými ostøím proti sobì azáva¾ím, jeho¾ vzdálenost x od konce tyèe mù¾eme plynule mìnit a regulovattak doby kmitu T1; T2 okolo obou bøitù. Namìøené hodnoty vyneseme do grafu(obr. 20), ze kterého zjistíme, pro kterou polohu záva¾í jsou obì doby kmitustejné a jaká je jejich hodnota T1 = T2 = T . V takovém pøípadì je vzdálenostbøitù l rovna redukované délce kyvadla a tíhové zrychlení urèíme ze vztahug = 4plT 2 : (50)Vzdálenost bøitù a doba kmitu mohou být stanoveny se znaènou pøesností.Tím je zaji¹tìna i pøesnost koneèného výsledku.
l
xO1

O2Obr. 19

T
T2T1xObr. 20Známe-li hodnotu tíhového zrychlení gA pro nìjakou základní stanici A,mù¾eme urèit tíhové zrychlení gB na kterémkoliv jiném místì B tak, ¾e zmìøímetímté¾ kyvadlem doby kmitu TA; TB na obou místech. Pak platíTA = 2ps JmgAd ; TB = 2ps JmgBd ; gB = gA�TATB�2 : (51)
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Poznámka: Pøed r. 1930 vykonal základní mìøení ve sklepì Èeské technikyv Brnì fyzik B. Kladivo. Urèil hodnotu tíhového zrychleníg = (9;809 61� 0;000 01) m � s�2:
6 Pøíklady slo¾itìj¹ích oscilátorùA. Spojování pru¾inNa obr. 21 jsou zobrazeny tøi oscilátory tvoøené záva¾ím o hmotnosti ma dvìma pru¾inami se zanedbatelnou hmotností o klidových délkách l1, l2 atuhostech k1 a k2. Jednotlivé pøípady probereme postupnì. Prodlou¾ení pru¾inv rovnová¾né poloze oscilátoru poka¾dé oznaèíme �l1, �l2.a) Pøi paralelním spojení pru¾in se tíha zá-va¾í rozlo¾í na obì pru¾iny. V rovnová¾népoloze platímg = k1�l1 + k2�l2 : (52)Vychýlíme-li záva¾í do vý¹ky y, síly pru¾inse zmen¹í a na záva¾í pùsobí výsledná sílao souøadniciF = k1(�l1�y)+k2(�l2�y)�mg == �(k1 + k2)y : (53)Oscilátor kmitá stejnì, jako kdybychompou¾ili jedinou pru¾inu o tuhostik = k1 + k2 : (54)Pøi paralelním spojení pru¾in se jejich tu-hosti sèítají. a) b) c)

k1l1 k2l2

Obr. 21b) Sériovì spojené pru¾iny jsou v rovnová¾né poloze obì zatí¾eny celou tíhouzáva¾í: mg = k1�l1 = k2�l2 : (55)17



Vychýlíme-li záva¾í do vý¹ky y, zkrátí se první pru¾ina o y1, druhá o y2 a obìbudou napnuty stejnou silou o velikostiFp = k1(�l1 � y1) = k2(�l2 � y2) : (56)Na záva¾í pùsobí výsledná síla o souøadniciF = Fp �mg = �k1y1 = �k2y2 : (57)Porovnáním vztahù dostaneme:y = y1 + y2 = � Fk1 � Fk2 = �Fk ; F = � k1k2k1 + k2 y : (58)Oscilátor kmitá stejnì, jako kdybychom pou¾ili jedinou pru¾inu, pro její¾ tuhostplatí 1k = 1k1 + 1k2 ; k = k1k2k1 + k2 : (59)Pøi sériovém spojení pru¾in se sèítají pøevrácené hodnoty jejich tuhostí.c) Ve tøetím pøípadì pùsobí na záva¾í síly pru¾in v opaèných smìrech. V rov-nová¾né poloze platí mg = k1�l1 � k2�l2 : (60)Vychýlíme-li záva¾í do vý¹ky y, bude na nì pùsobit výsledná síla o souøadniciF = k1(�l1 � y)� k2(�l2 + y)�mg = �(k1 + k2)y : (61)Oscilátor kmitá stejnì, jako kdybychom pou¾ili jedinou pru¾inu o tuhostik = k1 + k2 : (62)Pøípady a) a c) jsou tedy co do periody kmitù ekvivalentní.B. Kolébání nesymetrického tìlesaSetrvaèník o hmotnosti m a momentu setrvaènosti J0 je høídelí o polo-mìru r polo¾en na vodorovné kolejnice (obr. 22). Ve vzdálenosti r1 od osy jek setrvaèníku pøipevnìn malý pøíva¾ek o hmotnosti m1.m;J0rr1 m1 Obr. 2218



Odvalíme-li setrvaèník z rovnová¾né polohy tak, ¾e se otoèí o malý úhel�m, bude osa setrvaèníku po jeho uvolnìní konat harmonický kmitavý pohybs amplitudou xm a pøi prùchodu rovnová¾nou polohou bude mít rychlost vm(obr. 23): xm := r�m ; vm := !xm = 2pT xm; : (63)Potenciální energie v krajní polozeEp = m1gh = m1gr1(1� cos�m) = m1gr1�1�q1� sin2 �m� :=:= m1gr1 sin2 �m2 = m1gr1 x2m2r2 (64)je stejná jako kinetická energie pøi prùchodu rovnová¾nou polohou, kdy se se-trvaèník otáèí okolo okam¾ité osy procházející bodem P úhlovou rychlostí 
m:
m = vmr ; Ek = 12J
2m ; kde J = J0 +mr2 +m1(r1 � r)2 (65)je moment setrvaènosti vzhledem k okam¾ité ose. Porovnáním vztahù dosta-neme: m1r1g x2m2r2 = 12[J0 +mr2 +m1(r1 � r)2]!2x2mr2 ; (66)! =s m1r1gJ0 +mr2 +m1(r1 � r)2 : (67)
xmhm1 m1r1 �m vm v1P

m; J0rr1�r Obr. 23
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C. Kývání tyèe pùsobením pru¾né sílyHomogenní tyè stálého prùøezuo hmotnosti m a délce l je je jednímkoncem otáèivì upevnìna v bodì O.Ve vodorovné rovnová¾né poloze je dr-¾ena svislou pru¾inou o tuhosti k a za-nedbatelné hmotnosti, která je k tyèipøipevnìna ve tøech ètvrtinách délky(obr. 24). Tyè rozkýváme ve svislémsmìru tak, ¾e bod, ve kterém je pru-¾ina upevnìna k tyèi, koná harmonickékmity s malou amplitudou ym. Pøi prù-chodu rovnová¾nou polohou má tedyrychlost vm = !ym.
O l34 l m k

Obr. 24V krajní poloze má soustava potenciální energii Ep = ky2m=2. Pøi prùchodurovnová¾nou polohou se tyè otáèí úhlovou rychlostí 
m a má kinetickou energiiEk = J
2m=2, kde J je moment setrvaènosti tyèe vzhledem k bodu O:
m = vm34 l = 4!ym3l ; J = 13ml2 : (68)Ze zákona zachování energie plyne12ky2m = 12 � ml23 � 16!2y2m9l2 ; ! = 34s3km : (69)Úloha 9Urèete periodu malých kmitù homogenní kulièky o polomìru r, kterou po-lo¾íme na dno misky tvaru kulového vrchlíku o polomìru R > r a vychýlímez rovnová¾né polohy.
20



Øe¹eni úloh1. a) T = 1;20 s ; f = 1T = 0;833 Hz ; ! = 2pT = 5;24 rad�s�1,b) ym = 6;0 cm ; '0 = p6 rad, c) vm = !ym = 0;314 m � s�1,d) am = !2ym = 1;64 m � s�2.e) Mìøítka na osách rychlosti a zrychlení:1 cm b= 0;2 m � s�1; 1 cm b= 2 m � s�2:f) fyg = 0;060 sin�5;24ftg+ p6�, g) fvg = 0;314 cos�5;24ftg+ p6�,h) fag = �1;64 sin�5;24ftg+ p6�.2. Øe¹ením soustavy rovnic y0 = ym sin'0 ; v0 = !ym cos'0 dostanemetg'0 = !y0v0 = 2py0Tv0 = �0;27187 ^ sin'0 > 0 ! '0 = 2;88 rad ;ym = y0sin'0 = 17;2 cm :3. a) Uvolnìné záva¾í kmitá okolo rovnová¾né polohy, ve které by se po del¹ídobì zastavilo. Kdy¾ se záva¾í nachází v dolní krajní poloze, pùsobí nasilomìr síla o velikosti 6,6 N. Kdy¾ se nachází v horní krajní poloze, pù-sobí na silomìr síla o velikosti 2,0 N. Po ustálení záva¾í v rovnová¾népoloze bude tedy na silomìr pùsobit síla o velikosti 4,3 N. Tíha samotnépru¾iny je pøibli¾nì 0,2 N. Tíha záva¾í má tedy velikost 4,1 N a hmot-nost záva¾í je m = 0;42 kg. Hmotnost pru¾iny je malá v porovnánís hmotností záva¾í. Proto ji zanedbáme.Z grafu odeèteme periodu kmitù: 8T = 7;0 s ; T = 0;87 s :Pru¾ina má tuhost k = m!2 = 4p2mT 2 := 22 N �m�1 :b) Amplituda výsledné síly, která bìhem kmitání pùsobí na záva¾í, jeFm = 2;3 N. Tomu odpovídají amplitudy výchylky a rychlostiym = Fmk = 0;115 m vm = !ym = 2pymT = 0;76 m � s�1; :4. D = J!2 = 4p2ml212T 2 = 0;018 N �m � rad�1:21



Moment setrvaènosti tyèe polovièní délky je J1 = 112 � m2 � � l2�2 = J8 :Periody jsou v pomìru T1T =rJ1J = 12p2 :5. Do vztahu (43) pro výpoèet doby kmitu kyvadla dosadímed = l2 ; J = J0 +md2 = 112ml2 +m� l2�2 = 13ml2a dostaneme hledaný vztahT = 2pvuuuut ml23mgl2 = 2ps 2l3g :Doba kmitu homogenní tyèe pøi dané poloze osy je T = 2pr 2l3g .6. Pomocí Steinerovy vìty urèíme moment setrvaènosti vzhledem k ose kyva-dla: J = J0 +mR2 = mR22 +mR2 = 32mR2 :Doba kmitu potom jeT = 2ps JD = 2pvuuut 3mR22mgR = 2ps3R2g = 2ps l?ga redukovaná délka l? = 32R :Pøemístíme-li osu do vzdálenosti l?�R = R=2 od tì¾i¹tì desky, doba kmituse nezmìní.7. Øe¹ení rozdìlíme na nìkolik èástí:a) Urèení polohy tì¾i¹tì útvaru | kotouèe s vyøíznutým otvorem: Podobnéúlohy jste øe¹ili v 1. roèníku. Pøesvìdète se, ¾e tì¾i¹tì kyvadla le¾í vevzdálenosti R=6 pod støedem kotouèe S.22



b) Urèení momentu setrvaènosti vzhledem k ose kyvadla: Od momentu setr-vaènosti plného kotouèe, jeho¾ hmotnost oznaèímem, odeèteme momentsetrvaènosti vyøíznutého kotouèe:J = mR22 +mR2 � 12 � m4 � R24 � m4 � R24 = 4532mR2 :c) Urèení doby kmitu:T = 2pvuuut J3m4 gd = 2pvuuuut 45mR2323m4 g 7R6 = 3ps5R7g :8. T = 2pr Jmgd = 2pr2mR2mgR = 2pr2Rg ; l? = 2R :9. Vyjdeme z obr. 25:h = (R�r)�p(R� r)2 � x2m := x2m2(R� r) ;vm = !xm; 
m = vmr ; J = 25mr2 ;mgh = 12mv2m + 12J
2m = 12 � 75mv2m ; rR�rxmvm hObr. 25mg x2m2(R� r) = 12 � 75m!2x2m ; ! =s 5g7(R� r) ; T = 2ps7(R� r)5g :

23



Literatura[1] Lepil, O.: Fyzika pro gymnázia. Mechanické kmitání a vlnìní . Prometheus,Praha 1994[2] ©edivý, P.: Modelování pohybù numerickými metodami . Knihovnièka fyzi-kální olympiády è. 38, MAFY, Hradec Králové 1999[3] Vybíral, B.: Øe¹ení kmitavých soustav u¾itím energie. Studijní text 13. roè-níku FO, 1971[4] Ko¹»ál, R.: Jednoduchý kmitavý pohyb. Studijní text 18. roèníku FO, 1976[5] Ko¹»ál, R.: Jednoduchý kmitavý pohyb II. Studijní text 19. roèníku FO, 1977

24


