
ELEKTROSTATIKAStudijní text pro øe¹itele FO a ostatní zájemce o fyzikuBohumil VybíralObsahÚvod 31 Elektrostatické pole ve vakuu 51.1 Elektrický náboj : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51.2 Coulombùv zákon : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71.3 Intenzita elektrického pole : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7Pøíklad 1 { intenzita pole nabité kru¾nice : : : : : : : : : : : : 81.4 Tok intenzity elektrického pole : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91.5 Gaussùv zákon : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10Pøíklad 2 { intenzita pole nabité pøímky : : : : : : : : : : : : : 12Pøíklad 3 { intenzita pole nabité roviny : : : : : : : : : : : : : 13Pøíklad 4 { intenzita pole nabité elektrické koule : : : : : : : : 141.6 Práce síly elektrického pole pøi pøemís»ování náboje : : : : : : 161.7 Elektrostatická energie náboje, potenciál elektrického pole : : : 171.8 Souvislost potenciálu a intenzity elektrického pole : : : : : : : : 19Pøíklad 5 { elektrické pole dipólu : : : : : : : : : : : : : : : : : 21Pøíklad 6 { elektrické pole nabité kulové plochy : : : : : : : : : 22Pøíklad 7 { elektrické pole nabitého dielektrického válce : : : : 251.9 Vlastní elektrostatická energie soustavy nábojù : : : : : : : : : 26Pøíklad 8 { energie elektrostatické vazby krystalové møí¾e : : : 27Pøíklad 9 { vlastní elektrostatická energie nabité koule : : : : : 281.10 Hustota energie elektrického pole : : : : : : : : : : : : : : : : : 30Pøíklad 10 { ohyb svazku elektronù na nabitém drátì : : : : : : 312 Elektrostatické pole v dielektriku 342.1 Dielektrikum a jeho polarizace : : : : : : : : : : : : : : : : : : 342.2 Vliv dielektrika na elektrické pole : : : : : : : : : : : : : : : : : 342.3 Elektrická indukce : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36



3 Kapacita vodièù 383.1 Vlastní kapacita vodièe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 383.2 Kapacita kondenzátoru : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38Pøíklad 11 { kapacita deskového kondenzátoru : : : : : : : : : : 39Pøíklad 12 { kapacita válcového kondenzátoru : : : : : : : : : : 403.3 Energie nabitého kondenzátoru : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41Pøíklad 13 { elektrostatický voltmetr : : : : : : : : : : : : : : : 413.4 Kapacita soustavy kondenzátorù : : : : : : : : : : : : : : : : : 424 Úlohy 45Fyzikální konstanty pro øe¹ení úloh 54Øe¹ení úloh 55Literatura 63



ÚvodPøedlo¾ené pojednání je dal¹ím ze série studijních textù urèených nejen proøe¹itele fyzikální olympiády, ale i pro ostatní zájemce o fyziku v hlub¹ím zá-bìru, ne¾ který poskytuje støední ¹kola. Zabývá se elektrostatikou, tedy oddí-lem fyziky popisujícím elektrické pole vyvolané elektrickými náboji, které jsouv uva¾ované pozorovací soustavì v klidu.Elektrostatické pole je jednoduchou formou obecnìj¹ího elektromagnetic-kého pole, které je jedním ze ètyø dosud známých fundamentálních fyzikálníchpolí, resp. fyzikálních interakcí, pomocí nich¾ mù¾eme vysvìtlit v¹echny známéjevy mezi materiálními objekty. Jsou to:1. gravitaèní pole (gravitaèní interakce),2. leptonové pole (slabá interakce),3. elektromagnetické pole (elektromagnetická interakce),4. mezonové pole (silná interakce).Z tìchto polí má první a tøetí velký (prakticky neomezený) dosah, kde¾todosah druhého a ètvrtého pole je velmi nepatrný a prakticky je omezen jenna prstor jádra atomu (jeho polomìr je øádu 10�15 a¾ 10�14 m). Pro úplnostje tøeba dodat, ¾e souèasné fyzice vysokých energií a jaderné fyzice se poda-øilo najít a experimentálnì potvrdit vazbu mezi slabou a elektromagnetickouinterakcí a u¾itím kvantové teorie pole úspì¹nì popsat integrovanou elektro-slabou interakci. Z makroskopického hlediska v¹ak i souèasná fyzika pracujes uvedenými ètyømi interakcemi.Srovnáme-li elektrostatickou a gravitaèní sílu mezi dvìma protony ve stejnévzdálenosti, zjistíme, ¾e elektrostatická interakce je 1;2 � 1036krát silnìj¹í ne¾interakce gravitaèní. Gravitaèní interakce se proto mù¾e uplatnit jen u velkýchmakroskopických objektù (øídí napø. pohyb planet Sluneèní soustavy) a urèujestrukturu vesmíru. Naopak elektromagnetická interakce se ve stavbì vesmíruneuplatòuje (celkový náboj vesmíru je nulový) a u makroskopických tìles seuplatní, jen kdy¾ se poru¹í rovnováha mezi kladnými a zápornými náboji. Do-minantní postavení elektromagnetické interakce je a¾ u mikroskopických ob-jektù (urèuje strukturu atomového obalu, poutá atomy v molekuly). Zbývajícídvì interakce (silná a slabá) se prakticky uplatòují pøi stavbì jádra atomu ajeho rozpadu a pøi rozpadu elementárních èástic. Silná interakce je 137krát vìt¹íne¾ elektromagnetická mezi dvìma protony, kde¾to slabá interakce je 1011krátslab¹í ne¾ elektomagnetická a nemù¾e poutat ¾ádné èástice.Popis elektromagnetického pole v soustavì, v ní¾ jsou jeho zdroje { elek-trické náboje { v klidu, je nejjednodu¹¹í (stejnì tomu tak je i u ostatních polí).Proto výklad o tìchto statických jevech podáme nejprve. Budou-li se zdrojovéèástice pole v pozorovací soustavì pohybovat, musíme provést relativistickou3



transformaci pøíslu¹ných interakcí a dostaneme pole dynamické. Druhým stup-nìm výkladu o elektromagnetickém poli je tedy elektrodynamika, která budepøedmìtem dal¹ího studijního textu.I kdy¾ by se zdálo, ¾e elektrostatické jevy jsou jednoduché a nezajímavé, nenítomu tak. To pozná ètenáø po prostudování pøedlo¾eného textu. Z elektrosta-tiky je mo¾né sestavit i øadu zajímavých úloh. Proto je studijní text doplnìn52 problémy. Z toho je 13 øe¹ených pøíkladù zaøazeno do textu a je zadáno39 úloh s uvedenými výsledky øe¹ení, pøípadnì u obtí¾nìj¹ích i s naznaèenýmnebo úplným øe¹ením.
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1 Elektrostatické pole ve vakuu1.1 Elektrický nábojTìlesa, která se bì¾nì vyskytují v pøírodì, jeví pouze gravitaèní interakci; jsouelektricky neutrální. Za urèitých okolností v¹ak mohou na sebe vzájemnìpùsobit je¹tì jinými silami ne¾ gravitaèními, závislými stejným zpùsobem navzdálenosti, jsou-li ve stavu, který nazýváme elektrický. Do toho stavu pøe-cházejí zelektrováním (napø. tøením nebo elektrickou indukcí). Na rozdíl odgravitaèních sil mohou být elektrické síly pøita¾livé i odpudivé.Pokusy ji¾ v 17. století ukázaly, ¾e existují dva druhy elektøiny. Elektøina,která vzniká tøením tyèe z olovnatého skla amalgamovanou kù¾í nebo hedvá-bím, se nazvala kladná. Elektøina, která vzniká tøením tyèe z ebonitu (tvrdéhokauèuku) srstí, se nazvala záporná. Experimentálnì lze snadno zjistit, ¾e sou-hlasnì nabité tyèe se vzájemnì odpuzují a nesouhlasnì nabité tyèe se vzájemnìpøitahují.Ke kvantitativnímu vyjádøení elektrického stavu materiálních objektù (tì-les nebo èástic) se zavádí elektrický náboj jako míra vlastnosti materiálníhoobjektu pùsobit na jiný materiální objekt silou související s polohou vzhledemk nìmu a závislou na elektrickém stavu obou materiálních objektù. Proto¾enositelem elektromagnetické interakce je elektromagnetické pole, mù¾eme elek-trický náboj de�novat jako míru schopnosti materiálního objektu vytváøet elek-trické pole. Náboj má dvojí polaritu, je kladný nebo záporný. Náboje stejnépolarity se odpuzují, náboje rùzné polarity se pøitahují.Náboj neexistuje samostatnì; je v¾dy vázán na látku, resp. na èástice.Nositelem kladných nábojù jsou ze stabilních èástic protony a èástice �; nosi-telem záporných nábojù elektrony. U elektricky neutrálních tìles se pùsobeníkladných a záporných nábojù vzájemnì kompenzuje. Kladnì nabité tìleso ob-sahuje nekompenzované kladné náboje, zápornì nabité tìleso nekompenzovanézáporné náboje.Jednotkou náboje v soustavì SI je 1 C (coulomb) = 1 A � s: Náboj oznaèu-jeme Q, pøípadnì q:Pro elektrické náboje platí tyto základní zákony:1. Zákon zachování náboje: v izolované soustavì se celkový náboj zacho-vává; náboj není mo¾né vytvoøit ani znièit.2. Zákon kvantování náboje: v¹echny náboje, kladné i záporné, jsou celist-
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vými násobky dále nedìlitelného 1 elementárního nábojee = 1;602 189 2 � 10�19 C :Nositelem kladného elementárního náboje je proton, záporného elementár-ního náboje elektron.3. Zákon invariantnosti náboje: velikost náboje je { na rozdíl od hmotnosti{ invariantní, tj. nezávislá na rychlosti pohybu nabité èástice v pozorovacísoustavì.4. Elektrický náboj vesmíru je nulový, tj. algebraický souèet v¹ech nábojùve vesmíru je nulový. (®ádná astronomická ani astrofyzikální pozorovánínenasvìdèují, ¾e by tomu tak nemìlo být.)Pøi øe¹ení problémù elektrostatiky se setkáváme s tìmito modely nábojù (veskuteènosti mají náboje diskrétní charakter a jejich nositelé koneèné rozmìry,i kdy¾ makroskopicky zanedbatelné):1. Náboj bodový { rozmìry jejich nositelù (èástic) zanedbáváme.2. Náboj èárový { náboj uva¾ujeme spojitì rozlo¾ený na èáøe s délkovou(lineární) hustotou � = lim�l!0 �Q�l = dQdl : (1)3. Náboj plo¹ný { náboj uva¾ujeme spojitì rozlo¾ený na plo¹e s plo¹nouhustotou � = lim�S!0 �Q�S = dQdS : (2)4. Náboj prostorový { náboj uva¾ujeme spojitì rozlo¾ený v prostoru s ob-jemovou (prostorovou) hustotou% = lim�V!0 �Q�V = dQdV : (3)1Kvarkový model hadronù (tj. èástic podléhajících silné interakci, mezi nì¾ patøí pøe-dev¹ím proton a neutron), experimentálnì potvrzený (1973), pracuje s kvarky. Jsou to èás-tice, které mají tøetinové elementární náboje �e=3; �2e=3; e=3; 2e=3: Podle souèasnýchnázorù v¹ak nelze hadrony na kvarky roz¹tìpit (tzv. teorie o uvìznìní kvarku v hadronu).
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1.2 Coulombùv zákonInterakce mezi dvìma elektricky nabitými èásticemi se projevuje silovì. Vezvlá¹» jednoduchém pøípadì, kdy jsou oba náboje v pozorovací soustavì v klidu,jde o elektrickou interakci, která je pro dva bodové náboje Q; q; nachá-zející se ve vakuu ve vzájemné vzdálenosti r; popsána Coulombovým záko-nem (1785): F = 14�"0 Qqr2 r 0 ; (4)kde F je síla, kterou pùsobí náboj Q (zdrojový) na náboj q (testovací), r 0 jejednotkový vektor vedený od Q k q a"0 = 1074�fcg2 C2 �m�2 � N�1 = 8;854 187 818 � 10�12 F �m�1je permitivita vakua a fcg je èíselná hodnota rychlosti svìtla ve vakuu v sou-stavì SI. Mezi jednotkami platí vztah C2 �m�2 �N�1 = F �m�1; kde F (farad) == C2 �m�1 �N�1 = C�V�1 je jednotka kapacity a V (volt) = N�m�C�1 = J�C�1je jednotka potenciálu elektrického pole.Pro výpoèet síly, kterou na sebe pùsobí jiné náboje ne¾ bodové, je nutné nej-prve vyjádøit element síly mezi elementy tìchto nábojù a pak provést integracipøes uva¾ované nebodové náboje.Coulombùv zákon (4) jsme formulovali pro statickou soustavu bodových ná-bojù. Jeho platnost mù¾eme roz¹íøit i na dùle¾itý pøípad, kdy zdrojový nábojQ sice zùstává v pozorovací soustavì v klidu, av¹ak testovací náboj q se pohy-buje libovolnou rychlostí u < c: Vyplývá to ze zákona invariantnosti náboje a jev souladu s pozorováním (experimentálnì byla tato skuteènost potvrzena s rela-tivní pøesností a¾ 10�20). Budou-li v pozorovací soustavì oba náboje v pohybu,zmìní se elektrostatické pole zdrojového náboje na pole elektromagnetické a sílamezi náboji na sílu Lorentzovu (ke Coulombovì síle pøistoupí síla magnetická).Výklad tìchto jevù bude pøedmìtem elektrodynamiky.1.3 Intenzita elektrického poleInterakce mezi elektrickými náboji se nedìje pøímo, nýbr¾ prostøednictvím elek-tromagnetického pole, které se v okolí nábojù vytváøí. V pozorovací soustavì,v ní¾ je náboj v klidu, je toto pole elektrostatické. V okolí ka¾dého elektrickéhonáboje existuje tedy pole, o nìm¾ se mù¾eme jednodu¹e pøesvìdèit tím, ¾e douva¾ovaného místa umístíme jiný { testovací (zku¹ební, pokusný) { náboj. Nanáboj bude pùsobit elektrická síla a v místì testovacího náboje existuje elek-trické pole. Toto pole lze popsat jednak silovì, jednak energeticky. První popis7



vede k velièinì intenzita elektrického pole, druhý k velièinì potenciál elektric-kého pole.Intenzitu elektrického pole de�nujeme jako sílu, kterou pùsobí elektricképole v uva¾ovaném místì na kladný jednotkový náboj. Je-li v tomto místì poletestovací náboj q; bude intenzitaE = Fq ; [E] = N �C�1 = V �m�1 : (5)Aby testovací náboj q neovlivnil rozlo¾ení zdrojového náboje, je-li nebodový,de�nuje se intenzita vztahem E = limq!0 Fq :Mù¾eme-li zdrojový objekt pova¾ovat za bodový, bude výraz pro výpoèet in-tenzity jednoduchý: E = Q4�"0r2 r 0 : (6)Pro elektrické pole platí princip superpozice: intenzita elektrického pole,slo¾eného z nìkolika dílèích polí, je dána sumací intenzit tìchto polí podlepravidel vektorového souètu: E = nXk=1Ek : (7)Je-li náboj na objektu rozlo¾en spojitì, vyjádøíme nejprve intenzitu elek-trického pole jeho vhodného elementu, pøièem¾ posuzujeme jednak velikost,jednak smìr intenzity pøi zmìnì jeho polohy a pak integrujeme pøes celý ob-jekt. Postupujeme zpravidla individuálnì, jak vyplývá z následujících pøíkladù1, 2, 3 a z nìkterých úloh.Pøíklad 1 { intenzita pole nabité kru¾niceKru¾nice (resp. tenký vodivý kruhový prstenec) o polomìru R je rovnomìrnìnabita nábojem Q: Vypoètìte intenzitu elektrického pole na její ose toto¾nés osou x; pøièem¾ poèátek souøadnicové osy polo¾te do støedu kru¾nice.Øe¹eníNáboj je rozlo¾en s délkovou hustotou � = Q=2�R =konst. Na kru¾nici uva-¾ujme element R d�; na kterém je nábojdQ = �R d� = Qd�2� :8



Pro jeho vzdálenost od bodu A na ose (obr. 1) a úhel � platír =pR2 + x2 ; cos� = xpR2 + x2 :dQQ � d�R � �xr dEdExdEyAO Obr. 1
�Intenzitu dE pole o velikosti dE = dQ=4�"0r2 rozlo¾íme na dvì kolméslo¾ky dEx; dEy; pøièem¾ ke ka¾dému elementu kru¾nice lze najít protilehlýelement, pro nìj¾ se slo¾ky dEy vzájemnì vyru¹í a slo¾ky dEx o velikostidEx = dE cos� seètou. Integrací pro celou kru¾nici dostanemeEx = Q4�"0 � x(R2 + x2) 32 2�Z0 d�2� = Qx4�"0p(R2 + x2)3 ; Ey = 0 : (8)Pro body na ose, pro nì¾ x � R ; mù¾eme výsledek (8) zjednodu¹it do tvaruEx = Q4�"0x2 : Intenzita pole je tedy stejná jako kdyby náboj Q byl soustøedìnve støedu kru¾nice.1.4 Tok intenzity elektrického pole
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Elektrické pole mù¾eme vhodnì znázornitpomocí siloèar. Siloèárou v elektrickémpoli nazýváme my¹lenou orientovanou èáruvedenou tak, ¾e teèna v kterémkoliv jejímbodì má smìr vektoru intenzity elektric-kého pole v tomto bodì (obr. 2). Hustotaèar se volí tak, aby byla úmìrná velikostiintenzity v uva¾ovaném místì pole.K nejjednodu¹¹ím tvarùm polí patøí pole radiální, které vytváøí napø.osamocený bodový náboj, pøièem¾ u kladného náboje je toto pole rozbíhavé(obr. 3a), u záporného náboje je toto pole sbíhavé (obr. 3b). Homogenní polemá rovnobì¾né, stejnì husté siloèáry (obr. 3c).9
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SS0 S E� ��Obr. 4
Z pøedstavy siloèar se zavádí tok intenzity elek-trického pole �e jako velièina, její¾ velikost jeúmìrná celkovému poètu siloèar, které procházejíuva¾ovanou plochou v poli. Pro homogenní pole(obr. 4) tok rovinnou plochou S je�e = E � S = ES cos� ; (9)kde S cos� = S0 je prùmìt plochy S do smìrukolmého k siloèárám. Teèkou ve výrazu (9) vyja-døujeme skalární souèin dvou vektorù.Je-li pole nehomogenní je nutné vyjádøit tok intenzity elementu plochy aprovést integraci pøes celou plochu:�e = ZS E � dS : (10)Tok vektoru intenzity je zøejmì skalární velièina.1.5 Gaussùv zákonVypoètìme nejprve tok intenzity radiálního elektrického pole uzavøenou kulo-vou plochou se støedem v místì náboje o obsahu S0 = 4�r20 (obr. 5). Proto¾epodle Coulombova zákona má intenzita E0 v libovolném bodì této plochy stálouvelikost E0 = Q4�"0r20a smìr shodný se smìrem normály v tomto bodì, bude tok intenzity uzavøenouplochou �e = E0S0 = Q4�"0r20 4�r20 = Q"0 : (11)Tok je tedy nezávislý na polomìru r0 a tudí¾ i na poloze náboje Q uvnitø kulovéplochy. 10
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Zvolíme-li místo kulové plochy obecnouuzavøenou plochu kolem náboje Q; musíz ní vycházet stejný poèet siloèar jako z ku-lové plochy (obr. 5). Proto¾e celkový tokintenzity plochou S opìt nemù¾e závisetna poloze náboje Q; mù¾eme si uvnitø uza-vøené plochy pøedstavit n bodových ná-bojù a podle principu superpozice budecelkový tok intenzity uzavøenou plochoudán algebraickým souètem (tok je skalár)tokù od jednotlivých nábojù. Tedy�e � HS E � dS = 1"0 nPi=1Qi � Q"0 ; (12)kde krou¾ek u symbolu integrálu vyjadøuje integraci pøes uzavøenou plochu S :Náboj mù¾e být uvnitø objemu V vymezeného uzavøenou plochou S rozlo-¾en spojitì s objemovou hustotou %: Pak bude mít výsledek (12) tvarHS E � dS = 1"0 RV % dV : (13)Bude-li náboj uvnitø objemu V rozlo¾en spojitì na køivce délky L nebo naplo¹e obsahu A vypoèteme jeho celkovou velikost u¾itím hustoty dané vztahem(1) pøíp. (2): Q = ZL � dl ; Q = ZA � dS : (14)Výsledky (12) a (13) vyjadøují Gaussùv zákon elektrostatiky pro vakuumv integrálním tvaru:Celkový tok intenzity elektrického pole libovolnou uzavøenouplochou se rovná celkovému náboji v prostoru, který uzavírátato plocha, dìlenému permitivitou vakua.Gaussùv zákon v integrálním (a zejména v diferenciálním) tvaru tvoøí jednuze ètyø hlavních Maxwellových rovnic elektromagnetického pole. Je pøímýmdùsledkem Coulombova zákona.Vedle tohoto základního významu Gaussova zákona je jeho význam i provýpoèet intenzit elektrických polí nìkterých soustav nábojù. Jde o pøípady, kdyznáme (nebo dovedeme odhadnout) tvar øe¹eného pole, resp. rozlo¾ení siloèar.11



Pak volíme uzavøenou plochu S tak, aby procházela bodem, kde urèujeme in-tenzitu a vedeme ji tak, aby byla kolmá na siloèáry nebo rovnobì¾ná s nimi.Pak se snadno poèítá tok intenzity uzavøenou plochou. Pou¾ití Gaussova zákonauvidíme na následujících pøíkladech a úlohách a posoudíme jeho pøednosti.Pøíklad 2 { intenzita pole nabité pøímkyVypoètìte intenzitu elektrického pole v bodì A ve vzdálenosti R od pøímkynabité kladným nábojem rozlo¾eným s konstantní délkovou hustotou �a) z de�nice intenzity,b) u¾itím Gaussova zákona.Øe¹enía) U¾itím de�nicedl dl0�
��d��

rR dE
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dEl
dE 0l dERdE 0RA
Obr.6�

Z pøímky vytkneme obecnì ulo¾ený ele-ment délky dl; na nìm¾ je nábojdQ = � dl :Tento náboj vyvolá v bodì A ve vzdále-nosti r pole o intenzitì dE ; kterou rozlo-¾íme na slo¾ky dER a dEl: Ke ka¾dému ele-mentu na jedné polopøímce lze nalézt nadruhé polopøímce soumìrnì polo¾ený ta-kový element, ¾e slo¾ka dE 0l jeho intenzitydE 0 se právì vyru¹í se slo¾kou dEl: Slo¾kydER; dE 0R; se algebraicky seètou. Pro ve-likost intenzity dER platídER = dE cos� = � dl cos�4�"0r2 :Tento výraz upravíme u¾itím geometric-kých vztahùdl0 = dl cos� = r d�; r = Rcos�a výslednou intenzitu dostaneme integrací podle promìnného úhlu � v mezích��=2 ; �=2: E = ER = �4�"0R �=2Z��=2 cos� d� = �2�"0R : (15)12



b) Øe¹ení u¾itím Gaussova zákona je velmi jednoduché.
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EA

Obr. 7�

Snadno odhadneme, ¾e siloèáry pole nabité pøímky bu-dou polopøímky, které jsou kolmé k nabité pøímce a radi-álnì se od ní rozbíhají. Jako uzavøenou plochu bude tedyvhodné zvolit válcovou plochu o polomìru R a délce ls podstavami rovnobì¾nými se siloèárami. Siloèáry bu-dou také kolmé k povrchovým pøímkám plá¹tì válce(obr. 7). Celkový tok intenzity povrchem válce tedy bude�e = 2�RlE: Válec uzavírá náboj �l: Pou¾ijeme-li nyníGaussùv zákon (12) dostaneme2�RlE = 1"0 �la odtud plyne výsledek (15).Pøíklad 3 { intenzita pole nabité rovinyVypoètìte intenzitu elektrického pole vzbuzeného nábojem rovnomìrnì rozdì-leným na rovinì s plo¹nou hustotou �: Øe¹te u¾itím:a) de�nice intenzity,b) Gaussova zákona.Øe¹enía) Vyjádøíme nejprve intenzitu pole elementu, za který vhodnì zvolíme kruhovýprstenec (obr. 8) o polomìru r a ¹íøce dr; na kterém je náboj dQ = 2�r� dr:
O
Ax rs dr

� �dEdEsdEr
�Obr. 8

Slo¾ky dEr intenzity dEs se pro celý prstenec vyru¹ía uplatní se jen slo¾ka dE o velikostidE = dEs cos� = dQ4�"0s2 cos� : (16)Za integraèní promìnnou zvolíme úhel �:Geometrické vztahy:r = x tg� ; s = xcos� ; dr = x d�cos2� :
13



Po dosazení do výrazu (16) dostanemedE = 2��4�"0x tg� cos2�x2 x d�cos2� cos� = �2"0 sin� d� :Elementy pokryjí celou rovinu pro � 2 h0;�2 i: Integrací tedy dostanemeE = �2"0 �2Z0 sin� d� = �2"0 �� cos���20 = �2"0 : (17)b) U¾itím Gaussova zákona dospìjeme k výsledku opìt rychleji. Siloèáry polejsou zøejmì kolmé k nabité rovinì. Za uzavøenou plochu S výhodnì zvolímeválcovou plochu protínající nabitou rovinu (obr. 9), pøièem¾ její podstava máplo¹ný obsah S0: Celkový tok intenzity válcovou plochou je �e = 2S0E; uza-vøený náboj je Q = �S0: Z Gaussova zákona (12) plyne2S0E = �S0"0 :Odtud pøímo plyne výsledek (17). Intenzita elektrického pole v bodì A zøejmìnezávisí na jeho poloze x vzhledem k nabité rovinì.�
�S0

S0
xE EAObr. 9	Pøíklad 4 { intenzita pole nabité dielektrické kouleDielektrická koule o polomìru R a permitivitì " � "0 je rovnomìrnì nabitaprostorovým nábojem Q: Vypoètìte závislost velikosti intenzity elektrickéhopole na vzdálenosti r od jejího støedu, tj. E = E(r), pro v¹echna r:14



Øe¹eníK výpoètu vyu¾ijeme Gaussùv zákon. Náboj je rozdìlen objemovou hustotou% = 3Q4�R3 = konst:Pole soustavy je radiální, proto za uzavøenou plochu S zvolíme kulovou plochuo promìnném polomìru r: Existují dvì oblasti tohoto pole (obr. 10).
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Obr. 10

O



E rR Obr. 11O�1. 0 � r � R: Plocha S1 uzavírá náboj Q1 = 43�r3%; jeho¾ velikost vzrùstás r: Pak podle (12) jeE1 � 4�r2 = 1"0 43�r3% ; neboli E1 = %3"0 r = Q4�"0R3 r:Uvnitø koule vzrùstá intenzita pole lineárnì se souøadnicí r (obr. 11).2. r > R: Plocha S2 uzavírá náboj Q2 = 43�R3% = Q; který je ji¾ na rnezávislý. Pak podle (12) jeE2 � 4�r2 = 1"0 43�R3% ; neboli E2 = %R33"0 1r2 = Q4�"0r2 :Intenzita pole vnì koule klesá se druhou mocninou (viz obr. 11) podle stej-ného vztahu jako u bodového náboje { viz výraz (6). Vnì rovnomìrnìnabité koule má tedy pole stejný tvar jako pole bodového nábojeumístìného v jejím støedu. 15



1.6 Práce síly elektrického pole pøi pøemís»ování nábojeProto¾e na ka¾dý náboj q pùsobí v elektrickém poli síla F = qE ; vykoná polepøi jeho posunutí o dl elementární práci dA = F � dl = qE � dl :Uva¾ujme nejprve elektrické pole jednoho bodového náboje. Toto poleje radiální { má smìr prùvodièe r : E = Er 0: Pak elementární práceObr. 12
Q q�rr1

r2r 0 drdl E1
2
�

dA = qEr 0 � dl = qE dr;kde dr = dl cos� = r 0 � dl je veli-kost prùmìtu elementu dl trajektorienáboje do smìru intenzity E v uva¾o-vané poloze náboje (obr. 12). Elementpráce dA tedy nezávisí na sklonu ele-mentu trajektorie a celková práce, kte-rou pole vykoná pøi pøemístìní nábojez polohy 1 (r1) do polohy 2 (r2) jeA = q 2R1 E � dl = q r2Rr1 E(r) dr: (18)Tato práce nezávisí na tvaru trajektorie mezi body 1 a 2: Dosadíme-li do (18)za intenzitu z (6) dostanemeA = qQ4�"0 r2Zr1 drr2 = qQ4�"0 ��1r�r2r1 = q Q4�"0  1r1 � 1r2! : (19)Pøedchozí úvaha platila pro jeden bodový náboj. Pùjde-li o soustavu bo-dových nábojù mù¾eme v uva¾ované poloze náboje q poèítat elementy práceod jednotlivých zdrojových nábojù. Tyto elementy práce mù¾eme algebraickyseèíst, proto¾e práce je skalární velièina. U soustav se spojitì rozlo¾eným ná-bojem vý¹e uva¾ované souèty pøecházejí v integrály.Pole, u kterého práce mezi dvìma libovolnými body nezávisí na tvaru tra-jektorie pøemís»ované èástice, se nazývá konzervativní. Elektrostatické poletuto podmínku podle (18) splòuje a je tedy konzervativní. Vykonáme-li pøe-místìní po uzavøené køivce C a bude-li tedy koneèná poloha toto¾ná s polohouvýchozí (obr. 13), bude celková práce nulová:A = IC F � dl = q IC E � dl = 0 ;16



Obr. 13CQ1 � 2
neboli (po dìlení q 6= 0)HC E � dl = 0 ; (20)kde krou¾ek u symbolu integrálu vyjadøuje, ¾e jde o køiv-kový integrál po uzavøené køivce C.1.7 Elektrostatická energie náboje, potenciál elektrickéhopolePráci, kterou pole vykoná pøi pøemístìní náboje mezi body 1, 2 lze vyjádøit jakorozdíl hodnot jisté velièiny pole, která je funkcí pouze polohy náboje v tomtopoli. Dobøe to mù¾eme vidìt na výsledku (19). Novì zavedená velièina se na-zývá potenciální (polohová) energie náboje v elektrostatickém poli aoznaèuje se We 2. Tedy A = q r2Zr1 E � dr =We1 �We2: (21)V poli bodového náboje Q má tudí¾ testovací náboj q v obecné poloze poten-ciální energii We = q Q4�"0r : (22)Výraz (21) urèuje potenciální energii a¾ na konstantu, kterou lze vhodnìvolit podle okrajové podmínky pro výpoèet potenciální energie. Volíme-li po-tenciální energii nulovou v bodì neomezenì vzdáleném, øíkáme, ¾e potenciálníenergii normujeme. To je pøípad výrazu (22), z nìho¾ je zøejmé, ¾e pro r !1je We = 0:Potenciální energie testovacího náboje q v elektrickém poli závisí jednakna mohutnosti zdroje (dané zdrojovým nábojem a polohou testovací èástice),jednak na testovacím náboji q: Je výhodné vztáhnout tuto potenciální ener-gii na kladný jednotkový testovací náboj a vyu¾ít ji k energetickému popisuelektrického pole. Pøíslu¹ná velièina se nazývá potenciál elektrického pole' a de�nuje se jako elektrostatická energie We testovacího náboje v urèitém2Oznaèení W pro energii se v teorii elektromagnetického pole dává pøednost pøed ozna-èením E; aby nedocházelo ke kolizi s oznaèením pro intenzitu elektrického pole. Práce seoznaèuje A místo W: 17



bodì pole dìlená tímto nábojem q: Neboli je to práce, kterou pole vykoná pøivzdálení kladného jednotkového testovacího náboje z uva¾ovaného bodu poledo nekoneèna. Tedy normovaný potenciál' = Weq = 1Rr E � dl : (23)Pro normovaný potenciál bodového náboje u¾itím vztahu (22) dostaneme' = Q4�"0r : (24)Pro soustavu bodových nábojù provedeme skalární superpozici potenciálù jed-notlivých nábojù Qk v polohách rk od uva¾ovaného bodu pole a dostaneme' = nPk=1'k = 14�"0 nPk=1 Qkrk : (25)Analogicky postupujeme, je-li zdrojový náboj spojitì rozlo¾en na èáøe, plo¹enebo v prostoru s pøíslu¹nými hustotami �; �; resp: %:' = 14�"0 ZL � dlr : (26)' = 14�"0 ZS � dSr : (27)' = 14�"0 ZV % dVr : (28)kde r je vzdálenost urèitého elementu náboje od místa, kde urèujeme potenciáljeho pole.Pro znázornìní pole u¾íváme vedle siloèár i ploch stejného potenciálu neboliekvipotenciálních ploch, oznaèovaných rovnì¾ jako hladiny potenciálu.Mezi dvìma libovolnými body urèité hladiny je rozdíl potenciálu nulový a prácepøi pøemístìní po hladinì je nulová. Pro hladinu tedy platí qE ds cos� = 0;tj. cos� = 0 a tudí¾ � = �2 : Z toho tedy plyne, ¾e E je kolmá k hladinì.Siloèáry jsou tedy v bodech ekvipotenciálních ploch kolmé k tìmto plochám. Jezøejmé, ¾e ekvipotenciálními plochami radiálního pole (obr. 3a, b) jsou kulovéplochy a homogenního pole (obr. 3c) roviny rovnobì¾né v uva¾ovaném pøípadìs nabitými deskami.Jednotka potenciálu: ['] = J �C�1 = V (volt).18



1.8 Souvislost potenciálu a intenzity elektrického pole

Obr. 14
' '� d'
q drr 0 E
�

Ze silového popisu elektrického pole jsme dospìli k in-tenzitì elektrického pole a z energetického popisu k po-tenciálu elektrického pole. Abychom na¹li souvislostmezi tìmito velièinami, pøedstavme si, ¾e na hladinì po-tenciálu ' = '(r) je bodový testovací náboj q (obr. 14),který zde má potenciální energii q'.Pole pùsobí na náboj silou qE . Posune-li se náboj o drve smìru kolmém k hladinì ' na hladinu '�d'; vykonápole práci qE � dr ; která se projeví úbytkem potenciálníenergie náboje. Tato energie v jeho nové poloze budeq('� d'). Musí tedy platitqE � dr = �q d' : (29)Vzhledem k tomu, ¾e u radiálního pole jeE = Er 0 ; a dále dr = r 0 dr ; r 0 � r 0 = 1 ;je E � dr = E dr a ze vztahu (29) plyneE � dr = E dr = �d' ; (30)neboli E = �d'dr :Po vynásobení rovnice jednotkovým vektorem r 0 dostaneme hledaný vztah proradiální pole E = �d'dr r 0 : (31)Proto¾e dr je nejmen¹í vzdálenost mezi hladinami ' a ' � d', je d'dr nej-vìt¹í spád (gradient) potenciálu. Vztah, který slou¾í k pøevodu mezi velièinamiE ; '; øíká, ¾e intenzita elektrického pole je dána nejvìt¹ím spádempotenciálu, neboli zápornì vzatým gradientem potenciálu.Odvozený vztah (31) platí pro jednoduchý pøípad, kdy potenciál je funkcí' = '(r); závisí-li jen na velikosti polohového vektoru r : U rovinných úloh(viz napø. dipól v následujícím pøíkladì 5) je potenciál funkcí dvou nezávislepromìnných poloh bodu, za které je vhodné volit polární souøadnice r; �:Pak je potenciál funkcí ' = '(r; �): Z této funkce lze urèit u¾itím parciálníchderivací polární souøadnice vektoru intenzity E ze vztahù, které uvádíme bez19



odvození (to lze najít napø. v uèebnici [2], str. 70):Er = �@'@r ; E� = �1r @'@� : (32)Potenciál lze té¾ vyjádøit jako funkci kartézských souøadnic bodu pole,je-li popsán funkcí ' = '(x; y; z): Pøi odvození hledaných výrazù vyjdeme zevztahu (29) po dìlení q 6=0, kde skalární souèin na levé stranì vyjádøíme pomocíkartézských souøadnic vektorù E ; dr , rozepí¹eme úplný diferenciál d' vpravoa dostanemeEx dx+Ey dy +Ez dz = ��@'@x dx+ @'@y dy + @'@z dz� :Porovnáním koe�cientù u diferenciálù dx; dy; dz dostaneme kartézské souøad-nice vektoru intenzity E u¾itím parciálních derivací potenciálu podle x; y; z:Ex = �@'@x ; Ey = �@'@y ; Ez = �@'@z : (33)Vztah (31) pøípadnì (32) a (33) slou¾í k výpoètu intenzity známe-li po-tenciál elektrického pole. To je èasto výhodný postup, proto¾e potenciál jakoskalární velièina se snadnìji poèítá. Mù¾eme jej získat integrací nìkterého zevztahu (26) a¾ (28). Vypoèteme-li naopak snadnìji intenzitu elektrického polenapø. u¾itím Gaussova zákona, vypoèteme potenciál integrací vztahu (29):' = � R E � dr + C ; (34)kde integrací konstantu C vypoèteme z okrajové podmínky, tj. volíme pro urèitér velikost potenciálu. Zpravidla volíme ' = 0 pro r ! 1 (pak je potenciálnormovaný), av¹ak podle úlohy mù¾e být volba i jiná, napø. ' = 0 pro r = 0:Integrál ve vztahu (34) je neurèitý.Pøemístíme-li jednotkový náboj mezi dvìma body pole o potenciálu '1; '2vykoná pole práci, kterou dostaneme jako rozdíl potenciálù v uva¾ovanýchbodech. Tento rozdíl potenciálù se oznaèuje jako elektrické napìtí U:Vzhledem k (34) dostanemeU12 = '1 � '2 = r2Rr1 E � dr : (35)
20



Pøíklad 5 { elektrické pole dipóluUva¾ujte elektrický dipól, tj. soustavu dvou nábojù �Q; +Q umístìných v kon-cových bodech orientované úseèky l ; který je ulo¾en v kartézské soustavì podleobr. 15. Vypoètìte potenciál ' v libovolném bodì A (x; y) resp. A(r; �) roviny(x; y): Dále uva¾ujte polohu bodu A, její¾ polární souøadnice r � l, a urèete vnìm potenciál a kartézské a polární souøadnice intenzity E . Specializujte jejichhodnoty pro dvì významné polohy y = 0 a x = 0; resp. � = 0 a � = �=2:
Obr. 15O A

�Q +Q x
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� �
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E ErE� ExEy
�Øe¹eníU¾itím principu superpozice pro potenciál v bodì A dostaneme' = Q4�"0 � 1r1 � 1r2� ; (36)kde pro r1 a r2 podle obr. 15 platír21 = �x� l2�2 + y2 ; r22 = �x+ l2�2 + y2 :Pak potenciál' = Q4�"0 266664 1s�x� l2�2+ y2 � 1s�x+ l2�2+ y2377775 : (37)V prakticky významném pøípadì, kdy r � l; mù¾eme vztah (36) pøepsatdo tvaru ' = Q4�"0 r2 � r1r1r2 � Q4�"0r2 (r2 � r1) � p4�"0r2 cos� ; (38)21



nebo» r1 � r2 � l cos�; pøièem¾ p = Ql je velikost elektrického momentup = Ql dipólu. Proto¾e cos� = xr a r2 = x2+y2; mù¾eme výraz (38) pøepsatdo tvaru s kartézskými souøadnicemi:' = px4�"0(x2 + y2) 32 : (39)Souøadnice vektoru E intenzity elektrického pole vypoèteme derivacívýrazù (39) a (38) u¾itím vzorcù (33) a (32):Ex = �@'@x = p(2x2 � y2)4�"0(x2 + y2) 52 ; Ey = �@'@y = 3pxy4�"0(x2 + y2) 52 : (40)Er = �@'@r = p cos�2�"0r3 ; E� = �1r @'@� = p sin�4�"0r3 : (41)Pro výslednou intenzitu v bodì A u¾itím slo¾ek (41) dostanemeE =pE2r +E2� = p4�"0r3psin2 �+ 4 cos2� = p4�"0r3p1 + 3 cos2� : (42)Pro y = 0 (bod A je na ose dipólu) je x = r ; � = 0 a intenzita má souøadniceEx = Er = p2�"0r3 ; Ey = E� = 0 :Pro x = 0 (bod A je na ose soumìrnosti dipólu) je y = r; � = �=2 a intenzitamá souøadnice Ex = �E� = � p4�"0r3 ; Ey = Er = 0 :Pøíklad 6 { elektrické pole nabité kulové plochyVypoètìte potenciál a intenzitu elektrického pole uzavøené kulové plochy o po-lomìru R rovnomìrnì nabité kladným nábojem o plo¹né hustotì � = konst:Funkce ' = '(r); E = E(r) urèete pro v¹echna r:Poznámka: Popsaný pøípad je modelem situace u nabité vodivé koule, u ní¾se náboj v dùsledku vzájemné odpudivosti rozlo¾í jen na povrchu koule.22



Øe¹eníNejprve vypoèteme potenciál kulové plochy integrací elementu plochy u¾itímvztahu (27). Zvolme si bod A, v nìm¾ budeme pole urèovat, nejprve vnì plochy(obr. 16). Za element si vhodnì zvolíme prstenec elementární ¹íøky tak, aby bylkolmý k ose jdoucí støedem O a bodem A. Na elementu je nábojdQ = �(2�R sin�)(R d�) = 2�R2� sin� d� : (43)Náboj je ve vzdálenosti r� od bodu A, pøièem¾ podle kosinové vìty platír2� = R2 + r2 � 2Rr cos�:Diferenciací (r = konst:; R = konst.) dostaneme2r� dr� = 2Rr sin� d� : (44)Obr. 16 O Arr��d� R d�R
�Proto¾e za integraèní promìnnou bude výhodné volit r�; vyjádøíme z (44)sin� d� a dosadíme do (43): dQ = 2��Rr r� dr� :Pak potenciál prstence je d' = dQ4�"0r� = �R2"0r dr� :Nyní mù¾eme provést integraci pøes celou kulovou plochu. Bude-li bod A vnìkulové plochy nebo na jejím povrchu, tj. r � R; bude se r� mìnit v mezíchr �R; r +R: Tedyr � R : ' = �R2"0r r+RZr�R dr� = �R2"0r = Q4�"0r ; (45)23



kde Q = 4�R2� je celkový náboj na kulové plo¹e.Bude-li bod A le¾et uvnitø plochy (r < R) bude se vzdálenost r� mìnitv mezích od R� r do R + r: Tedyr < R : ' = �R2"0r R+rZR�r dr� = �R"0 = Q4�"0R : (46)R
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Z výsledku (45) je zøejmé, ¾e vnì nabité uzavøenékulové plochy vypoèteme potenciál elektrickéhopole tak, jakoby celý její náboj byl soustøedìnv jejím støedu. Z výsledku (46) je vidìt, ¾e uvnitøkulové plochy je potenciál konstantní a je rovenjeho velikosti na povrchu kulové plochy.Prùbìh potenciálu je znázornìn na obr. 17. Jezøejmé, ¾e potenciál je funkce spojitá, av¹ak v bo-dech r = R není hladká. To ovlivòuje i inten-zitu elektrického pole pro r = R; která pro tentobod není z matematického hlediska de�nována.Intenzita je podle (31) dána derivací, av¹ak ta pror = R neexistuje (derivace zprava se nerovná de-rivaci zleva). Pro velikost intenzity u¾itím vztahu(31) na funkce (45) a (46) dostanemeE = 0 pro r < R; (47)E = �R2"0r2 = Q4�"0r2 pro r > R : (48)Fyzikálnì mù¾eme dospìt k velikosti intenzity pro r = R touto úvahou.Plo¹ný náboj je idealizovaným matematickým modelem, nebo» ve skuteènostije náboj vázán na èástice látky koneèných rozmìrù. Tak¾e, i kdy¾ hovoøímeo plo¹ném náboji, je náboj rozlo¾en v tenké vrstvì a tudí¾ i prùbìh potenciáluje popsán funkcí hladkou a intenzita pro r = R bude existovat. Pro tento bod sebere jako støední hodnota intenzity zprava a zleva v blízkém okolí bodu r = R(srovnej s [7], s. 65), tedy ER = �2"0 pro r = R : (49)
24



Pøíklad 7 { elektrické pole nabitého dielektrického válceJe dán dlouhý dielektrický válec o polomìru R nabitý prostorovým nábojemo hustotì % =konst. a permitivitì " � "0: Vypoètìte intenzitu a potenciál jehoelektrického pole pro body roviny procházející jeho støedem kolmo k ose válce.Jednu okrajovou podmínku pro potenciál volte '(0) = 0, druhá vyplyne zpodmínky spojitosti funkce popisující potenciál pro r = R.Øe¹ení Rr r Sl % E1 E2
�Obr. 18

Proto¾e siloèáry pole jsou kolmé k oseválce, urèíme intenzitu pole snadno u¾itímGaussova zákona. Za uzavøenou plochu Ssi volíme válcovou plochu promìnného po-lomìru r a délky l (obr. 18). Gaussùv zákonpro r < R : 2�rlE1 = 1"0�r2l% ;z toho E1 = %r2"0 ;pro r � R : 2�rlE2 = 1"0�R2l% ;z toho E2 = %R22"0r :Potenciál vypoèteme u¾itím vztahu (34).Pro r < R:'1 = � %2"0 Z rdr + C1 = �%r24"0 + C1;pro r � R:'2 = �%R22"0 Z drr +C2 = �%R22"0 ln r+C2 :Okrajové podmínky:'1(0) = 0; z toho C1 = 0;'1(R) = '2(R); neboli �%R24"0 = �%R22"0 lnR+ C2;z toho C2 = %R24"0 (2 lnR� 1):Pak potenciálpro r < R: '1 = �%r24"0 ; pro r � R: '2 = %R24"0 (2 ln Rr � 1) :25



1.9 Vlastní elektrostatická energie soustavy nábojùMìjme soustavu bodových nábojù. Ka¾dý z nich je zdrojem elektrického polea souèasnì i objektem, na který pole ostatních nábojù pùsobí. Charakteristi-kou takové soustavy je vlastní elektrická energie soustavy neboli energieelektrostatické vazby (podobnì mù¾e jít o energii vazby gravitaèní napø.u galaxie nebo jaderné u nukleonù v jádøe). Tuto energii de�nujeme jako rozdílenergie, kterou má soustava v dané poloze nábojù a energie, kterou by soustavamìla, kdyby se vzdálenosti neomezenì zvìt¹ily. Vlastní energie soustavy nábojùje tedy rovna normované elektrostatické energii soustavy (We = 0 pro r !1).Velikost vlastní energie soustavy mù¾eme rovnì¾ urèit jako práci, kterouje tøeba vykonat na rozklad soustavy do jednotlivých neomezenì vzdálenýchslo¾ek (elementù). Naopak pøi vzniku soustavy z jednotlivých slo¾ek se vlastníenergie soustavy uvolòuje. Soustava je stabilní, je-li její vlastní energiezáporná a minimální. Soustava má zápornou vlastní energii, budou-li sílymezi jednotlivými slo¾kami pøita¾livé (resp. bude-li u smí¹ené interakce vlivpøita¾livých sil pøevládat).Uva¾ujme pro jednoduchost nejprve dva bodové náboje Q1; Q2; které jsouve vzájemné vzdálenosti r12 = r21: Pak potenciální elektrostatická energie ná-boje Q1 v elektrickém poli náboje Q2 jeW12 = Q1'2 = Q1 Q24�"0r12 :Úvahu lze obrátit a zji¹»ovat elektrostatickou energii náboje Q2 v elektrickémpoli náboje Q1: W21 = Q2'1 = Q2 Q14�"0r21 =W12 :Vlastní elektrostatickou energii soustavy dvou bodových nábojù mù¾eme for-málnì vyjádøit vztahem W = 12W12 + 12W21 ;který je vhodný pro dal¹í zobecnìní.Pùjde-li nyní o soustavu tøí nábojù, musíme brát v úvahu pùsobení ka¾déhonáboje s ka¾dým a vzít jednu polovinu vlastní energie mezi objektem i; j; nebo»Wij =Wji: Tak mù¾eme psátW = 12(W12 +W13 +W21 +W23 +W31 +W32) :Výpoèet vlastní elektrostatické energie mù¾eme nyní zobecnit na n bodo-vých nábojù. Vzájemnou vzdálenost náboje Qi a náboje Qj oznaème rij = rji:26



Pak vlastní elektrostatická energie soustavy jeWe = 12 nPi=1 nPj=1;j 6=iWij = 18�"0 nPi=1 nPj=1;j 6=iQiQjrij : (50)Tento výraz lze je¹tì pøepsat do tvaruWe = 12 nXi=1 Qi'i ; (51)kde 'i = 14�"0 nXj=1;j 6=iQirij ; (52)je potenciál elektrického pole soustavy bodových nábojù v místì náboje Qivzbuzené v¹emi ostatními náboji Qj (sèítá se pouze pro j 6= i).Úprava výsledku (50) do tvaru (51) umo¾òuje jednoduchý pøechod na pøí-pad soustavy se spojitì rozdìleným nábojem. Místo náboje Qi uva¾ujeme jehoelement dQ; pøièem¾ jeho energie v poli ostatních elementù bude ' dQ; kde 'je potenciál, který v místì elementu dQ budí v¹echny ostatní elementy spo-jitì rozlo¾eného náboje. Celková vlastní elektrostatická energie soustavy je pakdána integrací pøes celý náboj soustavy, tedyWe = 12 ZQ ' dQ : (53)Pøíklad 8 { energie elektrostatické vazby krystalové møí¾e
Obr. 19b�

K významným a jednoduchým iontovým krys-talùm patøí krystal chloridu sodného (NaCl), je-ho¾ zjednodu¹ený elektrický model je na obr. 19.Sestává se z iontù nesoucích po jednom elemen-tárním náboji e: z kladných iontù Na+ (vyzna-èených èernými kulièkami) a záporných iontùCl� (vyznaèených bílými kulièkami) pravidelnìuspoøádaných s cyklujícím znaménkem nábojeve vrcholech krychle o stranì b a tvoøících pro-storovou krystalovou møí¾ s møí¾kovou konstan-tou b = 2;82 � 10�10 m: Vypoètìte energii elek-trostatické vazby pøipadající na jeden ion krys-talu. 27



Øe¹eníTeoreticky jde o slo¾itou úlohu, nebo» jeden makroskopický krystal NaCl obsa-huje okolo 1020 atomù. Pøi øe¹ení je v¹ak mo¾né oèekávat, ¾e ionty na jednomkonci makroskopického krystalu budou mít jen velmi nepatrný vliv na iontyna jeho opaèném konci. Lze se proto pøi sestavování øady omezit jen na urèitýpoèet èlenù øady podle po¾adavku pøesnosti výpoètu jejího souètu.Dal¹í zjednodu¹ení problému spoèívá ve zji¹tìní, ¾e uspoøádání zápornýchiontù v okolí urèitého kladného iontu je analogické uspoøádání kladných iontùv okolí urèitého záporného iontu (obr. 19). Proto mù¾eme pøijmout jeden ion,lhostejné zda kladného èi záporného znaménka, za centrální a vypoèítat jehoelektrostatickou energii v poli ostatních iontù a získanou energii vynásobit po-ètem N iontù a koe�cientem 12 ; proto¾e ka¾dý pár iontù je pøi výpoètu energieuva¾ován dvakrát. Tak místo obecnìj¹ího výrazu (50) dostanemeWe = N2 Q1 NXj=2 'j = 18�"0N NXj=2 Q1Qjr1j ; (54)kde 'j je potenciál, který v místì centrálního iontu o náboji Q1 (námi tak libo-volnì zvoleného a oznaèeného indexem 1) zpùsobuje ion o náboji Qj , pøièem¾jQ1j = jQj j = e je elementární náboj a r1j jsou vzdálenosti zvoleného cen-trálního iontu od ostatních iontù v makroskopickém krystalu. Energie vazbypøipadající na jeden ion urèená z (54) pro nejbli¾¹í okolí centrálního iontu jeWe1 = WeN = 18�"0 ��6e2b + 12e2bp2 � 8e2bp3 + : : :� : (55)První èlen øady v závorce je úmìrný energii od ¹esti nejbli¾¹ích iontù ve vzdá-lenosti b; druhý èlen energii dvanácti iontù ve vzdálenosti stranové úhlopøíèkybp2; tøetí èlen energii osmi iontù ve vzdálenosti prostorové úhlopøíèky bp3: Pøi-dáním dal¹ích èlenù øady a výpoètem jejího souètu na poèítaèi dostaneme povytknutí e2=b pro numerickou hodnotu souètu v závorce èíslo �1;7476: Vazbováenergie pøipadající na jeden ion pak jeWe1 = �0;06953 e2"0b : (56)Po dosazení za konstanty dostaneme numerickou hodnotu energie vazbyWe1 = �7;15 � 10�19 J = �4;46 eV:Pøíklad 9 { vlastní elektrostatická energie nabité kouleVypoètìte vlastní elektrostatickou energii dielektrické koule o polomìru R apermitivitì " � "0 nabité prostorovým nábojem Q o hustotì % =konst.28
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K výpoètu vlastní energie u¾ijeme výraz (53).Nejprve je nutné vypoèíst normovaný potenciálpro body uvnitø koule. Potenciál budeme poèítatv bodì A (obr. 20), který le¾í na my¹lené koulio polomìru r opsané ze støedu O. Tato koule dìlínáboj koule na dvì èásti. Pro náboj Q1; který jeuvnitø této koule, je bod A bodem vnìj¹ím a úèi-nek tohoto náboje je takový, jako by Q1 byl sou-støedìn v bodì O. Potenciál od náboje Q1 tedyje '1 = Q14�"0r = %r23"0 :Pro náboj Q2; který je vnì vnitøní koule o polomìru r; je bod A bodem vnitø-ním. V pøíkladì 6 jsme ukázali, ¾e pole uvnitø duté koule má konstantní po-tenciál. Tedy v bodì A bude mít pole od vnìj¹í duté koule (vnitøního polomìrur a vnìj¹ího polomìru R) stejný potenciál jako od této koule ve støedu O.Stanovíme nyní tento potenciál '2: Z vnìj¹í èásti koule vytkneme elementárníkulovou vrstvu o polomìru r0 a tlou¹»ce dr0; která nese náboj dQ2 = 4�r02% dr0:Vyjádøíme element potenciálu d'2 = dQ24�"0r0 a integrujeme v mezích r; R; tedy'2 = %"0 RZr r0 dr0 = %2"0 (R2 � r2) :Celkový potenciál v bodì A je dán superpozicí' = '1 + '2 = %6"0 (3R2 � r2) = Q8�"0R3 (3R2 � r2) ; (57)kde Q je náboj koule.Tento výsledek mù¾eme dostat také pøímým výpoètem u¾itím vztahu (23),který pøepí¹eme do tvaru' = 1Zr E dr = RZr E dr + 1ZR E dr ;kde podle pøíkladu 4 pro intenzitu v na¹em pøípadì platíE = Qr4�"0R3 pro r � R a E = Q4�"0r2 pro r > R :29



Pak ' = Q4�"0 0@ RZr r drR3 + 1ZR drr21A = Q8�"0R3 (3R2 � r2)Nyní pøistoupíme k výpoètu vlastní energie podle vztahu (53). Uvnitø koulesi vytkneme elementární kulovou vrstvu o obecném polomìru r a tlou¹»ce dr;která nese náboj dQ = 4�r2% dr : Dosadíme do (53), vyu¾ijeme výsledku (57)a integrujeme pøes celou kouli:We = �%23"0 RZ0 (3R2r2 � r4)dr == �%23"0 �R2r3 � r55 �R0 = 4�%215"0 R5 = 3Q220�"0R : (58)Tato energie je kladná a pokud by èástice koule nebyly vázány jinými interak-cemi, koule by se okam¾itì rozpadla.1.10 Hustota energie elektrického poleNositelem elektrostatické energie nabitých tìles a èástic je elektrické pole, kteréexistuje v jejich okolí. Vypoèteme nyní hustotu jeho energie, tj. energii pøipa-dající na jednotkový objem.Obr. 21 R
dR R� dRS� EF
�

K výpoètu si zvolíme jednoduchý objekt { na-bitou uzavøenou kulovou plochu o polomìru R;který mù¾eme mìnit. Uva¾ujme malou èást po-vrchu o plo¹ném obsahu S (obr. 21), který obsa-huje náboj Q = �S a na který pùsobí pole silouF = QER; kde podle (49) je ER = �2"0 : Chceme-lizmen¹it polomìr kulové plochy o dR; musí vnìj¹ísíly vykonat práci �dA = F dR; která se projevízvìt¹ením potenciální energie pole o dWe: TedydWe = F dR = QER dR = �22"0S dR ;kde S dR = dV je pøírùstek objemu uva¾ovaného pole. Toto pole je ji¾ vnìkulové plochy, i kdy¾ v její tìsné blízkosti. Jeho intenzita E se proto poèítá ji¾podle výrazu (48), proto¾e v¹ak dR! 0; je E = �"0 : Pak objemová hustota30



energie elektrického pole jewe = dWedV = �22"0 :Tento výraz po zavedení intenzity E = �"0 nabývá obecnìj¹í tvarwe = 12"0E2 : (59)Hustotu elektrického pole mù¾eme také podobným postupem odvodit úva-hou o elektrickém poli dvou rozlehlých rovinných desek nabitých stejnými ná-boji opaèného znaménka (viz èl. 3.3 této bro¾ury nebo knihu [8], s. 73).Pøíklad 10 { ohyb svazku elektronù na nabitém drátìTenký svazek elektronù urychlených ve vakuu napìtím U na rychlost v0 pro-chází elektrickým polem vytvoøeným kladnì nabitým tenkým drátem, který jekolmý k rovinì trajektorie elektronù (obr. 22). Je dána lineární hustota náboje� =konst. Vypoètìte celkový úhel �0; o který pole drátu zmìní smìr trajek-torie elektronù (tedy úhel ohybu dostateènì dlouhého svazku). Posuïte, zdatento úhel závisí na parametru b, tedy na kolmé vzdálenosti teèny k trajektoriive vzdálené poloze elektronu od osy drátu. Øe¹te za tìchto zjednodu¹ujícíchpodmínek:a) Drát je dostateènì dlouhý, aby mohl být pokládán za nabitou pøímku.b) Jsou splnìny podmínky pro pou¾ití pohybových rovnic klasické mechaniky.c) Úhel �0 je malý a zmìny velikosti rychlosti v0 jsou zanedbatelné.b eme �0vv0 drát Obr. 22�Øe¹eníElektrické pole vnì drátu je dáno vztahem (15), tedy E = �2�"0r a na elektronpùsobí síla F o velikosti F = eE = e�2�"0r ; (60)31



smìøující k drátu kolmo k jeho ose. Smìr síly tedy závisí na okam¾ité po-loze elektronu na trajektorii. Polohu elektronu popí¹eme úhlem � (obr. 23a),který pro neomezenou trajektorii bude v mezích � 2 h��2 ; �2 i: Síla F budemìnit hybnost p elektronù; budeme se zajímat jen o zmìnu smìru hybnosti.Ve vzdáleném bodì trajektorie (obr. 23b) bude pro její kolmou slo¾ku platit�p? = p sin�0 � mev0�0: Odtud pro hledaný úhel dostaneme�0 � �p?mev0 : (61)
b r� �d� r d�v0 dte �0F pF? �p?

a) b)
Obr. 23�Velikost slo¾ky �p? hybnosti urèíme z celkového impulsu kolmé slo¾ky F?síly F , její¾ velikost je dána výrazem (60), na celé trajektorii:�p? = F?�t;kde F? = e�2�"0 cos�r :Mezi promìnnými r; � a dt platí vztah (obr. 23 a):v0 dt cos� = r d� =) dt = r d�v0 cos� :Element impulsu síly F? tedy bude mít velikostF? dt = e�2�"0 cos�r r d�v0 cos� = e�2�"0v0 d� :
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Celkový impuls síly F? dostaneme integrací v mezích od ��2 do �2 ; tedyF?�t = e�2�"0v0 �2Z��2 d� = e�2"0v0 = �p? :Po dosazení do (61) dostaneme hledané øe¹ení�0 � e�2"0mev20 = �4"0U ;kde k úpravì byl pou¾it klasický vztah12mev20 = eUpro urychlovací napìtí U: Úhel �0 zøejmì nezávisí na vzdálenosti b:Poznámka: Námìtem pro tento pøíklad byla èást zadání jedné úlohy na24. MFO v USA (1993).
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2 Elektrostatické pole v dielektriku2.1 Dielektrikum a jeho polarizaceVlo¾íme-li do elektrického pole vytvoøeného ve vakuu látkové prostøedí, dojdek interakci pole a postøedí. Bude-li tímto prostøedím vodiè, který se vyznaèujeexistencí volných nábojù, dojde pùsobením pole k jejich pøemis»ování a vznikáelektrický proud. Druhou skupinou látek je izolující prostøedí (izolant), kterése z hlediska elektrického pole oznaèuje jako dielektrikum. U nìj jsou nabitélátkové èástice (elektrony a protony) víceménì vzájemnì vázány a pùsobenímvlo¾eného vnìj¹ího pole se nemohou z tohoto místa vzdálit. Pùsobením tohotovnìj¹ího pole dojde pouze k deformaci mikroskopických elektrických polí ato-márních elementù dielektrika. Tento jev se nazývá dielektrická polarizace.Pøi dielektrické polarizaci dochází ke kombinaci následujících mechanismù:1. Posuv elektronù v obalu atomu vùèi jádrùm | jde o tzv. elektronovoupolarizaci.2. Posuv jader atomù vzhledem k sobì | tzv. jaderná polarizace.3. Orientace polárních skupin nebo molekul do smìru vnìj¹ího elektrickéhopole | tzv. orientaèní polarizce.Modelovì si lze pøedstavit polarizaci dielektrika jako vznik atomárních nebomolekulárních dipólù. Jejich úèinky se superponují a polarizované dielektrikumse navenek jeví jako jeden makroskopický dipól.2.2 Vliv dielektrika na elektrické pole

Obr. 24E E0Ep|�

Polarizované dielektrikum ovlivòuje pùvodní elektricképole ve vakuu. Vysvìtlíme si to na kondenzátoru, kterýnabijeme a pak mezi jeho desky vlo¾íme dielektrikum(obr. 24). V dùsledku polarizace dielektrika se na jehokrajních plochách objeví povrchové vázané (pola-rizaèní) náboje. Na stranì pøilehlé ke kladné descevzniká záporný vázaný náboj, na stranì pøilehlé k zá-porné desce vzniká stejnì velký kladný vázaný náboj.Tyto náboje jsou vázány na dielektrikum a nemohou seproto z nìj odvést; nemohou se uvnitø dielektrika anipohybovat (v dielektriku nevzniká vodivý proud). Tímse podstatnì li¹í od volného náboje, který je ve vo-dièi volnì pohyblivý a dá se z nìj odvést. V pøíkladìznázornìném na obr. 24 je volný náboj na deskách.Polarizèní vázané náboje budí v dielektriku polarizaèní elektrické pole o in-tenzitì Ep, které je namíøeno proti intenzitì E0 pùvodního pole ve vakuu34



(obr. 24). Oznaèíme-li E intenzitu výsledného pole, mù¾eme intenzitu Ep po-larizaèního pole vyjádøit ve tvaruEp = �{ pE ; (62)kde { p je bezrozmìrová velièina, která se nazývá dielektrická susceptibilita.Závisí pøedev¹ím na druhu dielektrika, mù¾e v¹ak záviset i na intenzitì E .V na¹em výkladu budeme uva¾ovat jen izotropní lineární dielektrika,u nich¾ { p je konstanta nezávislá na intenzitì E . Pak je Ep lineární funkcí E .Z mechanismu dielektrické polarizace vyplývá, ¾e u v¹ech dielektrik musí být{ p > 0.Výsledná intenzita elektrického pole v dielektriku jeE = E0 + Ep = E0 � { pE :Z toho E = E01 + { p = E0"r ; (63)kde jsme zavedli oznaèení 1 + { p = "r :Budeme-li aplikovat výraz (63) napø. na pole bodového náboje (6), mù¾emepsát E = 14�"0"r Qr2 r 0 = Q4�"r2 r 0 ; (64)kde " = "0"r je (absolutní) pemitivita dielektrika a"r = ""0 = 1 + { p > 1 (65)je relativní permitivita dielektrika. Pro plyny je zpravidla její odchylkaod relativní permitivity vakua ("r = 1) zanedbatelná, napø. pro vzduch je"r = 1;000 594. Pro sklo podle jeho slo¾ení je "r = 5 a¾ 7;5, pro petrolej"r = 2;1, av¹ak pro glycerín "r = 41;1 a pro vodu "r = 81;1.V dielektriku se síly mezi náboji zmen¹í "rkrát. Zvlá¹» výraznì se projevujetato vlastnost u vody a tím se vysvìtluje i velká disociaèní vlastnost vody.Pøi rozpu¹tìní solí, jejich¾ molekuly mají iontovou vazbu (napø. NaCl;CuSO4)se elektrická síla mezi ionty (napø. Na+;Cl�) ve vodì zmen¹í 81krát, a to vyvolározpad molekuly na osamocené ionty. Tak vzniká elektrolyt, který je schopenvolnými kladnými a zápornými ionty zprostøedkovat vedení proudu.35



2.3 Elektrická indukceIntenzita elektrického pole závisí na permitivitì daného prostøedí | viz napø.výraz (63). Proto se èasto zavádí nová velièina | elektrostatická indukce|tak, aby její velikost nebyla ovlivnìna vlastnostmi dielektrika. Pro lineární die-lektrika je elektrická indukce de�nována vztahemD = "E : (66)Tak napø. elektrické pole bodového náboje bude mít indukciD = Q4�r2 r 0 : (67)Jednotka elektrické indukce má rozmìr [D] = C �m�2 = A � s �m�2.Podobnì jako siloèáry de�nují se i indukèní èáry jako orientované èáryjejich¾ teèny mají ve v¹ech bodech smìr vektoru elektrostatické indukce a je-jich¾ hustota je úmìrná jeho velikosti. Pro lineární dielektrika mají siloèárya indukèní èáry zøejmì stejný tvar, av¹ak rùznou hustotu. Na rozhraní dvourùzných dielektrik budou siloèáry nespojité, kde¾to indukèní èáry spojité.Analogicky toku intenzity elektrického pole (10) zavádíme elektrický in-dukèní tok výrazem 	 = ZS D � dS : (68)Mezi obìma toky je pro izotropni dielektrika zøejmì vztah 	 = "�e. Pak mù-¾eme platnost výrazù (12), (13) zobecnit i pro elektrické pole v dielektriku,tedy HS D � dS = nPk=1Qk � Q ; (69)HS D � dS = RV % dV : (70)Tyto vztahy reprezentují Gaussùv zákon pro elektrické pole v dielek-triku a zahrnují i elektrické pole ve vakuu (pak D = "0E ). Náboj na pravéstranì rovnic (69), (70) je volný. Vliv vázaného (polarizaèního) náboje je ji¾zahrnut ve velièinì D . Pokud nás bude zajímat intenzita polarizaèního elek-trického pole a velikost vázaného náboje, pøípadnì jeho hostota, je nutné øe¹enítohoto problému pøevést na vakuum, ve kterém v tomto pøípadì existuje vedleelektrického pole volného náboje je¹tì indukované polarizaèní pole vázanéhonáboje. 36



Podobnì mù¾eme roz¹íøit i platnost výrzu (59) pro hustotu energie elek-trického pole v dielektriku:we = 12"E2 = 12ED = 12E �D ; (71)kde poslední vyjádøení platí i pro neizotopní dielektrika, u nich¾ mají obecnìvektory E ; D rùzný smìr.
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3 Kapacita vodièù3.1 Vlastní kapacita vodièeMìjme osamocený izolovaný vodiè, na kterém je nábojQ. Kolem vodièe existujeelektrostatické pole, které jsme popsali intenzitou a potenciálem. Zvìt¹íme-lináboj na vodièi n krát, zvìt¹í se rovnì¾ intenzita a potenciál v jeho okolí i napovrchu n krát. Mù¾eme to snadno posoudit napø. z výrazu (45), který platípro jednoduchý vodiè tvaru koule. Náboj vodièe Q a jeho potenciál ' jsou sitedy úmìrné. Mù¾eme proto psát Q = Cv', kde ' je normovaný potenciál3 na vodièi a konstanta úmìrnostiCv = Q' (72)se nazývá (vlastní) kapacita vodièe. Má význam náboje potøebného k tomu,aby se uva¾ovaný vodiè nabil na kladný jednotkový normovaný potenciál. Ka-pacita vodièe je mírou jeho schopnosti získat (nebo udr¾et si) elektrický náboj.V pøípadì zmínìného kulového vodièe pro jeho kapacitu ve vakuu u¾itímvztahù (45) a (72) dostaneme Cv = 4�"0R: (73)Kapacita má jednotku o rozmìru[Cv] = coulombvolt = m�2 � kg�1 � s4 �A2 = F(farad) :Kapacita osamìlého vodièe je velmi malá. Napøíklad obrovský kulový kon-denzátor o polomìru rovném polomìru Zemì by mìl kapacitu pouhých 710 �F.3.2 Kapacita kondenzátoruKapacitu (osamìlého) vodièe jsme de�novali z potenciálu vzbuzeného pouzejeho vlastním nábojem. Budou-li se nacházet v okolí vodièe dal¹í nabité vodièe,bude podle zákona superpozice potenciál v místì prvního vodièe dán superpo-zicí (algebraickým souètem) potenciálù vzbuzených prvním i ostatními vodièi.Náboj prvního vodièe se nezmìní, zmìní se v¹ak jeho potenciál. Kapacitu osa-mìlého vodièe mù¾eme proto zvìt¹it tím, ¾e do jeho blízkosti umístíme opaènìnabitý vodiè, který sní¾í potenciální rozdíl mezi obìma vodièi, a tím vzrostekapacita.3Potenciál je obecnì urèen a¾ na konstantu { viz výraz (34). Aby valstní kapacita vodièebyla de�nována jednoznaènì, musíme volit jednoznaènì potencíál tím, ¾e jej normujeme podlevzorce (23), resp. integraèní konstantu volíme tak, aby ' = 0 v bodì nekoneènì vzdáleném.38



Prakticky je dùle¾itý pøípad, kdy jsou blízko sebe umístìny dva vodièe,na nich¾ jsou stejné náboje, av¹ak opaèných znamének. Tato soustava dvouvodièù pøedstavuje nabitý kondenzátor. Pøibli¾ujeme-li k sobì opaènì nabitévodièe, bude se zmen¹ovat potenciální rozdíl mezi nimi pøi stejném náboji, a totím více, èím budou vodièe blí¾e k sobì. Tak pøicházíme k velièinì vzájemnákapacita dvou vodièù, neboli kapacita kondenzátoru, kterou de�nujemevýrazem C = Q'1 � '2 = QU , (74)kde Q je kladný náboj, který by pøe¹el z prvního vodièe o potenciálu '1 nadruhý o potenciálu '2 < '1 pøi jejich vodivém spojení a U je elektrické napìtímezi tìmito vodièi.Prostor mezi vodièi (deskami, elektrodami) kondenzátoru se vyplòuje vhod-ným dielektrikem. Jak jsme si ukázali, dielektrikum zmen¹uje intenzitu pole.To vede pøi nezmìnìném náboji ke zmen¹ení napìtí mezi elektrodami a to máve shodì s (74) za následek zvìt¹ení kapacity kondenzátoru.Pøíklad 11 { kapacita deskového kondenzátoruVypoètìte kapacitu deskového kondenzátoru, sestávajícího ze dvou rovnobì¾-ných desek, ka¾dá o plo¹e S, nacházejícím se ve vzájemné vzdálenosti d. Prostormezi deskami je vyplnìn dielektrikem o relativní permitivitì "r.Øe¹eníPøivedeme-li na jednu desku náboj Q, bude se na druhédesce indukovat opaèný náboj�Q (obr. 25). K urèení inten-zity elektrického pole mezi deskami u¾ijeme Gaussùv zákon.Pøitom budeme pøedpokládat, ¾e vzdálenost d je relativnìk rozmìrùm desek tak malá, ¾e nemusíme uva¾ovat rozptylpole na okraji desek (tzv. okrajový jev). Jednu z desek uza-vøeme do libovolné plochy a u¾itím Gaussova zákona (69)dostaneme DS = Q ; kde D = "0"rE: TedyE = Q"0"rS :Proto¾e pole mezi deskami je homogenní, bude napìtí mezideskami U = Ed = Qd"0"rS :

+Q �Q
d

S E
�Obr. 2539



Pak kapacita deskového kondenzátoru jeC = QU = "0"rSd . (75)Pøíklad 12 { kapacita válcového kondenzátoruVypoètìte kapacitu válcového kondenzátoru, který sestává ze dvou souosýchvodivých válcových ploch o polomìrech r1, r2 > r1 a o délce l, mezi nimi¾ jedielektrikum o relativní permitivitì "r: Okrajový jev neuva¾ujte.Øe¹ení
+Q�Q l

rdr r1 r2E (r)
�Obr. 26

Na vnitøní plochu pøivedeme náboj Q, navnìj¹í plo¹e se bude indukovat náboj �Q.Elektrické pole bude soustøedìno v pro-storu mezi válcovými plochami (obr. 26)a jeho intenzita bude kolmá k jejich ose.K výpoètu indukce D = "0"rE pole u¾i-jeme Gaussùv zákon (69), pøièem¾ za uza-vøenou plochu zvolíme souosou válcovouplochu o polomìru r (r1 � r � r2). Ne-nulový indukèní tok pùjde pouze plá¹tìmválcové plochy, tok podstavami bude nu-lový. Tedy 2�rl"0"rE = Q :Z toho E = Q2�"0"rlr :Pro výpoèet napìtí mezi elektrodami pou¾ijeme výraz (35):U = r2Zr1 E dr = Q2�"0"rl r2Zr1 drr = Q2�"0"rl ln r2r1 :Odtud kapacita C = QU = 2�"0"rlln r2r1 : (76)40



3.3 Energie nabitého kondenzátoruK výpoètu energie kondenzátoru mù¾eme vyjít z výrazu (71) pro hustotu ener-gie elektrického pole, pou¾ít jej na objemový element pole kondenzátoru a pro-vést integraci pro celý objem pole kondenzátoru.Energii elektrostatického pole mù¾eme vypoèítat rovnì¾ jako práci potøeb-nou k nabití kondenzátoru o kapacitì C. Kondenzátor postupnì nabíjíme ele-mentem náboje dQ. V urèitém okam¾iku nech» je na kondenzátoru náboj Q atudí¾ mezi elektrodami napìtí U = Q=C. Zvìt¹íme-li nyní náboj o dQ, musímevykonat práci dA = U dQ = 12Q dQ = dWe ;která se projeví jako pøírùstek energieWe elektrostatického pole kondenzátoru.Celková energie po nabití na náboj Q jeWe = 1C QZ0 Q dQ = 12Q2C = 12QU = 12CU2: (77)Nyní si mù¾eme naopak ovìøit platnost výrazu (71) pro hustotu energie,pou¾ijeme-li odvozený vztah (77) na deskový kondenzátor, ve kterém je homo-genní pole. Platí We = 12CU2 = 12 "Sd E2d2 = 12"E2Sd ;kde Sd = V je objem pole kondenzátoru. Dìlíme-li tento výraz tímto objememV , dostaneme hustotu energie (71).Pøíklad 13 { elektrostatický voltmetrPodstatou elektrostatického voltmetru je deskový kondenzátor se vzducho-vým dielektrikem, jeho¾ jedna deska je pevná, druhá pohyblivá. Je spojenapøes pákový mechanismus s ukazatelem, pøièem¾ v rovnová¾né poloze je udr-¾ována pru¾inou. Vypoètìte sílu, kterou se pøitahují desky elektrostatickéhovoltmetru pøi potenciálním rozdílu U = 500 V. Ka¾dá z desek má plochuo obsahu S = 2500 mm2 a jejich vzájemná vzdálenost v rovnová¾né poloze jed = 1; 20 mm. Okrajový jev neuva¾ujte.
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Øe¹enía) První zpùsob | rozborem energie
Obr. 27

F Sd dx�
Práce, kterou pole vykoná tím, ¾e silou F pøiblí¾í deskyo dx (obr. 27), je rovna úbytku energie elektrostatic-kého pole mezi deskami. K výpoètu vyu¾ijeme hustotuenergie (59) a dostanemeF dx = weS dx = 12"0E2S dx ;neboli F = "0E2S2 = "0U2S2d2 :b) Druhý zpùsob | rozborem silového úèinku pole+Q�Q
�Obr. 28

Uva¾ujme, ¾e v poli jedné desky, napø. nabité nábo-jem +Q (v obr. 28 jsou siloèáry tohoto pole vyzna-èeny plnými èarami), se nachází deska s nábojem �Q.Pole kladnì nabité desky na ni pùsobí silou o velikostiF = E � j�Qj, kde pro intenzitu pole pou¾ijeme výraz(17) pro nabitou rovinu, pøièem¾ � = Q=S. PakF = �2"0 � j �Qj = Q22"0S = C2U22"0S = "0SU22d2 ;kde byl vyu¾it výraz (75) pro kapacitu deskového kon-denzátoru. Numericky F = 1; 92 � 10�3 N.3.4 Kapacita soustavy kondenzátorùSoustava (baterie) kondenzátorù mù¾e mít øazení paralelní, sériové nebo kom-binované.a) Paralelní øazeníChceme-li pøi stejném napìtí U na svorkách kondenzátoru zvìt¹it náboj Qkondenzátoru, musíme zvìt¹it jeho kapacitu C. Toho dosáhneme buï vhodnoukonstrukcí kondenzátoru anebo paralelním spojením daných kondenzátorù.42



+Q1 +Qi +Qn�Q1 �Qi �QnC1 Ci CnU+��Obr. 29Pøi paralelním spojení jsou jedny desky v¹ech kondenzátorù spojeny s jed-ním pólem a druhé desky se druhým pólem stejnosmìrného zdroje (obr. 29).Napìtí U je na v¹ech kondenzátorech stejné, kde¾to náboje se nahromadí v po-mìru kapacit:Q1 = C1U; Q2 = C2U; ::: Qi = CiU; ::: Qn = CnU :Celkový náboj bude Q = nXi=1 Qi = U nXi=1 Ci :Nahradíme-li tuto øadu kondenzátorù jediným kondenzátorem, na kterém mábýt pøi napìtí U tento náboj Q, musí mít kapacituC = QU = nPi=1Ci , (78)která se rovná souètu kapacit jednotlivých kondenzátorù.b) Sériové øazeníPo¾adujeme-li, aby se kondenzátor nabil tým¾ nábojem Q na vy¹¹í napìtí U ,musíme zmen¹it jeho kapacitu. Toho dosáhne buï vhodnou konstrukcí konden-zátoru anebo sériovým spojením daných kondenzátorù podle obr. 30.+Q +Q +Q�Q �Q �QUnU1 UiC1 Ci CnU+ ��Obr. 3043



Pøi tomto spojení se na ka¾dém kondenzátoru nahromadí (naindukuje)stejný náboj Q. Napìtí U se rozdìlí na jednotlivé kondenzátory v obrácenémpomìru ke kapacitám:U1 = QC1 ; U2 = QC2 ; ::: Ui = QCi ; ::: Un = QCn :Souèet tìchto napìtí musí dát vlo¾ené napìtí U , tedyU = nXi=1 Ui = Q nXi=1 1Ci :Nahradíme-li tuto øadu kondenzátorù jediným kondenzátorem, musí mít kapa-citu C, pro její¾ pøevrácenou hodnotu platí1C = UQ = nPi=1 1Ci : (79)
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4 Úlohy1. Náboj kulièkyKolik elementárních nábojù obsahuje náboj kulièky o hmotnostim = 1;2 � 10�14 kg, udr¾uje-li se kulièka v rovnováze v elektrickém polideskového kondenzátoru s vodorovnými deskami ve vakuu vzdálenými odsebe d = 5;0 mm a je-li napìtí mezi nimi U = 92 V?2. Síla mezi protony a elektronyPro pøedstavu velikosti nábojù obou znamének (v normálním stavu látkyov¹em neutralizovaných), který nesou èástice látky, vypoètìte velikost pøi-ta¾livé síly, která by pùsobila mezi protony a elektrony 1 gramu vodíku,kdyby v¹echny protony byly soustøedìny na severním pólu Zemì a v¹echnyelektrony na ji¾ním pólu. Polomìr Zemì R = 6;38 � 106 m.3. Mìøení náboje vyu¾itím tíhového poleNáboje Q, které nesou malé kulièky o hmotnosti m zavì¹ené na stejnýchhedvábných vláknech o délce l v uspoøádání podle obr. 31, lze v tíhovém poliurèit zmìøením úhlu �, který svírají vlákna. Urèete náboj Q, jsou-li známytyto velièiny: m = 6;0 �10�6 kg, l = 7;0 �10�2 m, 2� = 56�; g = 9;81 m�s�2.gm mQQ l l2� Obr. 31
 F v x b�+2e +e+e H2

Obr. 32
!4. Interakce dvou nabitých kulièekDvì malé vodivé kulièky jsou zavì¹eny na dlouhých nevodivých vláknechstejné délky l, jejich¾ druhý konec je uchycen na jednom háèku. Kulièkyjsou nabity stejnými náboji Q a jsou od sebe vzdáleny r � l. Co nastane,ztratí-li jedna z kulièek náboj? Do jaké vzdálenosti r1 se nyní kulièky ustaví?45



5. Interakce èástice � s molekulou H2Èástice � prolétne velkou rychlostí geometrickým støedem molekuly vodíku(obr. 32) po trajektorii, která je kolmá ke spojnici protonù, jejich¾ rozteèje b. Pro jednoduchost uva¾ujte b = konst: a neuva¾ujte elektrické poleelektronù. Vypoètìte:a) velikost síly F v závislosti na x,b) pro která x bude odpudivá síla maximální.6. Interakce dvou nabitých polokoulíDutá kovová koule o polomìru R s tenkými stìnami je rovnomìrnì nabitanábojem Q a poté rozdìlena hlavním øezem na dvì stejné polokoule, kterése zøejmì budou odpuzovat. Vypoètìte velikost odpudivé síly pro pøípad,kdy polokoule budou tìsnì u sebe.7. Dvì nabité rovinyMìjme dvì rozlehlé nabité desky (teoreticky roviny) s konstantními hus-totami náboje �1 = 6;0 �C�m�2, �2 = �4;0 �C�m�2. Vypoètìte velikostintenzity elektrického pole rovin a nakreslete siloèáry pro tyto pøípady:a) Roviny jsou rovnobì¾né a vzdálenost mezi nimi je d = 30 mm.b) Roviny jsou na sebe kolmé.K øe¹ení vyu¾ijte výsledkù pøíkladu 3.8. Elektrické pole nabitého kruhuTenký kruhový disk (kruh) o polomìruR je nabit kladným nábojem o plo¹néhustotì � = konst: Disk le¾í v rovinì x = 0 a jeho støed v poèátku souøad-nicové soustavy. Vypoètìte intenzitu jeho elektrického pole na ose disku vbodì o souøadnici x > 0.9. Elektrické pole nabité roviny s kruhovým otvoremRovina je rovnomìrnì nabita elektrickým nábojem s plo¹nou hustotou �.V rovinì je kruhový otvor o polomìru r.a) Vypoètìte intenzitu elektrického pole na kolmici k rovinì, která procházístøedem otvoru. Vzdálenost bodu, v nìm¾ poèítáme pole, je y od støeduotvoru.b) Jaká je intenzita elektrického pole ve støedu otvoru?10. Elektrické pole nabité úseèkyVypoètìte intenzitu a potenciál elektrického pole úseèky délky 2l v bodì A,le¾ící na ose úseèky ve vzdálenosti R (obr. 33). Úseèka je nabita kladnýmnábojem s konstantní délkovou hustotou � .46



11. Elektrické pole nabité kru¾niceU nabité kru¾nice, u ní¾ jsme poèítali intenzitu elektrického pole v pøíkladì1, vypoètìte potenciál v bodì A a u¾itím vztahu mezi potenciálem a in-tenzitou (E = �d'=dx) ovìøte správnost výsledku pro intenzitu získanéhov pøíkladì 1.
Obr. 33A

�ll R" Obr. 34
E1E2 � dd=3
#12. Potenciál nabité kouleU dielektrické koule nabité prostorovým nábojem Q, u ní¾ jsme intenzituelektrického pole poèítali v pøíkladu 4, vypoètìte potenciál, pøièem¾ prostøed koule zvolte '(0) = 0. K øe¹ení vyu¾ijte výsledkù øe¹ení pøíkladu 4.13. Elektrické pole rozlehlé kruhové deskyVypoètìte potenciál a intenzitu elektrického pole rovnomìrnì nabité kru-hové desky o polomìru R v bodech na ose desky ve vzdálenosti y � R.Plo¹ná hustota náboje je �.14. Mýdlová bublinaZ vodivé mýdlové bubliny o polomìru r1 = 25 mm a nabité na potenciál'1 = 1;2 � 104 V vznikne po prasknutí kapièka vody o polomìrur2 = 5;0 � 10�4 m. Jaký je potenciál '2 kapièky?15. Rozdìlení nábojeV jakém pomìru se rozdìlí náboj na dvì kovové koule o polomìrechr1 = 50 mm a r2 = 10 mm, které jsou vodivì spojeny dlouhým tenkýmdrátem a v jakém pomìru bude plo¹ná hustota náboje �1, �2 na tìchtokoulích?16. Elektrické pole tøí rovnobì¾ných vodivých rovinDvì velké kovové vzájemnì rovnobì¾né desky (teoreticky roviny) jsou vodivìspojeny (viz obr. 34). Mezi nì je ve vzdálenosti d=3 od horní desky vlo¾enanabitá kovová fólie, pøièem¾ plo¹ná hustota náboje � = konst: Vypoètìtevelikost intenzit E1, E2. 47



17. Vakuová dioda

Obr. 35
d

xeK A
O$

Z roz¾havené deskové katody K vystupují ve vakuu k rovno-bì¾nì instalované anodì A elektrony (obr. 35). Vzdálenostd mezi elektrodami je malá vzhledem k jejich rozmìrùm.Potenciál mezi deskami je popsán funkcí' = kx4=3; x 2 h0; di:a) Vypoètìte hustoty �K; �A povrchových nábojù na ka-todì a anodì za pøedpokladu � = konst:b) Jak závisí prostorová hustota % nábojù mezi deskamina x?18. Bohrùv model atomu vodíkuVe vývoji názorù na stavbu atomu zaujímá významné postavení Bohrùvmodel atomu vodíku z r. 1913, který postuluje, ¾e elektron se pohybuje potakových kruhových trajektoriích o polomìru r se støedem v jádøe { pro-tonu, pro nì¾ platí 2�mevr = nh, kde v je rychlost elektronu o hmotnostime na pøíslu¹né trajektorii o polomìru r, h je Planckova konstanta a n pøi-rozené èíslo udávající poøadí trajektorie smìrem od jádra. Odvoïte vztahypro rychlost, polomìr trajektorie a frekvenci obìhu elektronu a vypoètìtevelikost tìchto velièin pro n = 1.19. Svazek elektronù v pøíèném elektrickém poliSvazek elektronù vstupuje do pøíèného elektrického pole vytvoøeného rov-nobì¾nými nabitými deskami podle obr. 36. Je dáno: l = 20;0 mm,d = 6;0 mm, U = 170 V.
Obr. 36vv0 ldd e me U �%a) Jaká je vstupní rychlost v0 elektronù, jestli¾e do elektrického pole vstu-pují kolmo na jeho siloèáry, pøièem¾ napìtí U mezi deskami nastavímetak, ¾e elektrony na výstupu právì dopadnou na okraj spodní desky.48



b) Vypoètìte velikost a smìr rychlosti v elektronù pøi dopadu na okrajdesky.20. Interakce dvou elektronùDva elektrony nacházející se v klidu ve vzájemné vzdálenostib = 2;0 � 10�4 m, jsou uvolnìny z vazby. Vypoètìte:a) elektrostatickou energii elektronù pøed uvolnìním z vazby,b) maximální rychlost, které elektrony dosáhnou ve vzta¾né soustavì, v ní¾se nacházely v klidu.21. Èástice v poli nabitého prstenceTenký kovový prstenec o polomìru R byl ve vakuu nabit kladným rovno-mìrnì rozlo¾eným nábojem Q. Rotaèní osa prstence nech» je osou x vzta¾nésoustavy s poèátkem ve støedu prstence. Jak velkou poèáteèní rychlost v0musíme udìlit èástici s kladným nábojem q a o hmotnosti m, která se na-chází na ose x ve znaèné vzdálenosti od støedu prstence (x � R), abydosáhla støedu prstence? Co nastane, bude-li poèáteèní rychlost nepatrnìvìt¹í nebo men¹í ne¾ vypoètená hodnota?22. Interakce protonu s èásticí �Proton o rychlosti v a hmotnosti mp se pøibli¾uje radiálnì z velké vzdále-nosti (teoreticky z nekoneèna) k volné èástici � (tj. k jádru helia), která senachází v klidu v uva¾ované inerciální vzta¾né soustavì. Pùsobením elek-trického pole protonu se èástice � uvede do pohybu.a) Vypoètìte, do jaké nejmen¹í vzdálenosti �1 se proton pøiblí¾í k èástici �(vzdálenost mìøíme mezi støedy èástic) a jaká bude velikost v1 rychlostièástice � v tomto okam¾iku.b) Po dosa¾ení vzdálenost �1 je proton èásticí � dále brzdìn, a¾ se zastavía zaène se vracet zpìt. Vypoètìte vzdálenost �2 protonu od èástice �v okam¾iku, kdy bude jeho rychlost v pozorovací soustavì nulová. Jakábude v tomto okam¾iku velikost v2 rychlosti èástice �?c) Stanovte pomìry �2=�1 a v2=v1.Dìj probíhá ve vakuu. Pro jednoduchost pøedpokládejte, ¾e m� � 4mp a ¾ejsou splnìny podmínky pro pou¾ití klasické mechaniky, tj. v � c.23. Elektrostatické pole soustavy ètyø nábojùJsou dány ètyøi bodové náboje q; 2q; �4q; 2q, které jsou umístìny ve vakuuve vrcholech ètverce o stranì b podle obr. 37. Ve støedu ètverce je náboj q.Vypoètìte: 49



a) elektrostatickou sílu, kterou pùsobí náboje ve vrcholech na náboj q vestøedu ètverce,b) elektrostatickou energii náboje q ve støedu ètverce v poli nábojù v jehovrcholech.
bbq q 2q

2q �4q& b b�e �e+e;m'
OH Hb+e +e�2e�(Obr. 37 Obr. 38 Obr. 3924. Soustava tøí nábojù na úseèceJsou dány tøi èástice o nábojích �e; e; �e rozmístìné na úseèce podleobr. 38. Vypoètìte:a) elektrostatické síly pùsobící na jednotlivé èástice soustavy,b) celkovou elektrostatickou energii soustavy.c) Nech» støedová èástice o hmotnosti m se mù¾e pohybovat v pøíènémsmìru. Jaká bude úhlová frekvence malých vlastních kmitù èástice?25. Molekula vodyVypoètìte vazbovou energii osamocené molekuly vody, kterou mù¾eme in-terpretovat jako celkovou elektrostatickou energii iontù molekuly: zápor-ného iontu kyslíku o náboji �2e a dvou kladných iontù vodíku (tj. protonù)o náboji +e v kon�guraci podle obr. 39. Je známo b = 1;54 � 10�10 m,� = 105�.26. Elektrostatická energie soustavy nábojù
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Uva¾ujme soustavu osmi èástic s nábojemelektronu, které le¾í ve vrcholech krychleo stranì b a centrální èástici s nábojemdvou protonù, která le¾í ve støedu krychle(obr. 40). Vypoètìte:a) elektrostatickou energii centrálního ná-boje 2e v poli osmi nábojù �e,b) vlastní elektrostatickou energii soustavyv¹ech devíti nábojù.50



27. Vlastní elektrostatická energie lineárního øetìzce iontùVypoètìte vlastní elektrostatickou energii pøipadající na jeden ion neome-zené soustavy iontù rozmístìných na pøímce s rozteèí b = 3;00 � 10�10 mtak, ¾e ionty mají støídavì náboje +e; �e.28. Vlastní elektrostatická energie nabité kulové plochyVypoètìte vlastní elektrostatickou energii uzavøené kulové plochy o polo-mìru R nesoucí rovnomìrnì rozdìlený povrchový náboj Q.29. Model elektronuNa zaèátku 20. století existovala hypotéza, ¾e klidová hmotnost elektronumá èistì elektrostatickou povahu. Tato hypotéza získala pozornost zejménapo vybudování speciální teorie relativity. Pøedstavte si elektron ve tvarunabité koule o polomìru r0 s konstantní objemovou hustotou náboje %.Vyu¾itím výsledku øe¹ení pøíkladu 9 a relativistického vztahu W = mec2vypoètìte polomìr elektronu. Tento model má ov¹em zjevnou závadu: elek-trostatická energie vazby je kladná a kdyby v elektronu existovalo èistì elek-trické pole, elektron by se okam¾itì rozpadl.30. Vlastní elektrostatická energie jádraUva¾ujme jádro prvku o atomovém èísle Z obsahující Z protonù, které jsouspolu s neutrony více èi ménì rovnomìrnì rozptýleny v jádøe o polomìru r0.Proveïte pøibli¾ný výpoèet vlastní elektrostatické energie soustavy Z pro-tonù v jádøe. Pøi výpoètu budete omezení neznalostí prostorové kon�guraceprotonù. Orientaènì pøedpokládejte, ¾e jejich støední vzdálenost bude rovnar0, i kdy¾ ve skuteènosti bude { vzhledem ke koneèným rozmìrùm protonù{ jejich støední vzdálenost ponìkud men¹í.31. Nabitá koule pøi zmìnì dielektrikaJaký musí být polomìr koule, aby ve vakuu po nabití nábojemQ = 4;0 � 10�6 C mìla potenciál ' = 1;2 � 105 V. Jaký bude potenciál 'koule, ponoøíme-li ji nyní do vody ("r = 81) a náboj na ní se nezmìní.32. Kapacita kulového kondenzátoruOdvoïte výraz pro kapacitu kulového kondenzátoru sestávajícího ze dvousoustøedných vodivých kulových ploch: vnitøní o polomìru r1, vnìj¹í r2.Mezi tìmito plochami je dielektrikum o permitivitì ".33. Kapacita lidského tìlaNa základì orientaèního výpoètu odhadnìte kapacitu lidského tìla.51



34. Deskový kondenzátor se slo¾eným dielektrikemVypoètìte kapacitu deskového kondenzátoru, jeho¾ dielektrikum je èlenìno:a) sériovì podle obr. 41, pøièem¾ je dáno "1; "2; "3; S; d1; d2; d3.b) paralelnì podle obr. 42, pøièem¾ je dáno "1; "2; "3; S; d; l1; l2; l3 apøedpokládá se, ¾e desky mají ètvercový nebo obdélníkový tvar.S "1 "2 "3
d1 d2 d3*

S "1"2"3
l1l2l3d�+

r1 r2r3"r1"r2
�,Obr. 41 Obr. 42 Obr. 4335. Kapacita válcového kondenzátoru s vrstveným dielektrikemVypoètìte kapacitu válcového kondenzátoru sestávajícího ze dvou vodivýchválcových ploch o polomìrech r1; r2, mezi nimi¾ je vlo¾eno vrstvené dielek-trikum o relativních permitivitách "r1; "r2 s dìlícím polomìrem r3. Pøíènýøez kondenzátorem je na obr. 43. Délka kondenzátoru je l. Okrajový jevneuva¾ujte.36. Kondenzátor s posuvným dielektrikemDeskový vzduchový ("v � "0) kondenzátor po nabití na napìtí U vtahuje doprostoru mezi deskami dielektrikum, které je v uva¾ované situaci v poloze x(viz obr. 44). Obdélníkové desky kondenzátoru mají plo¹ný obsah S, délku l,vzdálenost mezi sebou d a dielektrikum má permitivitu " = "0"r. Vypoètìte:a) kapacitu kondenzátoru,b) velikost síly, kterou elektrické pole kondenzátoru vtahuje dielektrikumv poloze x. l dx S" F- Obr. 4452



37. Elektrostatická energie pøi paralelním spojení kondenzátorùKondenzátor o kapacitì C1 má po nabití napìtí U1 a kondenzátor o kapacitìC2 má napìtí U2. Vypoètìte:a) celkovou elektrostatickou energii samostatných kondenzátorù (Wa),b) celkovou elektrostatickou energii kondenzátorù po jejich paralelním spo-jení (Wb).c) Vysvìtlete rozdíl energií Wa �Wb.38. Soustava kondenzátorù
Obr. 45UC1 C3C2

.
Je dána soustava kondenzátorù podle obr. 45,pøipojených na stejnosmìrný zdroj o napìtí U .Vypoètìte:a) kapacitu soustavy,b) náboj na ka¾dém kondenzátoru.

39. Kapacita soustavy kondenzátorùJsou dány dvì soustavy kondenzátorù znázornìné na obr. 46a), 46b), pøi-èem¾ ve druhém pøípadì jde o nekoneènou sí» stejných kondenzátorù. Vy-poètìte kapacitu soustav mezi body A, B.a) b)A AB BC1 C1C2
C2C3 C C CC C C/Obr. 46
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Fyzikální konstanty pro øe¹ení úlohRychlost svìtla ve vakuu c = 2;9979 � 108 m�s�1Planckova konstanta h = 6;6262 � 10�34 J�s�1Elementární náboj e = 1;6022 � 10�19 CPermitivita vakua "0 = 8;8542 � 10�12 F�m�114�"0 = 8;9876 � 109 F�1 �m:= 9 � 109 F�1 �mPermeabilita vakua �0 = 1;2566 � 10�6 H�m�1Avogadrova konstanta NA = 6;0221 � 1023 mol�1Faradayova konstanta F = 9;6485 � 104 C�mol�1Elektronvolt 1 eV = 1;6022 � 10�19 JKlidová hmotnost elektronu me = 9;1095 � 10�31 kgKlidová hmotnost protonu mp = 1;6726 � 10�27 kgKlidová hmotnost neutronu mn = 1;6750 � 10�27 kgKlidová hmotnost èástice � m� = 6;6429 � 10�27 kgNormální tíhové zrychlení g = 9;80665 m�s�2Rovníkový polomìr Zemì RZ = 6;3782 � 106 mGravitaèní konstanta { = 6;6726 � 10�11 m3�kg�1�s�2
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Øe¹ení úloh1. Poèet elementárních nábojù n = mgdeU = 40 .2. F = 14�"0 �NAme2RMH�2 = 5;14 � 105 N :3. Výslednice elektrostatické síly a tíhové síly musí pùsobit ve smìru vlákna.Q = 4l sin�p�"0mg tg� = 3;88 � 10�9 C :4. Kulièky se dotknou, náboj Q se na nich pøerozdìlí tak, ¾e ka¾dá bude mítnáboj polovièní (Q1 = Q=2) a kulièky se oddálí do vzdálenosti r1. Napí¹eme-li nyní podmínku rovnováhy pro výchozí a koneèný stav (srovnej s øe¹enímúlohy è. 3) dostaneme podmínku4r1r =s4l2 � r24l2 � r21 � 1 neboli r1 � r4 :5. a) Obr.47 rx b2+e+e+2eF1F 01F0
F1F = r2x ; F1 = 2e24�"0r2 ,r2 = x2 + b24 ,F = e2�"0x�x2 + b24 ��3=2 :b) Síla bude mít extrém pro x, pro nì¾ dF=dx = 0; to bude pro1� 3x2x2 + b24 = 0 ; neboli x1;2 = �p24 b � �0;354 b :6. Pro intenzitu elektrického pole duté koule v bodech jejího povrchu u¾ijemevýraz (49): E = �2"0 = Q8�"0R2 :Na elementy polokoulí budou pùsobit elementy sil dF = E�dS , které majísmìr normály elementù plochy. Pro odpudivé síly se uplatní prùmìty ele-mentù sil do smìru kolmého k rovinì øezu koule. Souèet tìchto prùmìtù55



elementù sil bude úmìrný plo¹e �R2 øezu, která je prùmìtem plochy 2�R2povrchu polokoule. Velikost odpudivé síly tedy budeF = �R2�E = Q232�"0R2 :7. a) (Obr. 48) Ea = Ec = �1 � j�2j2"0 = 1;13 � 105 V �m�1 ;Eb = �1 + j�2j2"0 = 5;65 � 105 V �m�1 ;b) (Obr. 49) E = 12"0p�21 + �22 = 4;07 � 105 V �m�1 ;� = arctg �����2�1 ���� = 33�400 :�1 �2
Ea Eb Ec1 �1�2E E� �
2Obr. 48 Obr. 498. K øe¹ení vyu¾ijeme výsledku pro nabitou kru¾nici (pøíklad 1). Integracíintenzit polí elementárních prstencù dostanemeEx = �2"0 �1� xpR2 + x2� ; Ey = Ez = 0 :9. a) Postup výpoètu je stejný jako pøi øe¹ení elektrického pole nabité roviny.Jiná je jen dolní mez integrálu.Ey = �2"0 ypr2 + y2 :Tento výsledek dostaneme rovnì¾ superpozicí pole nabité roviny a opaènìnabitého kruhu (s hustotou ��), tedy odeètením výsledku pøíkladu 3 aúlohy 8.b) Eo = 0 : 56



10. Intenzita (viz pøíklad 2): dE = � cos� d�4�"0R ;E = �4�"0R �0Z��0 cos� d� ; sin�0 = lpl2 +R2 ; E = �l2�"0Rpl2 +R2 :Potenciáld' = �4�"0 d�cos� ; ' = �4�"0 �0Z��0 d�cos� = �4�"0 ln 1 + sin�01� sin�0 :11. ' = R�2"0pR2 + x2 ; E = �d'dx = R�x2"0q(R2 + x2)3 :12. 1. 0 � r � R : ' = � Q8�"0R3 r2 :2. r > R : ' = Q8�"0 �2r � 3R� :13. ' = �2"0 �pR2 + y2 � y� � C � �2"0 y , kde C = �R2"0 = konst:E = �d'dy = �2"0 . . . stejný vztah jako pro nabitou rovinu.14. Ze zákona zachování náboje plyne '2 = r1r2'1 = 6;0 � 105 V :15. Koule mají stejnný potenciál. Pak Q1Q2 = r1r2 = 51 ; �1�2 = r2r1 = 15 :16. E1 = 2�3"0 ; E2 = �3"0 :17. a) U¾ijeme vztah E = �d'=dx a Gaussùv zákon. Dostaneme� = �43k"0x1=3 :Katoda (x = 0) : �K = 0 ; anoda (x = d) : �A = �43k"0 3pd :b) U¾ijeme Gaussùv zákon pro tenkou vrstvu nábojù o tlou¹»ce dx ve vzdá-lenosti x od K a urèíme hustotu% = �49 k"03px2 :57



18. v = e22"0hn ; r = "0h2n2�mee2 ; f = mee44"20h3n3 ;v1 = 2;19 � 106 m � s�1; r1 = 5;29 � 10�11 m ; f1 = 6;58 � 1015 Hz :19. a) v0 = l2dreUme = 9;11 � 106 m � s�1 :b) v = v0s1 +�2dl �2 =vuuteUme "1 +� l2d�2# = 1;063 � 107 m � s�1 ,� = arctg 2dl = 31;0� :20. a) We = e24�"0b = 1;15 � 10�24 J = 7;20 � 10�6 eV .b) Proto¾eWe � mec2 = 0;511 MeV, mù¾eme pou¾ít klasickou mechaniku .v = e2s 1�"0bme = 1130 m�s�1 :21. Èástice má v poli prstence elektrostatickou energii, kterou vypoèteme u¾i-tím výrazu (23), do kterého dosadíme výsledek (8) øe¹ení pøíkladu 1:We = q 1Z0 E dx = qQ4�"0 1Z0 x dx�R2 + x2�3=2 :Po substituci R2 + x2 = z; 2x dx = dz dostanemeWe = qQ8�"0 1ZR2 z� 32 dz = qQ4�"0R :Tento výsledek je v souladu s poznámkou o poli prstence pro x � R, uve-denou na závìr øe¹ení pøíkladu 1. Má-li èástice dosáhnout støedu prstence,musí získat stejnì velkou poèáteèní kinetickou energii. Budeme-li problémøe¹it klasickou mechanikou dostanemev0 =s qQ2�"0mR :Bude-li poèáteèní rychlost nepatrnì vìt¹í, èástice proletí støedem prstencea ve velké vzdálenosti od nìj získá opìt rychlost v0. Bude-li naopak rychlostèástice nepatrnì men¹í, vrátí se zpìt a ve velké vzdálenosti od prstence budemít rychlost �v0 . 58



22. a) Pøibli¾ující se proton uvede odpudivou silou do pohybu èástici �. V oka-m¾iku nejvìt¹ího pøiblí¾ení bude rychlost obou èástic stejná; oznaèíme jiv1. Pøi dìji musí být splnìn zákon zachování energie a zákon zachováníhybnosti. Ve výchozí poloze mají èástice tyto energie a hybnosti:We = 0; Wk = 12mpv2 + 0 = 12mpv2; p = mpv + 0 = mpv :Pøi nejvìt¹ím pøiblí¾ení èástic budeWe1 = Q1Q24�"0�1 = e22�"0�1 ; Wk1 = (mp +m�)v212 = 52mpv21 ;p1 = (mp +m�)v1 = 5mpv1 :Ze zákonù zachování energie a zachování hybnosti dostáváme soustavurovnic 12mpv2 = e22�"0�1 + 52mpv21 ; mpv = 5mpv1 :Øe¹ením je �1 = 5e24�"0mpv2 ; v1 = v5 :b) Ve druhém stavu mají èástice tyto energie a hybnosti:We2 = e22�"0�2 ; Wk2 = 12m�v22 = 2mpv22 ; p2 = m�v2 = 4mpv2 :Platí opìt zákony zachování (vzhledem k pùvodnímu stavu):12mpv2 = e22�"0�2 + 2mpv22 ; mpv = 4mpv2 :Øe¹ením je �2 = 4e23�"0mpv2 ; v2 = v4 :c) �2�1 = 1615 ; v2v1 = 54 :23. a) F = 5q22�"0b2 ; síla smìøuje k náboji �4q .b) We = q2p24�"0b .24. a) Výsledná síla pùsobící na støedovou èástici má nulovou velikost. Na okra-jové èástice pùsobí výsledná síla o velikostiF0 = 3e216�"0b2 :59



b) We = � 3e28�"0b :c) Pohybovou rovnic Fy = may (obr. 50) upravíme na tvar�y + e22�"0b3my = 0 ;úhlová frekvence vlastních kmitù je 
 = er 12�"0b3m :e;m�e �e yb� 2�F FFy Fy � 2Fb y3 Obr. 5025. We = e24�"0b (1� 8 sin �2 ) = �8;01 � 10�18 J = �50;0 eV .26. a) We = � 8e2p3�"0b = e2b � (�1;66 � 1011) m � F�1 :b) W 0e = e2�"0b �3 + 3p2 � 7p3� = e2b � 3;88 � 1010 m � F�1 :27. WeN = � e22�"0b �1� 12 + 13 � 14 + :::� = �e2 ln 22�"0b ;WeN = �1;066 � 10�18 J = �6;65 eV .Pøi øe¹ení jsme uvá¾ili Taylorùv rozvoj funkce ln(1 + x) pro x = 1.28. We = Q28�"0R :29. Polomìr elektronur0 = 3�0e220�me ; kde �0 = 1"0c2 je permeabilita vakua, r0 = 1;69 �10�15 m:30. Vlastní elektrostatická energie soustavy n èástic je dána vztahem (50), pøi-èem¾ v na¹em pøípadì je Qi = Qj = e. Indexy i; j tvoøí variace 2. tøídy zeZ prvkù bez opakování. Z kombinatoriky je známo, ¾e jejich celkový poèetje (Z�1)Z. Bude-li støední vzdálenost mezi dvìma libovolnými protony r0,bude vlastní elektrostatická energie jádraWe � 18�"0 (Z � 1)Z e2r0 :Proto¾e støední vzdálenost mezi protony je ponìkud men¹í ne¾ r0, bude veskuteènosti vlastní elektrostatická energie jádra ponìkud vìt¹í ne¾ udává60



odvozený vzorec. V literatuøe (napø. [1], s. 422) se lze setkat místo èísel-ného koe�cientu 1=8 = 0;125 s koe�cientem 3=20 = 0;15. Vypoètená vlastníelektrostatická energie je kladná a tudí¾ není to ona, která tvoøí pevnoustrukturu jádra. V jádøe je pøekryta zápornou energií vazby silné interakcemezi nukleony (tj. protony a neutrony), její¾ absolutní velikost mnohoná-sobnì pøevy¹uje elektrostatickou energii vazby mezi protony.31. R = Q4�"0'0 = 0;30 m; ' = '0"r = 1480 V :32. C = 4�" r1r2r2 � r1 .33. Tvar tìla nahradíme pro orientaèní výpoèet tvarem koule; uva¾ujeme hmot-nost m � 80 kg a hustotu % � 1 � 103 kg�m�3 . PakC = 4�"0 3s 3m4�� = 30 pF :Tato hodnota pøibli¾nì odpovídá hodnotám získaných mìøením.34. a) K øe¹ení pou¾ijeme Gaussùv zákon, anebo problém pøevedeme na sériovéøazení deskových kondenzátorù.Ca = Sd1"1 + d2"2 + d3"3 :b) Problém pøevedeme na paralelní øazení deskových kondenzátorù.Cb = S(l1 + l2 + l3)d ("1l1 + "2l2 + "3l3) :35. C = 2�"0l1"r1 ln r3r1 + 1"r2 ln r2r3 .36. a) Kapacita: C = "0Sd �1 + ("r � 1)xl � .b) Vzdálenost x zvìt¹íme na x + dx a vypoèteme rozdíl elektrostatickýchenergií v poloze x a x+dx, který se musí rovnat práci síly na dráze dx:dWe = Q202C � Q202(C + dC) = F dx; kde Q0 = C0U = "0SUd je nábojpro x = 0 .Po dosazení dostaneme F = "0SU22ld "r � 1�1 + ("r � 1)xl �2 .61



37. a) Wa = 12(C1U21 + C2U22 ) :b) Wb = 12 (C1U1 + C2U2)2C1 + C2 :c) Rozdíl energií Wa �Wb = C1C22(C1 + C2) (U1 � U2)2 > 0 :Pøi spojení kondenzátorù se vyrovnalo napìtí a pøitom pøecházel ná-boj (elektrický proud) z jednoho kondenzátoru na druhý. Tento pøechodprovázel vznik Jouleova tepla na úkor èásti elektrostatické energie.38. a) C = C1(C2 + C3)C1 + C2 + C3 :b) Pro náboje platí vztahy: Q1 = Q2 +Q3 = Q = UC; Q2C2 = Q3C3 :Øe¹ením dostanemeQ1 = U C1(C2 + C3)C1 + C2 + C3 ; Q2 = U C1C2C1 + C2 + C3 ; Q3 = U C1C3C1 + C2 + C3 :39. a) Ca = 2C1C2 + C3(C1 + C2)C1 + C2 + C3 :b) Proto¾e sí» kondenzátorù je nekoneèná, bude její kapacita stejná jakokapacita této sítì doplnìné je¹tì o jeden èlánek (tj. jeden kondenzátorpøipojený paralelnì a druhý sériovì).Cb = C2 (p5� 1) :
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